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1 INTRODUCTION GENERALE

1 Introduction générale

Le fait que la lumiere transporte de la quantité de mouvement et peut en conséquence la transmettre
est souvent inconnu du grand public: en effet, nous constatons que les rayons du Soleil transportent de
I’énergie, a travers la chaleur et la lumiére qui nous parvient de I'astre du jour. Mais quand notre Soleil
brille, nous ne percevons pas les forces microscopiques qu’il exerce sur nous ( forces de 'ordre du uN par
m?). Il en est autrement pour les objets petits, comme les organites biologiques, ot1 légers, comme les
voiliers solaires qui se meuvent dans le vide spatial.

1.1 Quelques applications célebres des forces optiques.

Le 21 juin 2005 fut lancé dans l'espace Cosmos 1 [1]. Longtemps sujet faisant réver des physiciens comme
Newton ou Kepler, ce voilier solaire composé de 8 voiles triangulaires pour une surface totale de 600
m? doit subir une accélération constante de 5.107%m.s~2, ce qui fait, pour une vitesse initiale nulle, une
vitesse de 15 km/h au bout d’une journée, mais de 6000km /h aprés 1 an: les voiliers solaires apparaissent
ainsi comme les moyens les plus rapides et économiques du transport spatial & longue distance. Son but
est donc de démontrer qu’il est possible de se déplacer grace a la lumiére de notre étoile. En effet, cette
lumiere contient non seulement une énergie, mais aussi une impulsion. La relation qui unit ces deux
quantités pour un photon de vitesse ¢ est d’ailleurs donnée par la célebre équation:

E =pc

ou E est I’énergie du photon, et p sa quantité de mouvement. Les photons de la lumiere du Soleil arrivent

Figure 1: Le voilier solaire Cosmos 1 (vue d’artiste; source: associated press).

donc sur le film plastique ultrafin qui constitue la voilure de Cosmos 1 et exercent ainsi sur celle-ci une
force 100 fois supérieure & celle du vent solaire (jets de particules trop lents pour donner une impulsion):
le voilier bouge.
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Un autre exemple ol interviennent les forces optiques est le radiometre [2, 3, 4]. Ce moulin & lumiere,
par analogie au moulin & vent, est constitué de pales présentants deux faces: une face réfléchissante, et
une face noire. La face réfléchissante réfléchit plus de lumiere que la face noire. Ainsi, il y a une différence
de pression de radiation, c’est a dire de force exercée sur chaque face de la pale. Cette différence crée un
couple, qui permet d’actionner le radiometre si la force est assez forte. Dans la pratique, on remarque
Papparition de forces thermiques dues & la nature absorbante de l'air restant (le vide n’étant jamais
parfait). C’est & cause de ces forces thermiques nous utiliserons dans ce mémoire des matériaux non
absorbants.

Figure 2: Le radiometre de Crookes, constitué d’une sphere en verre dans laquelle on a fait
un vide partiel et d’'un croisillon monté sur un axe. Ce croisillon est ici composé de 4
ailettes en mica, avec une face naturelle réflechissante et une face noircie absorbante (source:
http://www.outilssolaires.com/boutique/prin-boutique3.htm).

Enfin, I'histoire de ’étude de forces optiques a déja été marquée par 'obtention d’un prix Nobel.
Steven Chu (prix Nobel 1997, [5]) et ses collegues de 'université de Stanford ont utilisés la force présente
dans la lumiere pour ralentir des atomes, premier pas vers le refroidissement laser qui permet de former
de nos jours des condensats de matiere.

1.2 Domaines d’activités liés aux forces optiques.

Typiquement, la force optique créée par un faisceau laser émettant dans le visible sur un objet mi-
crometrique est de 'ordre du pN par mW de puissance éclairant ’objet. Arthur Ashkin, des laboratoires
AT&T Bell, décrivit en 1970 dans un article qui fait aujourd’hui référence les premieéres expériences
de piégeage optique sur des particules micrométriques [17]. L’année 1970 n’est pas un hasard: le
développement des lasers dans les années 60 a permis d’obtenir des ondes lumineuses suffisamment
cohérentes et puissantes pour piéger des particules. Au milieu des années 80, le méme Ashkin découvrit
qu’un faisceau laser de faible puissance ( moins de 1W) piégeait les bactéries, apportant du méme coup
un nouvel outil de recherche aux biologistes [18]. A l'aide d’un laser au néodyme Yag, il arriva & mouvoir
des cellules ou leurs organites.

De nos jours, ce sont avant tout les biologistes qui utilisent les forces optiques. Cette utilisation se
fait sous la forme de ciseaux optiques, et sous celle de pincettes optiques.

Les ciseaux optiques sont en réalité de bréves impulsions laser. Grace & ces ciseaux, les biologistes
creusent par exemple des trous dans la membrane cellulaire; ces trous leurs permettent ainsi d’introduire
des molécules étrangeres dans la cellule. Cette technique, 'optoporation, c’est a dire I'ouverture de pores
par voie optique, est sans danger pour la membrane cellulaire, qui se reconstitue en une fraction de
seconde. Mais pendant cette courte période, les biologistes peuvent insérer a travers ce trou de dimension
micrometrique des genes dans des cellules de riz par exemple. Ensuite, la cellule génétiquement modifiée
se multiplie par division cellulaire; elle donne alors une plante entiere capable par exemple de créer une
protéine codée par le gene introduit. D’autres applications des ciseaux optiques ont des répercussions
sur la reproduction humaine [7]. En italie, ’équipe du professeur Severino Antinori a utilisé des ciseaux
optiques afin de procéder & des essais cliniques de procréation médicalement assistée [9, 12]. La zone
pellucide est une partie de la membrane qui protége les ovocytes fécondés in vitro. A cause d’elle, de
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nombreuses implantations d’embryons dans 'utérus de femmes échouent provoquant alors des fausses
couches. Avant I'utilisation de ciseaux optiques, on avait I’habitude d’utiliser des substances chimiques
pour amincir la zone pellucide. Ce traitement chimique, non seulement plus dangereux, est également
moins efficace que 'utilisation de ciseaux optiques dont le taux de réussite dépasse de 50% celui de
I’ancienne technique. Ces essais cliniques ont amené de grands espoirs dans le domaine de la procréation
médicalement assistée, et engendré des essais du méme type, mais & grande échelle cette fois ci, aux
Etats-Unis, en Australie, ol encore en Israél. Un dernier exemple parmi tant d’autres des applications
des ciseaux optiques est ’analyse des molécules constitutives d’une cellule: lorsque que 'on focalise un
faisceau laser sur une lame de verre sur laquelle est déposée une cellule, on observe ’apparition d’un
micro plasma, minuscule nuage de gaz ionisé [8]. En installant un capilaire au dessus de la cellule, on
recueille les constituants ainsi évaporés.

Les pincettes optiques sont elles constituées de faisceaux lasers continus. Elles permettent de saisir des
organites biologiques qui dans le cas idéal doivent étre tansparentes, non absorbantes, non productrices
de chaleur et non déclenchatrices de réactions chimiques indésirables. Pour saisir un organite, un seul
faisceau laser est nécessaire. Les applications de ces pincettes optiques sont également nombreuses. On
peut par exemple se livrer & I’étude de réactions immunitaires [10]. Celles-ci sont complexes, mais leurs
compréhension est primordial dans la lutte contre les maladies. Un exemple parmi tant d’autres: on
s’est rendu compte du fonctionnement conjoint de certains globules blancs, les lymphocytes a 'aide
des pincettes optiques: en saississant un lymphocyte B, et en le placant a ’arriere d’un lymphocyte
T, rien ne se passe. Si I'on pratique la manipulation inverse, c’est & dire si 'on place un lymphocyte T
derriere un lymphocyte B, la concentration du milieu environnant en ion calcium augmente, augmentation
annociatrice de réactions immunitaires. Les pincettes optiques permettent par conséquent de comprendre
le mécanisme enclenchant une réaction immunitaire. Elles arrivent également a quantifier la vitesse des
spermatozoides d’un sujet: si I’on piége un spermatozoide, et que 'on diminue progressivement 1’énergie
de piégeage, on peut évaluer la vitesse du spermatozoide lorsqu’il quitte le piege. La fertilité masculine
est intimement liée & cette vitesse, et 'on voit tout l'intéret des pincettes optiques dans I’étude de la
stérilité [6, 11]. Il faut rappeler pour conclure avec les pincettes optiques que leur utilisation reste tres
délicate, du fait de la chaleur qu’elles transmettent & la cible piégée.

Mais les forces optiques ne sont pas un domaine uniquement réservé aux biologistes: les physiciens
s’y intéressent également. Les structures cristallines constituées de spheéres diélectriques représentent
actuellement un théme de recherche tres prisé dans la communauté scientifique. En 1991, E Yablonovitch
a créé une structure capable de réfléchir intégralement un rayonnement électromagnétique pour certaines
fréquences [13, 14]. Cette structure diélectrique périodique nommée cristal photonique, peut étre réalisée
par un ensemble de spheres diélectriques assemblées de maniere périodique. Les domaines de fréquences
réfléchies par les cristaux photoniques sont appelées bandes d’énergies interdites, par analogie avec la
physique des semi-conducteurs. Les applications possibles de tels cristaux sont tres larges: on peut s’en
servir pour démultiplexer un signal, puisque si certaines fréquences sont interdites, d’autres peuvent étre
guidées par un cristal photonique. On peut également les utiliser pour annihiler I’émission spontanée d’un
laser, et ainsi améliorer son rendement [14, 15]. Mais une des applications possibles la plus spectaculaire
reste le télescope en matiére optique, imaginé par Antoine Labeyrie [16]. En effet, un cristal photonique
réféchit completement la lumiere dans sa bande interdite, jouant ainsi le méme role qu’un miroir ordinaire.
Le principal intéret d’utiliser un cristal photonique plutét qu’un miroir réside dans le poids des objets
considérés: un ensemble de spheres espacées sera moins lourd qu’un miroir solide. La contrainte pondérale
est 'une des plus exigentes dans le domaine du lancement spatial: un objet plus lourd demande plus de
carburant pour étre mis en orbite. Ainsi, les télescopes en matiére optique permettraient de limiter les
cotits des agences spatiales. Le role des forces optiques dans le cas des cristaux photoniques provient tout
simplement de I’assemblage et de la stabilité de ces derniers: on imagine tres bien un faisceau laser qui
placerait une par une les spheres de facon a construire le cristal. Etudier les forces optiques est également
important pour déduire I'impact des forces induites dans la stabilité du cristal: ces forces induites, c¢’est
a dire les forces créées par la multidiffusion de plusieurs spheres proches, peuvent améliorer le piégeage.
Ou le dégrader...

1.3 Modélisation des forces optiques et diffusion de la lumiére.

Le traitement du probleme de 'intéraction lumiére-matiere dont la modélisation des forces optiques n’est
qu’un aspect est intimement lié & la diffusion de la lumiere. En effet, pour connaitre la force appliquée



1 INTRODUCTION GENERALE

par une onde lumineuse sur un objet, il faut non seulement connaitre ’onde incidente sur ’objet, mais
aussi 'onde diffusée.

On peut délimiter trois grands régimes de diffusion: lorsque la longueur d’onde du faisceau incident
est nettement supérieure aux dimensions caractéristiques de ’objet diélectrique, on parle de diffusion de
Rayleigh, ou encore d’ approximation dipolaire, puisque la diffusion de Rayleigh consiste & considérer I’'objet
diffusant comme un dip6le [47]. Lorsque c’est la dimension caractéristique de 'objet qui est nettement
supérieure a la longueur d’onde de 'onde incidente, on utilise 'approximation de I’optique géométrique;
les phénomenes ondulatoires sont en principe négligés. Lorsque la longueur d’onde du faisceau incident
est du méme ordre de grandeur que les dimensions de I'objet, on fait intervenir la théorie de Lorenz-Mie,
capable de traiter la diffusion dans le cas résonnant [23]. Le ciel nous donne des exemples pour chaque
régime de diffusion.

En 1873, John William Strut Lord Rayleigh (1842-1919) démontra qu’un dip6le électrique excité par
un rayonnement incident de longueur d’onde A émet une onde diffusée dont la puissance obéit a la relation
simplifiée, dans le cas d’une polarisation rectiligne:

P= % cos? 0

ol a est une constante et 6 ’angle entre la direction incidente et le détecteur. Cette diffusion permet par
exemple d’expliquer pourquoi le coucher de soleil est rouge, ot encore pourquoi le ciel est bleu. D’apes
la formule de la puissance rayonnée, on se rend en effet compte que la lumiére bleue (longueur d’onde
courte) sera plus diffusée que la lumiere rouge (longueur d’onde longue). Lorsque 1'on regarde le ciel
ailleurs que dans I'axe du Soleil, seuls les photons diffusés nous parviennent. Ainsi, les photons bleus
diffusés majoritairement explique la couleur bleue du ciel. Mais lorsque ’on observe un coucher de soleil,
ce sont les photons majoritairement non diffusés (donc rouges) qui nous parviennent, et donne ainsi cette
couleur rouge-orangée au coucher de Soleil.

Le modele de 'optique géométrique fut utilisé des le 17¢¢ siecle par Isaac Newton afin de décomposer
la lumieére & ’aide d’un prisme en verre, et ainsi d’expliquer le phénomene de ’arc-en-ciel. Ce phénomene
bien connu n’arrive ni par temps clair, ni par temps couvert: il nécessite la présence d’un rideau de pluie
éclairée par le Soleil (o1, moins connu, par la Lune). Les gouttes d’eau sont généralement de I'ordre du
millimetre et agissent alors comme un prisme a lumiere; cette derniére peut par conséquent étre modélisée
sous forme de rayons. L’arc-en-ciel est dii a la réfraction et a la réflexion des rayons solaires par chacune
des gouttes d’eau, décomposant la lumiere blanche du Soleil selon les couleurs du spectre. La grosseur des
gouttes a beaucoup d’importance pour I'intensité des couleurs et la largeur de I’arc. Ainsi, les arcs-en-ciel
dus & la bruine (dont les gouttes mesurent 0,05 mm, & comparer avec les longeurs d’ondes du visible,
entre 400 et 800 nm) sont pales et blafards.

On parle de diffusion de Lorenz-Mie lorsque les particules sont du méme ordre de grandeur que la
longueur d’onde du rayonnement. Ce type de diffusion est souvent produite par la poussiére, le pollen,
la fumée et 'eau. Elle se produit autour des couches inférieures de I'atmospheére et domine quand le ciel
est ennuagé. C’est ce qui explique par exemple la couleur opaque des nuages, qui contiennent des gouttes
d’eau plus petites que celles produisant un arc-en-ciel.

De ces 3 modélisations que nous venons de voir pour la diffusion de la lumiere, on déduit donc
3 modélisations différentes pour les forces optiques. La premiere, pour des objets petits, consiste a
considérer la force de Lorentz exercée par une onde sur un dipéle électrique. La seconde, pour des gros
objets, nécessite la réalisation d’un bilan d’impulsion des rayons lumineux incidents et diffusés pour
calculer I'impulsion transmise & 'objet. La troisieme modélisation demande 'introduction du tenseur des
contraintes, ou tenseur de Maxwell, dans un bilan d’impulsion électromagnétique entre ’onde incidente
et l'objet.

1.4 Objectifs de cette these.

Nous n’avons considéré que des objets sphériques diélectriques. Ce choix a été fait afin de simplifier
I'analyse en évitant les problemes de rotation. Nous nous sommes fixés 4 axes de recherche.
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1.4.1 Etablissement d’une formule dans le cas résonnant pour un faisceau arbitraire.

Nous avons cherché & établir 'expression des forces optiques exercées par un faisceau arbitraire sur une
sphere diéléectrique dans le cas résonnant.Cette formule exacte doit servir par la suite a modéliser des
pincettes optiques par exemple, ou encore explorer les domaines de validité de 'approximation dipolaire
et de 'approximation de l'optique géométrique. De plus, sa validité doit étre générale: ce ne sera pas
une approximation.

1.4.2 Etude des forces induites

L’étude des forces induites est fondamentale si I'on veut utiliser les forces optiques pour réaliser des
cristaux photoniques. Une fois la force optique connue dans le cas résonnant pour un faisceau arbitraire,
il nous suffit juste de déterminer ’onde incidente sur une sphere lorsqu’elle fait partie d’un systéme de
N spheres. En effet, des algorithmes trés compétitifs ont été récemment mis sur pied afin de régler le
probléme de la multidiffusion [34]. Ces algorithmes permettent de déterminer la perturbation apportée
par la multidiffusion et ainsi de déterminer I'onde incidente sur une sphere lorsqu’elle fait partie d’un
systeme de N spheres.

1.4.3 Etude de la force optique sur des sphéres enrobées.

Par spheres enrobées, nous considérons une sphere diélectrique sur laquelle repose plusieurs couches
sphériques de diélectriques. En effet, les objets manipulés ne sont pas toujours des spheres homogenes.
Par exemple, une cellule peut grossiérement étre vue comme une sphere enrobée: la membrane cellulaire
est une couche diélectrique entourant une autre sphere diélectrique. Des codes numériques existent pour
traiter les cas des multicouches [40]. De plus, nous nous sommes intéressé a 'effet de ’enrobage sur
le piégeage: le piégeage est il amélioré? Dégradé? Quels sont les parametres pertinents: la taille de
I’enrobage? Les indices des couches enrobées?

1.4.4 Modélisation de pincettes optiques

Le principal probleme pour modéliser des pincettes optiques est d’obtenir un faisceau incident suff-
isamment pincé. Une bonne approximation est donnée par I'approximation de Davis [54]. Une fois la
modélisation désirée obtenue, il nous suffit d’utiliser la formule exacte que nous aurons préalablement
développée.

1.5 Plan de ce mémoire.

A chaque objectif correspond une section de ce mémoire. Chaque section comprend une partie théorique,
puis des applications numériques.

Dans la section 2, nous nous sommes attachés tout d’abord & définir mathématiquement I’approximation
dipolaire et celle de 'optique géométrique. Ces deux approximations permettent d’aborder le probléme
des forces optiques de maniere pédagogique. Nous établissons ensuite la formule exacte, c¢’est a dire la
modélisation des forces optiques dans le cas résonnant. Numériquement, nous avons délimité pour une
onde plane les domaines de validité des deux approximations utilisées a 1’aide du calcul exact. Puis nous
avons modéliser le piégeage d’une sphere dans un systéme interférentiel & 3 ondes planes.

La section 3 est entiérement consacrée aux forces induites. Nous avons ainsi exposé la méthode que
nous utilisons pour déterminer les ondes présentes dans un systeme & N spheres. Puis nous avons dans
la partie numérique de cette section étudié les forces induites apparaissant dans un systéme a 2 spheres
soumises & une onde plane incidente ot une onde stationnaire.

C’est dans la section 4 que se trouve I’étude relative aux spheres enrobées. Nous n’avons pas eu le
temps pour modéliser correctement des cellules sous l'effet de forces optiques. Cependant, nous avons
donné I’algorithme que nous utilisons pour calculer les ondes présentes dans un systéme multicouche.
Puis nous avons étudié les effets sur le piégeage de ’enrobage.

Enfin, la section 5 présente nos principaux résultats, qui ont donné lieu & une publication [24], con-
cernant la modélisation de pincettes optiques. Nous y exposons la maniere dont nous avons modélisé



1 INTRODUCTION GENERALE

I'onde laser. En application, nous nous sommes intéressés aux forces axiales et radiales exercées dans un
faisceau laser, et a I’étude de la disymétrie des forces radiales dans un plan perpendiculaire a I'axe de
propagation.

1.6 Comment lire ce mémoire.

Ce mémoire est tres dense au niveau des formules. C’est pourquoi nous conseillons au lecteur désireux de
le comprendre une double lecture: une premiere permet d’avoir une vue d’ensemble du travail effectué.
Elle ne concerne que les parties de texte qui ne sont pas décalées par une marge. Puis une seconde lecture
permet au lecteur de rentrer dans les détails des dérivations des formules. Tout le texte de ce mémoire
est alors & prendre en compte.
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2 Approximations et calcul exact

2.1 Introduction

La modélisation théorique des forces optiques est intervenue deés le début des années 70. Pour mener a
bien cette modélisation, il est obligatoire de prendre en compte a la fois la longueur d’onde du faisceau
incident et le rayon de la sphere étudié. En effet, la modélisation de la diffusion d’une onde par une
sphere ne sera pas la méme pour différentes longueurs d’ondes données, et le calcul de forces optiques
doit prendre en compte ces différents régimes de diffusion.

Trois cas se distinguent alors :

e Le rayon de la sphére est petit devant la longueur d’onde du rayonnement: nous nous placerons
alors dans le régime de Rayleigh, et utiliserons les lois de 1’électromagnétisme (section 2.2).

e La longueur d’onde est petite devant le rayon de la sphere. Il est alors légitime de traiter le faisceau
incident dans le cadre de 'approximation de 'optique géométrique (section 2.3).

e La longueur d’onde et le rayon de I'objet sont du méme ordre de grandeur; la théorie de Lorenz-Mie
nous aidera a expliciter les champs de l'onde diffractée en fonction de ceux de l'onde incidente
(section 2.4).

Pour chaque cas, nous donnerons une méthode pour calculer les forces optiques. Bien stir, le régime
résonnant sera plus largement traité. Nous verrons dans ce dernier cas que 'on peut considérer les
champs loin de la source afin de simplifier les calculs.

2.2 L’approximation de Rayleigh

L’approximation de Rayleigh intervient lorsque le rayon de la sphere est nettement inférieur a la
longueur d’onde du faisceau incident. Par nettement inférieur, on entend généralement un ordre de
grandeur en dessous. Cette approximation a ’avantage de proposer un modele simple afin de comprendre
le fonctionnement des pinces optiques [20, 21, 22]. En séparant la force optique en deux parties, I'une
qui présente un effet analogue & la force de réaction d’un ressort (la force de gradient F¢), et Pautre un
effet analogue & celui d’une pression (force de radiation, ou plus simplement pression de radiation Fg),
I’approximation de Rayleigh donne une vision pédagogique du probleme.

Dans une premieére partie, nous proposerons une méthode afin de dériver les différents termes de la force
optique a partir de la formule de la force de Lorentz. Nous montrerons & cette occasion qu’un troisieme
terme, que nous nommerons force corrective, apparait. Ce terme nous permettra de démontrer que la
séparation en deux termes de la force optique est inexacte. Cette démonstartion se fera par I'intermédiaire
de quelques exemples d’ondes incidentes, et nous indiquerons ce que prévoit I’approximation de Rayleigh
quant & la nature des forces optiques associées a ces ondes.
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

2.2.1 Méthode utilisée pour exprimer la force optique dans le cadre de 1’approximation
dipolaire

Dans le cas des spheres dont le rayon a est nettement inférieur & la longueur d’onde A\ du faisceau

N

incident, un objet soumis & une onde incidente se comporte comme un dipdle et acquiert ainsi une
polarisation. Nous supposerons la sphere plongée dans un milieu incident définit par:

* son indice optique nyy,.
* sa permittivité électrique relative €,,.
* sa perméabilité magnétique relative piy,.

Si on nomme pp(r,t) et jp(r,t) les densités de charge et de courant de la sphere, celle-ci subit la force
de Lorentz de la part de I’'onde incidente de champ électrique E.(r,t) ! et de champ magnétique B.(r,t) :

F(rt) = [, (pp(r,t)Ee(r,t) +5,(rt) A Be(r,t)) dv (1)

Le volume V contient entierement ’'objet.
Ce que nous allons faire, c’est exprimer la force de Lorentz en fonction du champ excitateur E. pour
retrouver une formule du type:

F =B + 59 B[ )

ou k est le vecteur d’onde de l'onde incidente, a et b des constantes & déterminer et E. I'amplitude
complexe du champ électrique excitateur vérifiant la relation:

E. (r,t) = Re {& (r, t)}

La formule que nous recherchons est celle que 'on trouve le plus fréquemment pour exprimer les forces
optiques dans le cadre de 'approximation dipolaire. La force optique est alors vu comme la somme:

e d’un terme de pression de radiation dirigé suivant le vecteur d’onde: a. ||&|| %

e d’'un terme de force de gradient: bV HEHz .

Nous verrons par la suite plus en détail la signification physique de ces 2 termes. Nous verrons de
plus qu’un troisiéme terme apparait. La formule (2) est celle que l'on retrouve le plus souvent dans la
modélisation des forces optiques pour de petits objets.

Nous devons alors passer de la relation (1) & la relation (2). Il nous faut donc exprimer B., p, et j,
en fonction du champ excitateur. Pour B, nous utiliserons ’équation de Maxwell:

0B,

E. = -
VA =

Par contre, pour exprimer les densités de charge et de courant p, et j, en fonction du champ excitateur,
nous passerons par deux grandeurs physiques intermédiaires:

1) La densité de polarisation de la sphere P.

2) Le moment dipolaire de la sphére p. Pour utiliser ce dernier, nous ferons I’approximation dipolaire:
la spheére sera considérée comme un dipdle.

Puis nous relierons p et Ee, et la formule (1) ne dépendra plus que du champ électrique excitateur,
ce qui nous permettra d’obtenir une formule du type: (2).

IPindice e désigne les champs excitateurs, c’est & dire qui seraient présents si il n’y avait pas d’objet. Nous réservons la
lettre ¢ pour les champs internes a ’objet.

11
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2.2.2 Expression de la densité de charge p, et de courant j, en fonction de la densité de
polarisation P.

L’intéraction entre I'onde incident et I'objet est caractérisée par la densité de polarisation P(r,t). Par la
suite afin de ne pas surcharger ’écriture, nous abandonnerons la dépendance en (r,t). Cette densité de
polarisation est reliée aux densités de charge et de courant de la sphere par les relations:

pp = —divP
. _op
Jp = ot

La force de Lorentz devient ainsi, en éliminant les densités de charge et de courant au profit de la densité
de polarisation:

P
F :/ (—divP)E.dV + / a—/\Be dy
Nous allons a présent expliciter le premier terme:

F,= —/(div P)E, dV
v
a l’aide de la relation vectorielle

div (fa) = fdiva+ (a-grad f)
fdiva=div (fa) — (a- grad f)

Si on étudie la composante suivant un axe x de F, c’est & dire (Fp,), = — [, (E¢), divP dV,
on se rend compte que P joue le réle de a dans la relation ci dessus, et (E.), celui de f. Ainsi,
ona:

(Fp), = — / (Ee), divPdY = —/ div ((Ec), P) dV+/ (P -grad) (E.), dV
v % v
Le théoreme de Green Ostrogradsky implique que, si S est une surface fermée délimitant le
volume V et . un vecteur unitaire normal & cette surface:
—/ div ((E.), P)dV — f{ ((E.), P)-fds
S

Or, puisque V contient I'objet et que le vecteur densité de polarisation P est nul en déhors de
I’objet, on en déduit que ce vecteur est nul en tous points de S. On a donc:

# (B0, P)sids =0
S

et par conséquent:
F,= / (P.grad) E.dV
%

soit

F = [, (P.grad)E.dV+ [, & AB. dV

La force de Lorentz se réécrit grace au calcul précédent:

F = [, (P.grad)E.dV+ [, 22 AB. dV (3)

Cette relation se retrouve généralement dans la littérature, notamment dans [20, 21, 22].

2.2.3 Utilisation de approximation dipolaire:

C’est & ce moment de notre calcul que nous allons faire intervenir le fait que nous sommes dans I’approximation
de Rayleigh.

approximation dipolaire: | les champs excitateurs et leurs dérivées peuvent étre considérées

comme des grandeurs physiques constantes sur le volume V.

12
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Cette hypothese s’applique ici & B, et gradE,. Ainsi, 'expression de la force devient:

Faip™~ (/ PdV> .gradE, + (/ d—P dV> ABe

expression que nous nommerons ”force dipolaire”, ol Fy;;, par la suite. Remarquons des maintenant
que grad E, est un tenseur d’ordre 2, ce qui permet au produit scalaire ( fdeV) .grad E, d’étre un
vecteur. En définissant le moment dipolaire p comme étant 'intégrale sur un volume contenant 1’objet
de la densité de polarisation:

p:/deV (4)

la force dipolaire se réécrit:

Fup = (/ PdV> -grad E, + (i/ PdV) AB¢
v dt Jy

Fup=p - gradE + 22 AB, (5)

Ce résultat est exact dans le cas idéalisé d’un point dipdle, mais simplement approché pour notre sphere

— o

Onde
incidente

Figure 3: Sous 'effet d’un champ électrique incident E, un diélectrique acquiert un moment dipolaire p.

du fait de ’approximation. Comme nous travaillons aux fréquences optiques élevées, il nous faut faire
une moyenne temporelle de cette expression:

1 [T d
Fap = 7 / » dt [p .gradE,_ + d—i’/\Be

Nous allons & présent exprimer p et B, en fonction de E..

2.2.4 Expression du moment dipolaire p et du champ magnétique excitateur B, en fonction
du champ électrique excitateur E,

Nous allons introduire ici les amplitudes complexes des champs excitateurs. Celles-ci vont nous permettre
d’exprimer le moment dipolaire p et le champ magnétique excitateur B, en fonction du champ électrique
excitateur E..

a) Définition des amplitudes complexes

Dans un premier temps, définissons les champs excitateurs comme étant de la forme:
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et le moment dipolaire:

p(r,t) =Re {E (r, t)}
p(r,t) =7 (rw)e ™"

Pour une sphere localisée en r de rayon nettement inférieure a la longueur d’onde du faisceau incident,
on considere que le moment dipolaire est proportionnel au champ électrique appliqué:

P (rw) = €gema (w) 6_’; (r,w) (6)

ol v (w) est la polarisabilité électrique, fonction de la pulsation w du rayonnement incident, €y la permit-
tivité électrique du vide et €, la permittivité électrique relative du milieu incident. De plus, il découle
de ces nouvelles notations les relations évidentes:

.= 5 (B + i) "
p

Nous avons & ce moment du calcul la formule (5) en fonction des grandeurs (E.,p). Les formules (7)
vont nous permettre d’exprimer la force dipolaire en fonction des grandeurs complexes (Ee, p). Puis nous

N
exprimerons cette force en fonction des grandeurs (&, p'): cela nous permettra d’utiliser la relation (6).
Ainsi, nous aurons exprimer le moment dipolaire en fonction du champ électrique excitateur.

b) Introduction des amplitudes complexes dans la formule dipolaire

La moyenne temporelle de la force devient alors, en faisant la substitution (Ec,p) — (Ee, p):

Fip = % /_7:2 dt [(p+p") -V (Be+E2) + (B+D ) A (B + By

Le premier terme a intégrer est:
(p+p") -V (Ec+El) =p-VE.+p" - VE. +p-V (E) +p" -V (E)’

_ ?e—iwt -Vg;e_wt ‘l‘?* iwt V(‘: e—zwt_|_ pe—zwt Vg * zwt —>* zwt Vg * w)t
(pp") -V (Be+ Er) = 7 V& + 5" VE + 7 - VE + 7" - VE !

Seuls les termes constants dans le temps donneront un résultat non nul lorsque ’on prendra leurs moyennes
temporelles:

b [ )9 (B )] - o [ [ E S gV B
_ % /_ :;//Zdt 7 Ve + 7 - VE]
o) 9 (8] = e {5

On démontre de maniére analogue que:
1 T/2 e eofF 1
T dt[<B+B)A(E+B_:)] :—iRe{in’/\gZ}
—-T/2
ce qui donne ainsi:
1
Fdip = §Re{7v

c) Expression de 7 et E)e en fonction de g;

14
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Pour avoir une expression uniquement liée au champ électrique, et comme nous travaillons avec les
amplitudes complexes, nous pouvons & présent utiliser la relation de Maxwell:

L= —
iwB.=VAE,
et I'expression du moment dipolaire en fonction du champ électrique
—
P (rw) = €gema (w) & (r,w)

si bien que 'on obtient:

—
%
e

Fip = 5% Re {a (W) €. - VE + o (w) EoN (we?)} (8)

-
ou nous avons utlisé le fait que €,, est un réel constant. Rappelons que VEY est un tenseur d’ordre 2
dont le produit scalaire avec un vecteur donne un vecteur. Ceci est une expression de la force dipolaire

=,
en fonction du terme &.. Cette étape est nécessaire dans le but d’obtenir une formule de force du type

(2):

F =B

kK +oV||Ee H

Déterminons un repere cartésien (Oxyz) centré sur la sphére. Nous déterminerons plus précisément les
axes de ce repere par la suite. Nous utilisons ce repere pour pouvoir travailler avec les composantes de
Faip.

La composante suivant z de la formule vectorielle (8) s’écrit:

Re {a(w) (5_’; . V&Tf)r +a(w) (5_’;/\ (V/\

€me€o

(Fdip)x =

<))}

—
Dans un premier temps, regardons ce que donne la composante de & - VE; suivant x.

|
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Ecrivons le tenseur d’ordre 2 ng sous forme matricielle:
. %(&‘)x %(55)1, %(5:)2
Ve = @(&f)x §(5é‘)y §(5§)z
32 (&) 5:(ED), 55 (&),
Le premier terme de (Fg;p) . est par conséquent:
L€, L€, &E
N — 8:0( e’z gz \Vely OJx \Ve/z
(& vel) = | (€ (&), €) | HE 5, 5E).
(), &)y 5 (). )/,
= o) 0 o 0 0
(8- VE), = (ol gy (€200 (E0), 5, (€20, (E0). 5 (£0)
Développons le second terme de (Fggp),:
(Ee), oy (€0). = 5z (€0),
—
(En(vagd)) =] ), | %(5:%—%(5:)2
= (o E)) O ey D e O oy O o
(En(Va&)), =€, (2 €, - m €0) — €. (€D~ (6.
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En sommant ces deux termes, nous avons:
- - — —
(5-vEl) +(&n(VrE))
x x

9 9 9

= (Bl g (ED)a - (E0), 1 (€D, + (E0). 1 (ED),

(60, (5 €~ o (€00.) — €0, (52 (€00, - g (€. )

(& vel), + (En (vagl)),

soit le résultat:

Si l'on utilise la notation tensorielle:

(Ee e (E2), + (E0)y o (E0), + (E0). 2

on démontre grace au calcul précédent le résultat :

(), = (&), 0 (&)

a(w) (& VE) +alw) (En(VAE)) =aw)(E);0 €Y

et par conséquent, ’expression de la composante suivant z de la formule (8) devient:
EmEQ 1
(Faip), = 5> Re{a (@) (£), 0 (€)'}
Généralisons ce résultat: pour la i-eme coordonnée ( i = x,y, z), on a donc dans cette direction une force

(Faip), égale a:

%

(Faip); = 50 Re [ (£0), 0" ()] (9)

La polarisabilité d’un dipole est dans le cas général un nombre complexe: o = ag + icv1. La partie réelle
de la polarisabilité est celle que ’on retrouve dans le cas statique, et qui est donnée par la formule:

ou p est un parametre que nous retrouverons énormément par la suite. Il s’agit du contraste d’indice,
définit comme le rapport entre I'indice optique de la sphere ng et celui du milieu extérieur n,,:
Ns

p:
Nm

Le terme aj est quant & lui lié au rayonnement. Il vaut (cf annexe E):

3
a1 = k—a2
6r °

Utilisons le terme E., qui désigne le module de 'amplitude complexe du champ électrique E.. Puisque
I'on peut écrire également:

la force se réécrit: :

€me€ i (NI | Eme
(Fdip)i: QOaORe [(&)38 (ﬂ) :|_ 20

a1 Tm [(@)j o' (E_)J] (10)

16
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2.2.5 La force de gradient

On définit I'expression | 1 | de la formule (10) comme étant (Fy),. C’est la composante suivant la direction
i de Fg, la force de gradient. Voyons pourquoi elle porte ce nom:

(Fg), 67360 ao Re [(&)] o' (E_:)J]

(Fy), = "5 00" [Be|”

) J )
expression ou on a utilisé le fait que Re [(&)J o (E;‘) ] = 0 ’&’2 . En généralisant a toutes les

composantes, on obtient:

2
Fy (r) = <400V [E (r)|

ol on a réintroduit le terme de dépendance spatiale (r). Cette force de gradient aura tendance & ramener
la sphére dans la zone ol |E; (r)|” est maximale, & la manitre d’un ressort, puisque les zones ou |E; (r)|?
est maximale correspondent & des puits de potentiel. De plus, elle agit dans toutes les directions.

L
,‘\1;,?..‘,1: .
ot

A

%

B

R,
R

e

oy

St

A
2

o

A

Lol
&

X
e

2
T

o

Figure 4: Force de gradient: ’onde incidente crée un puits de potentiel qui attire la sphere. Celle-ci
réagit au gradient du module au carré du champ électrique.

Elle est donc sensible au gradient du module au carré de 'amplitude complexe du champ électrique
excitateur.

2.2.6 Pression de radiation et force corrective
) J
Le terme de lexpression (10) ne peut s’expliciter aussi directement. En effet, (&)J o (@) est a

) J
priori complexe, et c’est sa partie réelle qui est égale a ’&(r)’z; par conséquent, Im (&)] 0" (g) ]

est non nulle. Pour continuer notre calcul, nous allons considérer que le faisceau incident se propage
selon une direction particuliére. Nous allons identifier cette direction avec celle d'un axe z (en fait, cette
direction est définie par le vecteur d’onde k). Ainsi nous allons exprimer le champ électrique complexe
incident sous la forme:

E. (r) = Ec (r) e

E. (r) = E. (r) e”™*

Le terme E., de module E,, est donc égal a 'amplitude complexe du champ électrique E. privée du
terme propagatif e**2. On sent bien & cette étape que la direction z jouera un role particulier par rapport
a z et y, qui elles seront équivalentes. C’est pour cette raison en fait que I'on introduit la notation
supplémentaire E..

Cette expression du champ électrique va en effet nous permettre de retrouver a partir de la dérivation
du terme la pression de radiation Fg et ce que nous appelerons force corrective F.. Le terme
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s’explicite alors, en ce qui concerne ce que nous appelerons la force radiale (dans une direction orthog-
onale a celle de propagation z):

i —\ = a\\
_f'néfoal Im [(&)] 9° (E:) :| - —67';60011 Im |:<Ee) 'ezkzax ((Eeezkz) ) :|
J
—~ ~\J
_emGOQl Im |:<Ee) 9* (E:) :|
2 j
tandis que pour la force axiale (dans la direction de I’axe de propagation du faisceau z), comme:
az (ﬁfée—ikz)

0.E; =
aZE_: _ 7ik6_ik2§£ + e—ikzaz]’,ji

on en déduit :

—6"50(11 Im [(&)J 0* (E:)]] = E";O kay ‘E; (r)‘2 - 6"5600[1 Im [(Ee)j 0” (E;j)j]

Il est & noter que nous avons ’égalité:

(5), (E2) = (E5%),

I'indice ¢ désignant x,y ou z. Par conséquent, le terme | 2 | de (10) est la composante suivant d’un vecteur
égal a la somme de la pression de radiation F; et de la force corrective F., définis par:

2

~

Z

R = S5 oy B 1)

F.=—“2%a;Im [E’;VEE‘}

Dans ces dernieres formules, nous avons introduit le terme z: il désigne le vecteur unitaire suivant la
direction z. Par la suite, tous les vecteurs unitaires auront un ”chapeau”, pour les différencier des
vecteurs ordinaires. Le terme Fg est un terme intervenant uniquement dans la direction de propagation,

et proportionnel au module au carré du champ électrique complexe ‘& (r)‘Q: c’est ce que I'on appelle la
pression de radiation.

(b)

(2)

Figure 5: La pression de radiation: 'onde incidente pousse la sphere dans sa direction de propagation
(a). Dans la nature on retrouve ce phénomene avec les cometes (b) comete Hale-Bopp: la lumiére du
soleil pousse les particules situées sur le noyau de la comete. Ces particules forment alors la queue de la
comete.

Le troisieme terme est une force corrective F.; ce terme nous permettra par la suite de démontrer
que les forces optiques ne peuvent clairement se décomposer en force de gradient et pression de radiation,
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meéme dans le cas de 'approximation dipolaire. Nous lui avons donné le nom de corrective car les deux
autres forces (de gradient et de radiation), sont généralement dérivée en ignorant la diffusion (dérivation
de F, ), ol en ignorant la forme du faisceau (dérivation de Fy ). La force corrective vient donc de la

prise en compte a la fois de la diffusion de la sphere et des variations spatiales du champ.
On obtient I'expression de la force optique appliquée par un faisceau sur une spheére dans le cadre de
lapproximation de Rayleigh:
€me€o

Fdip = 1 aOV ’&(r)
Fop =F,+F;, +F,

+

— 2 —_ —
>4 oD, ]E (r)’ 57— 6";%1 Im [ECVE;‘] (11)

Nous avons ainsi retrouver ’expression que nous recherchions:

(2) [F =[] § + 0V |[Ee|”

2.2.7 Relation entre irradiance et force dipolaire

L’un des problémes qui se posent & nous afin de corroborer a la pratique nos résultats théoriques est
-y 2 . , . . . .

que généralement, ce n’est pas |&(r)| qui est mesuré, mais plutot l'irradiance du faisceau I (r). Ce

probleme est traditionnellement résolu en faisant intervenir I’approximation:

enco ‘&(I’)‘Q ~ 21 (r) _ 2nm 1 (1)

Um c
ol vy, est la vitesse de I'onde dans le milieu et ¢ sa vitesse dans le vide. Bien que cette approximation
soit régulierement faite en théorie de la diffusion, elle n’est strictement vraie que dans le cas d'une onde
plane, mais est bonne dans le cas par exemple de faisceaux lasers ayant un faible angle d’ouverture. Elle
n’est absolument pas justifiée dans le cas général pour une onde incidente quelconque.

La force dipolaire s’écrit en utilisant cette approximation:

Faip ~ ’;—’:aow (r) + ”kaalf (r)% — e";‘f%l Im [EZVEE} (12)

Rappelons que les deux premiers termes sont ceux usuellement dérivés dans la théorie des forces optiques
dans le cadre de 'approximation dipolaire.

2.2.8 Resultats numériques

Nous allons utiliser plusieurs types de champs incidents afin de mettre en évidence les forces de
pression et de gradient auxquelles on associe usuellement les forces optiques. Le premier sera une simple
onde plane; nous verrons au cours de cette exemple I'expression de la pression de radiation correspondante.
Ensuite, nous utiliserons une onde stationnaire, constituée de deux ondes planes contre-propagatives, afin
de mettre en évidence les forces de gradient. Enfin, nous utiliserons un faisceau gaussien dans le but de
démontrer que dans le cas général, il est impossible de séparer clairement la force optique en une force de
radiation d’une part, et une force de gradient d’autre part. Nous verrons que cette impossibilité provient
de la nature méme de la force corrective, dont nous nous attacherons a décrire le comportement dans
chacun des 3 exemples, et dont nous démontrerons l'ordre de grandeur non négligeable dans certains cas.
Les deux premiers exemples nous permettront de donner des définitions simples de notions essentielles
comme la section efficace de diffusion, la section efficace de piégeage, le potentiel de piégeage et les notions
d’équilibres stables et instables.

cas d’une onde plane: Soit une onde plane se dirigeant suivant la direction z, et dont le champ
électrique associé s’écrit suivant les notation adoptées au paragraphe précédent::

E. (r,t) = Re {Ee (r,1)}
E, (r,t) = 6i(kz—wt)3; _ ﬁ; (r) ei(kz_“’t)§
soit ETe (r)=1
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La formule

€m€o ‘& (r)‘2 ~

nous indique la valeur de 'intensité lumineuse constante caractéristique d’une onde plane:
Um€me€o C €me€o
2 N 2
1 Em €0
VeEmEopofm 2
7 1 €m€o
2 Holm

I =

Appliquons & cette onde plane la formule (12):

Faip = 52 Re 0] VI (1) + " 0y] (1)7 — 20 % I [ BV B

Nous avons introduit la section efficace de diffusion o, dans la formule ci dessus. Cette section efficace
a la dimension d’une surface, et est intimemement liée au rayonnement. Elle est définit comme le rapport
de la quantité d’énergie prélevée par la diffusion:

énergie rayonnée

Ts = énergie incidente
lim [ r%r-S,(r)d
r—o0

05 =
lim [ 727 - S¢(r)dQ
r—00

ou S, et S, désignent respectivement les vecteurs de Poynting des ondes diffusées et incidente. Dans le
cas d’un dipéle électrique, o5 = kay [47].
Le fait que I et E, soient constants implique une formule de force tres simple:

n ~
Fdip =1 —mO' sZ
C
Généralement, on définit la section efficace de piégeage o, par la relation:
n ~
Fuip =1—"0,2
¢

On voit que dans notre exemple, o, = 0, égalité caractéristique d’une onde plane. Les sections eflicaces
sont introduites par analogie avec la mécanique des fluides, ou la force est égale au produit d’une pression
(ici I*™=) par une surface ( ici 0,). Par la suite, nous démontrerons que dimensionnellement, les sections
efficaces ont bien les dimensions d’une surface.

Revenons a notre force optique dipolaire dans le cas ou 'onde incidente est plane: la force de gradient
et la force corrective ont disparues; elles sont en effet directement liées aux gradients du champ incident et
de l'intensité lumineuse du faisceau incident, inexistant dans le cas d’une onde plane. La force corrective
n’est donc pas une pression de radiation.

Utilisons ’expression littérale de la section efficace d’extinction:

4 2 2
M 9 (2ma\ "8 [p°—1
Faw =172 (” <T) 3" <p2 2
Nous plagons cette formule ici uniquement a titre indicatif en ce qui concerne cet exemple. En effet, un

parametre d’étude plus approprié est 'efficacité de piégeage (), définit comme le rapport entre la
section efficace de piégeage et I'aire d’un disque ayant méme rayon que l'objet (c’est & dire la section

géométrique de l'objet):
_ op _ (2ma
=755

4 2 2
8 [(p°—1\" 4
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Figure 6: Efficacité pour une onde plane incidente: p = 1.09 (courbe solide) et p = 1.19 (courbe
pointillée).

La quantité (), permet de quantifier 'effet de la diffusion sur la section efficace indépendamment de la
taille de I'objet. De plus, elle permet de désolidariser notre étude de l'intensité I de I'onde incidente.
L’expression x = 2”7“ est le parametre de taille du systeme: si la longueur d’onde A reste constante, il
augmente avec la taille de la sphere de rayon a. Pour une méme longueur d’onde incidente, 'efficacité de
piégeage ), augmente donc comme la puissance 4 du rayon de la sphere.

Le fait que @, tende vers l'infini lorsque le rayon de la sphere augmente correspond bien sir aux
limites de ’approximation dipolaire. Lorsque nous aurons exprimé le calcul exact, nous discuterons de

la validité de cette approximation dans le cas d’une onde plane.

Cas d’une onde stationnaire Considérons a présent une onde stationnaire constituée de deux ondes
planes contre-propagatives, la premiere qui se propage dans le sens des z positifs, la seconde dans celui
des z négatifs, et dont le champ électrique s’écrit:

E. (r,t) = Re {E¢ (r,1)}
1/, ) i
E. (r,t) = 3 (ez(kz—wt) 4 ez(—kz—wt)) y = cos(kz)e_“”t§

cos(2kz) +1

2
|Ec (r)] 5

(cos(kz))® =

V|Ee (v)]* = —ksin(2k2)2
E. (r) =E(r) e % — cos(kz)e e Ry
On trouve par conséquent:
[/E:VEE} = cos(kz)e™™** (—k sin(kz)e** + ik cos(k:z)e“”) 7
1 (BVE; ) = k(cos(k2))*%

Nous appliquons la formule (11) qui nous donne la force exercée par cette onde sur un objet:

€Em€ €Em€ . €m€ O ~_ ~
Faip = 2000V [Ee (r)|” + 200, [Ee ()" — 50 % Im [ E VE; (13)
1 1 1 ~
— —Zeme()agk sin(2kz)z + 5 €m€00s cos> (k2)z — 5 Em€oTs cosQ(kz)z
1 ~
Faip = —Zemeoaok sin(2kz)z
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Seule la force de gradient subsiste: la force corrective a permis d’éliminer la pression de radiation. Ceci
semble tout & fait logique si 'on considere que I'onde stationnaire avec laquelle nous travaillons crée un
potentiel d’énergie qui présente une succession de noeuds et de ventres d’énergie suivant la direction z ,
énergie dont dérive la force appliquée & la sphere. La force corrective est donc, ici, un terme de pression
de radiation, tandis que pour une simple onde plane, elle correspondait & un terme de gradient. Ces deux
simples exemples démontrent donc qu’il est impossible de séparer disctinctement la force optique en un
terme de gradient et un terme de radiation. Remarquons pour finir qu’ici, force corrective et pression de
radiation sont donc du méme ordre de grandeur puisqu’elles s’annulent: la force corrective n’est donc pas
toujours négligeable devant les termes de gradient et de radiation.

La polarisabilité statique ag de la sphere est fonction de a®: 1’expression (13), proportionnelle & aq, a
donc la méme dépendance, et on retrouve a nouveau le fait que ’approximation dipolaire n’est plus vraie
dans le cas des grandes spheéres.

D
& -4 2 4 &
-0.§
-1
B
Figure 7: Courbe f(t) = —sin(t) qui donne l'allure de la force optique d’une onde stationnaire sur une

sphere.

Sur la figure 7, nous avons tracé la courbe f(t) — sin(¢) entre —27 et 2w, et avons indiqué 4 points
particuliers A, B,C et D. Aux points A et D, la force s’annule: la sphére est alors en équilibre. Si
elle est placée en C, la force positive 'amene en A, tandis que si elle est placée en B, la force négative
Pentraine & nouveau en A: le point A (obtenu pour ¢ = 0) est donc un équilibre stable, et le point
D un équilibre instable. Si l'on intégre — sin(¢), on trouve la fonction cos(t). Or, le potentiel V' et la
force qu’il crée sont reliés par la relation F = —gradV. Le potentiel qui crée la force optique dans le cas
d’une onde stationnaire est donc de la forme — cos(¢). En ¢ = 0, il est minimal: on retrouve bien le fait
que I’équilibre mécanique de la sphere correspond a un minimum de potentiel. La valeur absolue de la
différence de potentiel entre deux équilibres successifs est nommée potentiel de piégeage. Dans le cas
présent, il est égal & ||[V4 — Vp]|.

Cas d’une onde gaussienne Nous avons vu a 'aide des deux exemples précédents que la force cor-
rective pouvait étre soit une pression de radiation, soit une force de gradient. Nous allons a présent
démontrer qu’elle est dans le cas d’un faisceau gaussien incident a la fois une pression de radiation et une
force de gradient. Il est usuel de décrire 'intensité lumineuse d’un faisceau laser a ’aide d’une gaussienne

de formule: wo 2 92
10:2) = |55 e (-5

Comme nous en avons pris 'habitude, z désigne la direction de propagation de l'onde, r, la coordonnée
radiale, est ici définie en coordonnées cylindriques comme étant égale & /22 + y2, wq est le rayon de
ceinture ol encore rayon de pincement du faisceau (waist); c’est la valeur minimum de la fonction w(z).
Cette derniere fonction désigne la distance de ’axe z telle que pour z fixé, 'amplitude du champ électrique
associée a 'onde diminue d’un facteur 1/e. Sa formule est:

Az 2 2\ ?
1+ <—2> = wo{/1+ <—>
TWG ZR
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Twd

le nombre est connu en tant que longueur de Rayleigh zr. L’origine 0 du repére est prise au point
de laxe z tel que le waist soit minimum (donc égal & wg). L’intensité du vecteur champ électrique dont
cette intensité lumineuse n’est en fait que le carré a pour équation:

B(r2) = [ 2] exp (- 3 ) expliotr. )

ol le terme de phase ¢(r, z) s’écrit:

o(r, z) = kz + arctan (i> —

ZR 2R(z)

formule qui fait apparaitre R(z), rayon, de courbure, tel que:

R(z)==z [1 + (%)2

Cette formule est usuellement établie en utilisant ’approximation paraxiale. Mathématiquement, cette
approximation consiste a considérer comme négligeable les variations sur une distance de 'ordre de A de
la dérivée n®®™e du champ électrique par rapport a celles de la dérivée (n — 1) suivant la direction de
propagation du faisceau (par exemple, %‘ est négligeable devant | E| sur une distance z de 'ordre de \) .
Une autre interprétation de cette approximation est la suivante: on ne considere que les rayons lumineux
qui restent confinés pres de I'axe z. Un rayon lumineux se propage alors de facon quasi parallele a I'axe z.
Cette aproximation est conforme par exemple pour des faisceaux lasers qui possedent une grande longueur
de Rayleigh. En effet, cette particularité, qui se traduit par une divergence tres faible, implique que le
waist du faisceau wq soit trés nettement supérieur a la longueur d’onde. En conséquence, la longueur de
Rayleigh est elle aussi supérieure & la longueur d’onde. Par contre, I’approximation paraxiale trouve ses
limites dans le cas des pinces optiques. Les faisceaux lasers sont alors tres fortement pincés (le waist est
de l'ordre de la longueur d’onde), et leur angle de divergence peut atteindre des valeurs de 70°. Nous ne
traiterons donc pas du cas des pinces optiques dans ce qui suit.
Pour calculer la force optique, nous utilisons expression (11) :

F = "2000V [E. (1) + T30 |Ee ()2 - 522

Nous ne nous intéresserons ici qu’'au dernier terme, relatif & la force corrective et proportionnel a
Im [EGVEg].

Im [E;VEE]

Pour ce, nous allons définir, conformément & nos conventions :

E. (r) = exp <_i) exp(i(arctan <i) - %"(i)))

w?(z) ZR
2
= exp <_w§—(z)) exp(i0(r, z))

I va nous falloir exprimer le gradient de EE‘ :

VE: =V (exp (_w;'—;:)) exp(—if(r, z)))
_ % <exp <_w;"22)> exp(—if(r, z))> 7
n % <eXp (- ngz)> exp(—ib(r, z))) 7
— exp (—wg—;)) (% exp(—i6(r, 2))F + % exp(—ib(r, z))a)

o) (2 (o0 () )+ 2 (o (2 ))2)
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On développe ainsi:

2 2

E.VE? = exp (—w;“—(z)) exp(if(r, 2))V <exp <_w;’—(z)> exp(—if(r, z))>
- (exp (-%&)) exp(ib(r, 2)) (% exp(—if(r, 2))F + % exp(—ib(r, z))z)

e (i) (3 (oo (i )72 3 (0 () )

On peut avant méme le développement de cette expression éliminer une de ses deux parties.
En effet, le terme:

(i) (o (o0 () )7 3 (0 (55) ) )

est réel. Puisque I'on prend la partie imaginaire de E.VE?, il ne contribue aucunement a la

force corrective. Voyons ce qu’il en est en ce qui concerne le terme:

(exp (-%)) exp(ib(r, 2)) (% exp(—if(r, 2))F + % exp(—if(r, z))a>

z kr?
O(r,z) = t — ) - —=—
(r,z) = (arctan (zR) 2R(z))
Voyouns, afin de simplifier le calcul, quel est évolution du terme de phase 8(r, z). Rappelons
que les expressions:

n a:

z

R = 1+ (2]

ot kr? _ 7r? _mrr
2R(z) AR(z) A R(2)
Conformément & 'approximation dipolaire, nous supposons que la dimension caractéristique
des déplacements de la sphere est trés inférieure & A. Nous nous plagons ainsi pour calculer la
force optique en des points ol la cote z est telle que z << A, et des points tels que r << .

Par conséquent,

r
— <1
A

Le faisceau étant peu pincé, la coordonnée r des points auxquels nous travaillons est au plus
de 'ordre du rayon de courbure et ainsi:

Tror <1

A R(z) <
De plus, le waist wq est, dans le cadre de 'approximation paraxiale, supérieure ou égale a la
longueur d’onde. On en déduit pour la longueur de Rayleigh:

wo > A
Twa
zR:T>7T)\>/\

Par conséquent, zr >> z et l'on voit que arctan(z/zr) varie peu en fonction de z. On en

déduit que la fonction 0(r, z) varie trés lentement suivant z; ainsi, on peut approximer:

0 . , .
2 exp(—i0(r, 2)) ~ —iexp(—if(r, z))
z
en utilisant & nouveau le théoréme des croissances comparées. En ce qui concerne la composante
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radiale de la foce corrective, on aura:

0 kr
EO(T’,Z) = —m
0 ” _ 0 0 ”
gy (0(72)) = exp(—i(,2) (10
= % exp(—if(r, z))
Par conséquent, on obtient:
_— r2 R ikr R
EVE: = (exp <_1022—(z)>) exp(i0(r, 2)) (—i exp(—if(r, 2))z + RIZz) exp(—i6(r, z))r)

et ainsi:

Im |E.VE;| = [Ee (r1)] (Rk(z)?— 2)

FC (r):_ e'mz,e() % E.

Le calcul précédent nous donne la valeur de la force corrective:

FC (I‘) = _&712&%

E. (r,1)| (#4557 - 2)

Le terme correctif F. ne peut alors pas étre simplement classé en force de gradient ou pression de radiation
comme dans les deux exemples précédents.

En effet, la composante suivant T est une fonction impaire de la coordonnée radiale r. De plus, elle est
de signe opposé a r: par exemple, plagons la sphere en un point A de coordonnées cartésiennes (0, 0, zo).
La composante radiale de F. est alors nulle. Puis déplagons la en un point B de coordonnées cartésiennes
(ro,0, 20), avec 79 > 0. La composante radiale de F. est négative: la force corrective ramene la sphére
sur l'axe des z. Nous pouvons établir I’équivalence suivante: une force optique F telle que sa composante
F; est une fonction impaire de la coordonnée i et de signe opposé a i est une force de gradient suivant la
direction 4. Ainsi, le terme radial de la force corrective est un terme de gradient.

Par contre, le terme axial de F. est toujours positif: ¢’est un terme de pression de radiation. La force
corrective est donc une force de gradient radiale (rappelons que la force de gradient usuelle est radiale
ET axiale) et une pression de radiation axiale. Elle empéche donc la dérivation traditionnelle de forces
optiques scomme somme de pression de radiation et de force de gradient.

2.2.9 Conclusion.

L’approximation de Rayleigh, treés pédagogique pour un premier contact avec les forces optiques, donne
cependant une fausse idée quant a leurs véritables natures. Mais il faut mettre a son crédit une formula-
tion simple des forces optiques, sous I'expression d’une somme, avec d’une part la pression de radiation,
et d’autre part la force de gradient. Le troisiéme terme que nous avons explicité, celui de force corrective,
est souvent négligé dans la littérature. C’est pourtant ce dernier terme qui prouve que la décomposition
usuelle des forces optiques dans le cadre de 'approximation dipolaire est inexacte. L’approximation dipo-
laire nous a néanmoins permis de définir des notions fondamentales dans I’étude théorique du piégeage par
forces optiques comme le potentiel de piégeage, la section efficace de piégeage et efficacité de piégeage.
Un résultat important de cette partie est que le modeéle dipolaire prédit une efficacité de piégeage pro-
portionnelle au rayon de la sphere élevé a la puissance 4. Nous verrons par la suite que si ce résultat est
avéré dans le domaine des petits rayons (vis & vis de la longueur d’onde du faisceau incident), il devient
inévitablement faux des que 'on se rapproche du cas résonnant ou dimensions de l'objet et longueur
d’onde du faisceau incident sont du méme ordre de grandeur.
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2.3 L’approximation de 'optique géométrique

L’approximation de Rayleigh permet de calculer les forces optiques lorsque les dimensions car-
actéristiques de l'objet sont petites devant la longueur d’onde du faisceau incident, permettant ainsi
d’éviter le calcul exact [18]. Mais une autre approximation peut intervenir lorsque, & contrario, 'objet
présente des dimensions supérieures a la longueur d’onde: c’est ’approximation de I'optique géométrique.
On peut ainsi développer le calcul analytique des forces optiques qui agissent sur une sphere avant de
faire intervenir le numérique. Cette approximation consiste a décomposer le faisceau incident en pinceaux
lumineux incohérents; les phénomenes d’interférences et de diffraction sont alors ignorés.

Nous allons considérer une sphére diélectrique d’indice n s immergée dans un milieu diélectrique
d’indice n ,,. Dans ce milieu, l'intensité du faisceau incident I et sa quantité de mouvement p sont reliées
par 'expression:

I=vpyp
ol v, est la vitesse de propagation de 'onde dans le milieu extérieur. La force appliquée a la sphere
s’écrit:
F, opt — a. pa

ou rappelons-le o, est la section efficace de piégeage; elle a les dimensions d’une surface, et amene
généralement & confondre F}, avec la pression de radiation dans les calculs de force optique. En effet, o,
contrairement & l’aire d’une surface, peut prendre des valeurs négatives. La force optique F,y: n’est donc
pas forcément positive comme 1’est une pression de radiation.
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Figure 8: Exemple ou la section efficace de piégeage est négative: un faisceau incident focalisé par
une lentille (L) arrive sur un objet. Pour plus de clarté, nous n’avons représenté que les deux rayons
extérieurs et leurs déviations par 'objet. Le faisceau transmet une quantité de mouvement induisant
une force sur la sphere allant de bas en haut (a) c’est & dire dans le sens inverse de la propagation
du faisceau. La sphére remonte jusqu’a ce que son centre soit au foyer de la lentille (b). Elle a ainsi
”remontée” le faisceau.

Afin de calculer la force optique dans le cas de 'approximation géométrique, nous allons faire un bilan
de quantité de mouvement. Ce bilan nous permettra d’obtenir la quantité de mouvement transmise par
le faisceau incident & la sphere, quantité de mouvement que nous identifierons & la force optique.

Apres avoir étudié la force optique créé par un pinceau lumineux, nous donnerons une méthode pour
calculer les coefficients de réflexion et de transmission en intensité au niveau de I'interface sphére/milieu
extérieur. Nous verrons que ces coefficients seront indispensables pour évaluer la force optique. Enfin,
nous ferons une application numérique de la formule que nous aurons élaboré en considérant une onde
plane incidente.

2.3.1 Description du systéme a un seul pinceau lumineux

Soit une sphere diélectrique d’indice optique ng plongée dans un milieu extérieur diélectrique d’indice
optique n,,. La figure 9 représente les rayons réfléchis et transmis par cette sphere a partir d’un pinceau
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incident d’intensité lumineuse dI, qui arrive sur la sphere sous une incidence 6. La direction du pinceau
incident est suivant un vecteur unitaire u. On définit un autre vecteur unitaire v comme étant directement
orthogonal & U dans le plan d’incidence. L’origine du repére O est au centre de la sphere. Puisque le
transfert de quantité de mouvement entre le pinceau incident et la sphere se fera dans le plan d’incidence,
la force optique sera parfaitement définie par les données de ses deux composantes suivant U et V.

R

Figure 9: Systéme étudié

On se propose de calculer dans la suite les forces dFu et dFv exercées respectivement selon les
directions des axes (Ou) et (Ov) par le pinceau lumineux d’intensité dI sur la sphere.

Le pinceau lumineux incident donne une infinité de rayons lumineux d’intensités (e, )nen apres son
passage dans la sphere, plus un rayon réfléchi d’intensité notée . Sur la figure 9, nous avons représenté
le rayon réfléchi et les deux premiers rayons transmis par la sphere. Ces intensités sont liées a I'intensité

incidente par la relation :
en = T2R" I R = RdI

ou T et R désignent les coefficients de réflexion et de transmission de la sphere en intensité. Ce sont
les quantités de mouvement de ces différents rayons lumineux que nous allons calculer. La quantité
de mouvement étant une grandeur vectorielle, il nous faut déterminer la direction des différents rayons
lumineux. A lintérieur de la spheére, les angles o et 3 de réfraction et de réflexion s’écrivent, avec les
données de la figure 9:

a=60-—r

B=m—2r

Puisque le rayon d’intensité &, subit 2 réfractions et (n-1) réflexions, il est dévié par rapport a laxe
(Ou) de l'angle

U, =2.0—-r)+(n—1)(x —2r)

Le rayon réféchi est quant & lui dévié de I'axe Ou d’un angle 26.

2.3.2 Etablissement du bilan d’impulsion

Le bilan de conservation de la quantité de mouvement de ’onde donne :

P P +P

incident sphere

réflexion + transmission

27



2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

avec P, ... , quantité de mouvement du pinceau incident, P, ., quantité de mouvement transmise
a la sphere ( elle vérifie P_,, = dF,.0+dF,Vv)et P et P, . ., quantité de mouvement
de l'onde réfléchie R et des ondes d’intensité (¢, )nen-

De plus, on a la relation, pour la quantité de mouvement P d’une onde d’intensité dI dirigée selon le

vecteur unitaire a :

réflexion

I
P= d—nmﬁ
c

ou n,, est 'indice du milieu extérieur dans lequel baigne la sphere. On a ainsi :

400
dF, A+ dFy,.V = Pincident — P’r’éfleazion - § Piransmission (’I’L)

n=1
avec:

~

* _darI
Pincident = - nmu

* __dI =
Préflem’on = TR.nmr

k _ dIm2 1
Ptransmission(n) = TT -nmRn e,

désignant la quantité de mouvement du rayon transmis par la spheére d’intensité lumineuse &,,. Comme
le lecteur aura pu le remarquer, T désigne la direction du rayon réfléchi et €, celle du n-iéme rayon
transmis. Nous avons les relations en agles orientés:

(@,7) = 7 + 26

Les projections sur les axes (Ou) et (Ov) nous donnent les deux relations :

dl.n R 2 XX
F, = T4 (—dI= nyp,. 2 —dI=— . n—l —,
d - +(—d o cos(m + 20)) + (—d el ;R cos ( )

R SR
dF, = —dI—.ny,.si 20) + (—dI— np,. E "l sin(—W,
S Tm.- sin (m+26)+ ( —n R sin( )

n=1

Construisons, & partir de ces deux expressions, le nombre complexe dF défini par la relation:
dF = dF,, + idF,
On aura alors:

dF = dFu+idFv

dI.n, R T X
= — + (—dlz.nm.cos(ﬂ' +20)) + (—dl?.nm. Z R"™ . cos(—Tp))
n=1
. R . T2 =X dI.ny,
+i (—dfz.nm.sm(ﬂ' +20) + (—dIT.nm. ZR .sin(—¥,)) .
n=1
dI.np, R T2 X
=— —dIz.nm.cos(QG)—dl?.nm.ZR .cos (Up,)
n=1
R 2 X dl.n
I — Ty 10 (20) — id] — Ny m1sin(— T, =
+i o sin (20) — i T ZR sin( ) .

n=1

+o0
(1 + R e T2 Z R™ . (cos ¥,, —isin \I!n)>

n=1
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

Si 'on remarque que:

+oo +o00
R 1. (cos¥, —isin¥,) = RVl t¥n
n n
n=1 n=1

+o00
— Z Rn—l‘e—i(Q.(G—r)-l—(n—1)(71'—21"))
n=1

— e~ i2(0-7) Jio (Re—i(w—m«))"_l
+o0

Z R™ . (cos W, —isin¥,,) = e~ 1207 (Re_i(”_Qr)>p

n=1

3
Il
-

+
2

o

bS]

On reconnait ici la somme des termes d’une suite géométrique de raison Re~“"=27) Le module de cette
raison étant égal & R, et par conséquent inférieur & 1 (sauf dans le cas d’une réflexion totale), on peut
appliquer la formule de sommation usuelle:

00 1

—i(n—2r)\" _
ZO (Re ‘ " ) - 1— Re—i(ﬂ'—Qr)
p:
et ainsi conclure avec le résultat:
dl.nm, 20 2 1

Pour passer d’un pinceau lumineux & un faisceau incident modélisé sous la forme d’un ensemble de pinceau
lumineux, il nous faut intégrer la formule précédente sur la surface d’intersection entre la sphére et le
faisceau incident.

2.3.3 Extension 4 un ensemble de pinceaux lumineux

Les inconnues dans la formule (14) sont au nombre de trois: I’angle d’incidence du pinceau lumineux 6,
et les deux coefficients de transmission et de réflexion en intensité R et T. La premiere de ces inconnues,
I’angle 6, est une variable liée a l'intégration. Les deux dernieres par contre peuvent se calculer & partir
des formules de Fresnel que nous verrons par la suite. Mais d’ores et déja nous allons introduire 'idée
que le champ électrique doit étre décomposé en deux: une composante parallele, dans le plan d’incidence
(plan définit par la direction du pinceau incident et la normale & la sphére au point d’incidence, ici le
plan de la figure 9 ), et une composante perpendiculaire & ce plan.

Si la surface sur laquelle nous allons intégrer notre formule est une demi sphere parametrée par ’angle
¢ qui varie entre 0 et 27 et le nombre p qui varie entre 0 et a, a rayon de la sphére, ces composantes sont
définies ainsi comme on peut voir sur la figure 10:

E| = FE;cos¢
E| =FE;sin¢

Notre élément infinitésimal de force (qui correspond, rappelons le, & une pression surfacique) se décompose
par conséquent selon ces deux directions:

dF = cos®> ¢ dF| + sin® ¢ dF|
ou l'on a:
mipd
dF, = % Re{C. (0)} (15)

_ nmdpdp
dF) = ———Re{C) (6)}
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

Figure 10: Schéma de [lintégration que nous allons faire. Décomposition en deux parties du champ
incident suivant la polarisation. Le plan d’incidence (P) contient le pinceau lumineux dI, le rayon (OC)
mais pas la champ électrique, seulement sa composante parallele.

avec bien sur:

; 1
_ 2i0 _ 2
CL®)=1+R e _TJ‘l—Re—i(”—QT)

. 1
Cl(O) =1+ Rye” = T —%——5

Les deux fonctions Re{C (6)} sont en fait des coefficients complexes de conversion qui expriment la
fraction de quantité de mouvement transférée de 1’onde incidente a ’objet. Remarquons au passage que
Ipdp a la dimension d’une puissance, et ny,Ipdp/c celle d’une pression. L’introduction des polarisations
implique que 'on ne peut traiter entierement le probleme avec 'optique géométrique.

Il nous faut maintenant les valeurs de R et de T'. Ces coefficients de réflexion et de transmission en
intensité vont étre calculés dans la partie suivante.

2.3.4 Les coefficents de Fresnel: notations générales

Pour pouvoir compléter notre calcul, il nous faut les formules donnant les coefficients de réflexions et
de transmission en intensité. Nous verrons tout d’abord que le probléme se décompose en deux, suivant
l'orientation du vecteur champ électrique associé a ’onde incidente, que nous prendrons plane, et avec une
dépendance temporelle en e~*¢. Ainsi, nous aurons les coefficients associés au cas transverse électrique
(TE) et ceux associés au cas transverse magnétique (TM). Ces deux cas seront définis par la suite. Mais
quel que soit le cas, nous verrons que ces coefficients ne dépendent que de ’angle d’incidence du rayon
lumineux, des indices des différents milieux mis en jeu, et de leurs perméabilités magnétiques.

Considérons un systéme optique constitué d’une surface plane (II) délimitant deux milieux
diélectriques d’indices n ., (superstrat) et n s (le substrat) (figure 11). Soit une onde plane qui se propage
dans le superstrat avec un vecteur d’onde k,, et arrive sur (II) sous un angle 6,,. Dans le substrat, notre
onde plane a pour vecteur d’onde kg, et forme un angle 6, avec la normale. Le module du vecteur d’onde
dans le superstrat k;, se décompose en deux vecteurs, paralleles et perpendiculaires, k|| et k1.On a donc
les relations:

k) = Epm sinfp,
k1 = ky, cosOp,
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

Symétriquement, on a pour ks:

k||,s = kgsinfg = k,p, sinf,, = k||
k1. =kscosfs

Nous allons calculer les coefficients de transmission et de réflexion en intensité liés a cette décomposition.

2.3.5 Coefficients de Fresnel pour une onde TE

Une onde plane TE posséde un champ électrique polarisé perpendiculairement au plan d’incidence. Sur
la figure 11, ce plan est le plan (Ozy). La direction perpendiculaire est donc définie par le vecteur z.

Ay
E
6,
Kk, E
H, 0, @
6,
N H
Supertstrat )
0] > x
6,
E,
Substrat ’
H, k.

Figure 11: Coeflicients de Fresnel dans le cas transverse éléctrique

Le champ électrique est de la forme, avec les conventions de la figure 11, et en enlevant la dépendance
temporelle harmonique pour ne pas surcharger ’écriture:

E(r) = u(z,y)z
Puisque nous avons une onde plane, la dépendance spatiale s’écrit tout naturellement:
u(,y) = Aetn ™

avec k,, vecteur d’onde de 'onde incidente. Ce dernier est paralléle au plan (Ozy), ce qui explique que
I’on aie choisit une dépendance spatiale en fonction uniquement de x et y, et non de z. Le nombre A est
une simple constante de normalisation.

Afin d’obtenir les coefficients de Fresnel en intensité pour une onde TE, R et T, nous nous
proposons de déterminer tout d’abord ceux en amplitude r| et ¢, . En effet, nous verrons que 'on peut
exprimer les coefficients en intensité en fonction de ceux en amplitude.

Les trois champs électriques avec lesquels nous allons travailler sont les champs incidents, réfléchis
et transmis:

N)

E;i(r) = ui(x,y)z = afe*+vetti?g champ incident

)

E.(r) = u,(z,9)Z = a,,e” F¥etkieg

Et (I')

champ réfléchi

)

uy(z,9)z = af et ovetkieg champ transmis

Les coefficients de réflexions et de transmissions en amplitude sont définis par les relations:

E; y=0 a;’r_z 7 E; y=0 a;’r_z
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

Nous allons utiliser les continuités des composantes tangentielles au niveau de l'interface du champ
électrique E et du vecteur excitation magnétique H. Grace aux 2 équations qui découlent de ces relations
de continuité, on obtient un systeéme de 2 équations & 2 inconnues:

ar| +bt, =¢
dri +et,

Ce sont les coefficients (a, b, ¢, d, e, f) qu’il faut déterminer.

La fonction spatiale du champ total dans le superstrat est la somme des champs incidents
et réflechis:

U (2,y) = wi(@,y) + ur(2,y) = a4 emhvethne

— a,’-‘;—l (e’ikJ_y +rJ_e—ikJ_y) e’ikHw

Dans le substrat, nous avons:

us(x,y) = u(x,y) = afeFrove®i® =t q
L’interface entre les deux milieux (II) a pour équation y = 0. La continuité de la composante
tangentielle du champ électrique sur (II) s’écrit alors:

+ ik sy ik T
me I e Il

Um (2,0) = us(x,0)
a), (€Y 4 r em vy etk = g (¢, LY) 1% priseny =0
soit 1+7r; =1ty

Nous avons ainsi une premieére relation entre les coefficients r, et ¢;. Pour en avoir une
seconde, nous allons utiliser les champs excitateur magnétique. On obtient leurs expressions
a partir de celles des champs électriques correspondant, en tenant compte de la dépendance

harmonique des champs et de la relation de Maxwell VAE= —%—]?. Par exemple:
0B,

ot
V Aafefvetkieg — B,

—ik||a,fleikLyeik"$§ + ik at eF VeI TR = jwpop, H;

VAE; =

et si 'on considere H,, et H; les champs dans le substrat et le superstrat, leurs expressions

sont:
1 ki . . 1 ki . .
= _kll a;ir-lesz_yezkH:v _ k|| TJ_a;ir-le—sz_yezkH:v
WHm o 0 WHm o 0
1 kLs . .
H,= —kH tla;e’kLv”ye’k”x
W0 0

La continuité de la composante tangentielle de H sur (II) ( ici H,) nous permet d’obtenir
une seconde relation:

1
+ + +
1G,, — kirial = kJﬂ ta
fmfto ™ fmo T pspo 00
k
1—p =FEmBhey
Hs ki
Les deux relations qui nous intéressent sont donc:
1+r;, =t
k
1y, = Em sy
Hs k1
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

La résolution proposée dans le calcul précédent du systéme de deux équations & deux inconnues:

ar, +bt =c¢

dri +ety = f
avec:
a=1
b=-1
c=-—1
d=1
~ Mm kJ_,s
Hs k1
f=1
nous conduit aux expressions:
_ 2 _ 2usk
L= 1 bm Bl T pekl Fpumky .
ps k.

k ki — umk
2r =1, (1—”—m—l’s>=2<—“s L fim “)
s ko sk + pmki s

pski —pmkl s
pski +pumky s

ryE =

Pour établir les formules des coefficients de Fresnel en intensité, il nous est nécessaire d’utiliser la
conservation de ’énergie au niveau de 'interface (les milieux sont supposés sans absorbtion). Pour ce,
nous allons travailler avec les différents flux des vecteurs de Poynting associés aux ondes en présence. Ces
flux sont: le flux de 'onde incidente S;, celui de 'onde diffusée S, et enfin celui de 'onde transmise S;.

| Le flux du vecteur de Poynting incident & travers un élément de surface AS s’écrit avec nos

notations: ,
+
S; = |Ef AH;|| AS cos 0y, = [ kL AS
Wm0
les flux réfléchis et transmis sont:
Tﬁ_ 2
Sy = |E; AH,|| AS cos by, = lafh|" kLAS
WhHm o
2
S = |E; A | AScosby = —L—|af [ k1 .AS
Whs o

Les coefficients de réflexion et de transmission en intensité se définissent alors & l’aide des rapports
entre les flux d’énergie que nous venons de calculer:

St ,Ufka_sg
. AR TR T

On retrouve la conservation de ’énergie au niveau de 'interface:

_ FmkLs

T4+r)(1—ry) ="
(1 +r) (@ —ry) = Eomtsd
1-R, =T,
En prenant u,, = us = 1, nous avons:
TJ_:k'J__k'J_,s
kJ_‘l‘kJ_,s
2k,
= —
kJ_"’kJ_’s
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

De plus, compte tenu des expressions:

ki = ky, cosb,,

ki,s=kscosfs

on trouve:

B Ky, c0s 0,,, — kg cos O,
" Ky €OS Oy, + ks cOs O,
B 2k, cos O,

Ky €OS Oy + kg cOS O,

Ty

ty

La relation de Snell-Descartes nous permet de conclure:

sin 6,,

Ng = Nm —
sin 6,

on obtient, en fonction des angles et des indices, les coefficients de réflexions et de transmission de Fresnel
en amplitude et en intensité :

T, COS Oy, — Mg COS O

N, €OS Oy, + Mg cOS O
sin 6,,
sin 0

T, €OS Oy + Moy %& cos O

Ny, COS O, — N, cos Oy

sin @, cos 8,,, — sin 0,,, cos O,

sin @, cos 8,,, + sin 0,,, cos O,
sin (05 — 0,,)
sin (05 + 6,,)
2Ny, €OS Oy, ~ 2c0s 0, sin O
N €OS Oy + 15 cosBs  sin (O, + 65)

_ 2 . _ nscosfs 42
(T el

ry =

t, =

2.3.6 Coefficients de Fresnel pour une onde TM

Une onde TM possede son champ électrique polarisé dans le plan d’incidence. Le champ excitateur
magnétique est par conséquent perpendiculaire a ce plan:

H(r) = v(z,y)z

La démarche appliquée est analogue & celle utilisée dans le cas TE, le champ excitateur magnétique jouant
le réle du champ électrique. Nous avons donc:

H;(r) = vi(z,y)z = b} etf+vetkizg champ incident
H,(r) = v,(z,y)Z = by, e~ k1veikieg champ réfléchi
Hi(r) = vy(z,y)2 = bfeFrovetkieg champ transmis

On écrit tout d’abord I'amplitude du champ magnétique total dans le superstrat, somme des champs
incident et transmis:

U (@,y) = vi(2,y) + ve(2,y) = b eV 4 b em Lyt

— b;i-n (eikLy + r”e—ikLy) eikHz

et dans le substrat:
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Ay
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Figure 12: Coefficients de Fresnel dans le cas transverse magnétique

’Us({I}, y) _ b;"eiki,syeik\lw _ t||b;6ikL’Sy6ik‘|x

ou l'on a défini les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude par les relations:

= _FI2 y=0 - b#’b ’ = Hi y=0 - b#’b

La démarche sera analogue & celle utilisée dans le cas TE: nous utilisons les équations de conservation de
la composante tangentielle des champs électriques et excitation magnétique au niveau de 'interface (IT)
afin d’obtenir un systeéme de 2 équations & 2 inconnues:

ar| + bt” =c
d7’|| +et) = f

Ce sont les coefficients (a, b, ¢, d, e, ) qu’il faut & nouveau déterminer.

Avec la continuité de la composante tangentielle du champ excitateur magnétique au niveau
de linterface (II), on a une premiere relation:
b;‘ (eikLy + ,,,e—ikLy) eikul’ — bjeikL’”yeik”z
1L+r =1
A partir des équations de Maxwell et des expressions des champ magnétiques, on exprime les

champs électriques associés (les perméabilités magnétiques relatives des deux milieux sont ici
toutes égales & 1 afin de ne pas surcharger les expressions):

1
E=— VAH
—IWEEQ
1 -k ' ‘ ki ' '
E,= Ky bt etkryethie 4 k| by, e~ kLyeiky @
WEmED 0 m wemeo | m
1 _kJ_,s ) )
Es: k|| b+esz,syezka
WEEQ 0 s
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

La continuité de la composante tangentielle du champ électrique E, a l'interface va ainsi nous
donner une seconde équation reliant les coefficients de Fresnel en amplitude:

—/ﬂ_ + /ﬂ_ _ —kJ_,s +
by + b, = by
WEMEQ WEMEQD WEgEQ
ki s€m
n-l=-
1€

La résolution proposée dans le calcul précédent du systéme de deux équations & deux inconnues:

ar| + bt” =c
d7’|| +et) = f
avec:
a=1
b=-1
c=—1
d=1
e — kJ_,sfm
ke
f=1
nous permet de déduire les coefficients recherchés:
o 2k | € B 2n§nm cos O, B 2ng oS O,
= kies+kioem  n2npcosby, +n2ngcosly  ngcosby, + ngy, cosl
. kies — ki s€m kies — ki ¢€m  Mgco8ly — Ny, cosbs
=1 = =

2k | € T ke, + ki s€m g oSOy, + Ny cOS O

On peut réécrire ces expressions pour qu’elles soient plus facile a utiliser grace a la relation de Snell-
Descartes, et & des manipulations trigonométriques.

Faisons intervenir la relation de Snell-Descartes:

sin 6,,

Ng = Nim —
sin 6,
On a maintenant:

Ng €COS Oy, — Ny, COS O

T =
I N COS Oy, + Ny, cOS O
sin 6., _
_ Sin0, COS 9m COS 93
~ siné,,
Sing™ cos 0, + cos O,
sin 6,,, cos 8,,, — sin @ cos O,

T = = A
= Sin 0, cos 6, + sin b, cos O,

Partons de 'expression:
(tan 6, + tan 6)

(1 — tan 0,, tan fy)

tan (6., +05) =
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

tan (O,

tan (0, —0s)  (tan6,, —tanfs) (1 —tan6,, tand,)
tan (0, +6s) (1 +tan6,, tanés) (tan,, + tands)

(tan 6, — tan 6s — tan® O, tan O + tan 0, tan® 6y )
(tan 05 + tan 6,, + tan? 6,,, tan 0, + tan 6,,, tan> 93)
(tan Om, (1 + tan? 93) — tan 6, (1 + tan? Om))

(tan O, (1 + tan?6;) + tan 6, (1 + tan? 6y, ))

tan @, M)

cos2 0, cos? O,

tan 0 + tan 0.,
cos? 0, cos2 0

(tan 6., cos? 0,, — cos? O, tan 93)
(tan 6, cos? 0, + cos? 0, tan 6,,)
—05)  (sin6y, cos by, —sinf, cosbs)

Descartes:

tan (6,
et d’obtenir alors une formule plus compacte:

+0,)  (sin@,, cos by, + sin b, cosby)

_— tan (0, — 0s)
I~ Yan (O +05)

On peut aussi simplifier ’expression du coefficient de transmission, toujours avec la loi de Snell

; 2N cos O,
= g cos + Ny, cos 0
S m m S
sin 0.,
B 2% cos Om
—Ss‘i‘:l%"_" c08 6., + cos b
sin 20,
b=

sin 0,,, cos 0,, + sin 6, cos O,

Le calcul précédent nous permet d’obtenir les expressions simplifiées:

_ tan(0nm—0s)
= tan (0, +0s)

- sin 20,
II' = Sin 0, cos 0., +sin 0, cos 0,

En ce qui concerne les coefficients de Fresnel en intensité, on utilise les différents flux des vecteurs de
Poynting déja vu dans le cas TE.

2
7|
Em€Q
2

”
Sy = |EX AH,|| AS cos by, = _ ‘b;;‘QkJ_AS
WEmMEQ

S; = |Ef AH;|| AS cos by, = ki AS

puis on définit les coefficents recherchés:

Le calcul précédent nous permet d’écrire:

2
2
Sy = |Ef AHL | AScos, = —— [bF [Pk, ,AS
WEg€EQ
— i 2 . — & _ kL,sﬁwm 2
R” - S; r” ) T” — Si T ke ”
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

qui donnent, par simplification:
o ) _ nmcosts o
By =rj ’ Ty = N cos 6 gl
S m

Nous pouvons & présent utliser la formule (15):
dF = cos> ¢dF | + sin® ¢ dF
Ipd,
dF, = w Re{C. (0)}

_ nmdpdp
dF) = ———Re{C) (0)}

1
—i(m—2r)

) 1
o 210 2
C(0) =1+ Re™ — s —mmeny

0) =1 2i0 _ 2
Cy (0) +Rie T R

Il ne nous reste plus qu’a intégrer cette formule sur la surface de la sphere. Il faut bien noter que
cette intégration dépend & la fois de la sphére, mais aussi du faisceau incident, a travers leur surface
d’intersection.

2.3.7 Intégration de la force

Notre exemple sera le plus simple: celui d’'une onde plane se propageant selon la direction z. Un repere
(Ozyz) centré sur la sphére est associé & notre probléme, et de pures conditions de symétries nous
indiquent que la force sera entierement dans la direction z. La surface sur laquelle notre formule sera
intégrée est celle de la demi-sphere exposée au rayonnement incident, et paramétrée par les deux variables
¢ variant entre 0 et 27 et p variant entre 0 et a, rayon de la sphere. La contribution a la force suivant
cette direction z s’écrit donc:

Nmd

2m a
F,=— dgf)/ pdpRe {cos® ¢ C 1 (0) + sin® ¢C (0) }
¢ Jo 0

Figure 13: Lien entre p et a.

Il nous faut exprimer # en fonction des parametres d’intégration. Avec la figure 13, on se rend compte
de maniere évidente que 'on a les relations:

p=asinf
dp = a cos 6dO
De par ce fait, la force s’écrit:
Nl 27 w/2
F,=-"""¢% / dd)/ sin 6 cos 0df Re {cos® ¢C 1 (0) + sin® ¢C|| (0)}
c 0 0
Nous allons a nouveau introduire ici la section efficace de piégeage o, et une efficacité de piégeage Q)
Ny Nmd o o
Fo==mop ==y Q=2
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

On en déduit donc:

27 /2
Qp = l/ qu/ sin 0 cos 0df Re {cos® ¢ C'1 (0) + sin® ¢ C|| (0)}
0 0

™

Dans cette expression, les seules fonctions qui dépendent de ’angle azimuthal d’intégration ¢ sont cos® ¢
et sin? ¢. Nous pouvons donc éliminer la variable d’intégration ¢ en pratiquant les intégrales:

2m 2m
/ cos? bde = / Md(ﬁ S
0 0 2

2 27 o
/ sin? ¢pdop = / ﬂd(ﬁ =
0 0 2
ce qui permet d’avoir:
/2
Qp = / sinfcosfdf Re { CL () + C) (0)}
0

Cette intégrale doit alors étre faite numériquement. Nous pouvons cependant remarquer avant I'intégration
numérique que 'efficacité Qp est indépendante du rayon de la sphere, et que la section efficace o, est
alors proportionnelle & ma?. Rappelons que dans le cas de Rayleigh, la formule donnant Pefficacité Q,

avec une onde plane 1n01dente est:
0 2ra\ " 8 p?—1 ?
=|— | =m
P A 3 \p2+2

ol p est le contraste d’indice définit par la relation p =
varie donc comme la puissance 4 du rayon de la sphere La différence entre les deux approx1mat10ns est
alors ici flagrante.

T TP
0.8+
0.6+

o 0.4 4

0.2 4

0.0 T T T T T T T !

Figure 14: évolution de lefficacité d’une sphere en fonction de p dans le cadre de approximation de
l'optique géométrique

La figure 14 présente I’évolution de l'efficacité (), d’une sphere exposée a une onde plane en fonction
de p dans le cas de 'approximation de l'optique géométrique. Puisque cette approximation donne une
efficacité indépendante du rayon a de la spheére, le seul parametre pertinent est en effet p. L’efficacité,
nulle lorsque p = 1 (ce qui est normal, puisque dans ce cas, la sphére et le milieu extérieur ne peuvent
étre différenciés) tend vers 1 au fur et & mesure que p augmente. En termes de sections efficaces, on a
donc une section efficace totale o, qui tend vers wa? avec p. Le tableau ci dessous donne quelques valeurs
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d’efficacité calculée pour certains cas que ’on peut trouver dans la pratique:

milieu extérieur=eau milieu extérieur=air
(nm = 1.33) (nm =1)
sphere en 9
verre (ny — 1.45) 4.66.10 0.309
sphére en 0.128 0.392

latex (ns, = 1.59)

Si le contraste d’indice est élevé, la sphere dévie fortement les rayons. Ainsi, la réflexion par la sphere est
trés forte, et les rayons déviés ont trés peu de chance d’étre dans la direction de I'onde plane incidente:
la section efficace tend vers la section apparente ma? et 'efficacité est donc proche de 1. L’égalité Q, = 1
est effective lorsque p tend vers 'infini, c’est & dire quand la sphere est en métal.

A linverse, dans le cas d’un faible contraste d’indice, la déviation est trés minime, et les rayons issus
de la sphere se propagent pour une bonne part dans la direction de 'onde plane incidente; tout se passe
comme si la sphere était plus petite, et efficacité, rapport de la section efficace sur la section apparente,
est proche de 0.

:‘S /_\p élevé. p proche de 1.

‘?U (:o (®)

Sens de propagation de 1’onde
' plane incidente.

Figure 15: Déviation des rayons lumineux d’une onde plane incident. (a) : le contraste d’indice est
élevé. (b) le contraste d’indice est faible. On se rend compte que dans le cas d’un contraste d’indice
élevé, le nombre de rayons réflechi est important: la valeur de la section efficace de piégeage est proche
de la valeur de la section géométrique. Ainsi, l'efficacité de piégeage est proche de 1. Pour un contraste
d’indice faible, les rayons sont peu déviés: la valeur de la section efficace de piégeage est alors nettement
inférieure & la section géométrique de 1'objet.

2.3.8 Conclusion

L’approximation de I'optique géométrique donne une approche trés imagée des forces optiques: des rayons
arrivent sur un objet et le poussent. On peut méme retrouver simplement la force de gradient, qui permet
a un objet de "remonter” la lumiere, c’est a dire de se déplacer dans le sens inverse de la direction de
propagation du faisceau incident. Mais la formulation de cette approximation est tres lourde: si tout
est simple lorsque ’on ne considere qu’un seul rayon lumineux, le calcul se complique nettement quand
on doit considérer un ensemble de rayons incidents; I'une des principales difficultés reste ’évaluation de
I’angle d’incidence. De plus, la nécessité de connaitre la polarisation du rayon incident afin de calculer
les coefficients de réflexion et de transmission en intensité oblige & recourir au traitement ondulatoire de
la lumiere que cette approximation nous permettait au début d’éviter. Certains résultats intéressants
apparaissent néanmoins. Dans le cas numérique que nous avons traité, celui d’une onde plane, on obtient
par exemple une efficacité de piégeage indépendante du rayon de la sphere piégée. Cette méme efficacité
augmente avec le contraste d’indice entre ’indice optique de la sphere et celui du milieu incident. Nous
verrons dans le cadre du calcul exact que l'indépendance en fonction du rayon de la sphére est un
résultat asymptotique. L’approximation de 'optique géométrique, bien qu’utilisée généralement par les
expérimentateurs pour modéliser les forces optiques, n’est en fait vrai que pour des spheres de dimensions
trés importantes par rapport a la longueur d’onde du faisceau incident.
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2.4 Calcul exact

Lors des deux parties précédentes, nous avons exposé les approximations usuellement faites lorsque
la dimension caractéristique de 'objet a et la longueur d’onde A du rayonnement incident ne sont pas du
méme ordre. Lorsque le rapport a\\ est de 'ordre de I'unité, on ne peut plus négliger les phénomeénes pure-
ment électromagnétiques de diffraction et d’interférence (fin de validité de I'approximation de I'optique
géométrique). On ne peut plus également considérer que le champ est suffisamment constant sur 'objet
pour négliger les termes multipolaires de diffusion (fin de validité de I’approximation de Rayleigh). Pour
calculer la force appliquée par ’onde incidente sur ’objet, il nous faudra établir I’équation de conservation
du mouvement entre 'onde et 'objet et pour ce, utiliser le tenseur de contraintes, connu également sous
le nom de tenseur de Maxwell. Ce tenseur fait intervenir les champs totals qui s’exercent sur 'objet, et
nécessite alors la connaissance a la fois des champs incidents mais aussi des champs diffusés. Ces derniers
sont reliés aux champs incidents par l'intermédiaire des matrices de transfert, qui contiennent les car-
actéristiques physiques de ’objet. C’est pourquoi nous établirons tout d’abord la formule de la matrice de
transfert d’une sphere diélectrique Puis nous verrons que la force que nous recherchons peut étre calculée
assez simplement en faisant tendre le bilan d’impulsion & ’'infini. Pour une onde plane, des formules dues
a Bohren et Huffman [57] permettent de calculer la force optique. C’est pourquoi nous les utiliserons pour
vérifier notre expression. Enfin, nous évoquerons les résultats numériques obtenus, ce qui nous permettra
alors de les comparer aux résultats approchés que nous venons de voir dans les deux parties précédentes.
De plus, nous modéliserons dans cette partie une expérience réalisée par I’équipe de Jean Marc Fournier,
a I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne, et qui concerne un systeéme interférentiel & 3 ondes.

Notre démarche sera donc en 5 étapes:

e établissement de la matrice de transfert d’une sphére diélectrique (sections 2.4.1 & 2.4.4).

e établissement du bilan d’impulsion onde\spheére, et introduction du tenseur de Maxwell (sections
2.4.5 4 2.4.7).

e utilisation du bilan d’impulsion en le faisant tendre & l'infini (sections 2.4.8 & 2.4.11).
e comparaison dans le cas d’une onde plane, avec la formule de Bohren et Huffman (sections 2.4.12).
e applications numériques: comparaison des approximations avec le calcul exact, et modélisation d’un
systeéme interférentiel & 3 ondes (sections 2.4.13, 2.4.14).
2.4.1 Solution de 1’équation d’Helmholtz en géométrie sphérique

Le physicien allemand Gustave Mie a donné une solution compléte en 1908 [23] du probléeme lié &
la diffraction d’une onde électromagnétique par une sphere isolée. Cependant, d’autres physiciens, dont
Lorenz, rechercheérent une solution a ce probléeme avant Mie et proposerent ainsi des solutions particulieres
qui sont toutes englobées dans la théorie de Mie.

Considérons un champ quelconque A. Supposons que ce champ satisfasse les équations de Maxwell.
L’équation de propagation s’écrit, avec une dépendance temporelle harmonique :

(VA (T AA)— KA =0

ou k est la fréquence spatiale du vecteur champ A.
Utilisons la relation AA = 7 (v7.A) —VA(VAA) et recherchons des solutions transverses qui vérifient
v-A = 0; 'équation d’'Helmholtz devient :

AA+EA=0

On démontre (cf annexe B) que les solutions & ces équations en coordonnées sphériques sont les
produits de fonctions de Bessel sphériques par des vecteurs harmoniques sphériques :

M, (kr) = hyp (k1) Xnm (0, @) (16)
Nyy,m (kr) = %{[n(n + 1)]%hn(k7")Ynm(9a @) + [krhp (kr)] Znm (0, ) }
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ot la fonction h, désigne la fonction de Hankel, et les trois vecteurs X,,m (0, 0), Ynm (0, 0), Znm (6, @)
des vecteurs harmoniques sphériques qui dépendent uniquement du couple (6,¢) du vecteur position.
L’équation d’Helmholtz a donc en coordonnées sphériques des solutions du type :

AR =AY S My (kr)fal™, + [al N (k)

n=1m=—n

otl on a noté :
e A : amplitude du champ A.

e M,, ,n(kr),N,, ,n(kr): fonctions vectorielles solutions de ’équation d’Helmholtz en coordonnées
sphériques.
MgV

ms : coefficients de la décomposition de A sur les vecteurs du type My, o, (kr), Ny m (kr).

e [d] nom

Nous emploierons par la suite la notation condensée :
A(r) = A¥! (kr).a

avec a un vecteur de coefficients :

et
T (kr) = {M,m (kr); Ny m (BT) by me nv2

ot 'exposant ¢ désigne le transposé. On remarque que 'amplitude A et le vecteur coefficient a car-
actérisent entierement notre champ.

2.4.2 Expression des différents champs présents

Nous allons a présent établir la formule de la matrice de transfert qui va permettre de relier les coefficients
d’un champ excitateur (onde présente sans l'objet) & ceux du champ diffusé par un objet. L’objet sera
a nouveau une sphere de rayon Ry, d’indice ng, de permittivé diélectrique relative €5 et de perméabilité
magnétique relative ug, plongée dans un milieu d’indice n,,, de permittivé diélectrique relative ¢,, et de
perméabilité magnétique relative pi,,.

Elle est soumise & une onde excitatrice de champ électrique E¢(r) et magnétique H(r). Nous choisis-
sons par convention 'origine O du repére au centre de cette sphere. On peut expliciter le champ électrique
de cette onde selon le développement en ondes sphériques suivant :

E.(r) = ERg{¥" (kyr)}.c

ou ky, est la norme du vecteur de propagation dans le milieu extérieur. La notation Rg permet de ne
conserver que la partie dite 'réguliere’ des élements de la base ¥?(kr). Ainsi, on remplace dans I’expression
des vecteurs de base (16) les fonctions de Hankel h,, dont la partie imaginaire diverge & l'origine par les
fonctions de Bessel sphériques de premiere espece j,, convergentes a l’origine.

A Tintérieur de la sphére , les champs en présence sont notés E;(r) et H;(r). Le champ électrique
s’écrit :

E;(r) = E-Rg{®"(ksr))}.i

ou le fait de prendre la partie 'réguliere’ de la base répond aux mémes critéres que ceux invoqués pour
londe excitatrice, et ks désigne la norme du vecteur de propagation de 'onde dans la sphere. A 'onde
diffractée par la sphere sont associés les champs E4(r) et Hy(r). Ces champs ne sont bien évidemment
présents qu’a 'extérieur de la sphere. Il n’est donc pas nécessaire de faire attention a 1’éventuelle diver-

gence a l'origine du développement :
Ei(r) = BE.W! (kr).f

Ce sont les coefficients de ces développements e, i, f qu’il faut relier entre eux, 'idée étant de trouver
une matrice de transfert qui pemette de connaitre le champ diffracté par la sphere a partir du champ
excitateur. Cette matrice T vérifie alors :

f=Te (17)
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Les relations de continuité de E et H au niveau de la surface de la sphére semblent toutes indiquées
afin de déterminer les éléments de la matrice de transfert, puisqu’elles font intervenir les 3 types de champs
avec lesquels nous travaillons (interne, diffusé, excitateur). On a en effet les équations de Maxwell, pour
une onde monochromatique de pulsation w :

rotE = iwuH
rotH = —iwD

au sens des distributions et des fonctions. On en déduit la continuité des composantes tangentielles des
champs électriques et magnétiques au niveau de la surface de la sphere.

2.4.3 Méthode utilisée.

Nous allons exposer ici la méthode utilisée pour déterminer la matrice de transfert T d’une sphere
diélectrique.

Nous allons tout d’abord utiliser le fait que dans le cas d’une sphére, T est diagonale. Cette relation
découlera de notre calcul. La relation que nous recherchons prend donc la forme:

.. 0 0 0 0

M 0O TM 0 0 0 eM,

=l 0 0 .. 0 0

N 0o 0 0 TN 0 eN .
0O 0 0 0

Ainsi il nous faut trouver pour chaque doublet (n,m) avec n entier positif et m entier tel que |m| < n les
relations:

M _ M M
fn'm,_T'n,me

nm
N _ N _N
nm T’n,men'm,

Les relations de continuités tangentielles des champs électrique et excitation magnétique vont nous per-
mettre d’établir un systéme de 2 équations & 3 inconnues pour chaque doublet (n,m) :

CA A A
Zn,m - ae’n,m + bf'nm

A A A
Z'n,m - Ce'n,m + d nm

A

S DOUS ammenera aux relations recherchées:

avec A = M, N. L’élimination des coefficients internes i

M _ M M

nm nm-nm
N _ N _N
fn'm, - T’n,men'm,

2.4.4 Calcul de la matrice de transfert d’une sphere diélectrique

Nous avons décomposé ce calcul en 4 étapes.

Etape 1: Expression des relations de continuité tangentielles & la surface de la sphere.
Puisque la composante tangentielle du champ électrique est continue, on a en notant {u}r composante
tangentielle d’un vecteur u:

{champ diffusé}»+{champ excitateur}={champ interne}.
{Es(Rs)} 7 + {Ee(Rs)}p = {Ei(Rs)}
{Hs(Ro)}H 7 + {He(Ro)}p = {Hi(Rs)}
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Etape 2: Continuité tangentielle du champ électrique.
Si l'on utilise les développement des différents champs électriques, la relation de continuité pour le
champ électrique devient :
{Ro{¥! (kR0 }i}y = {Rg{¥ (bnRo) 0}y + { ¥ (kmRe) SV | (18)
Or, chaque champ s’exprime dans la base ¥!(kr) = {M,, p(kr), N, im (kr)}, dont les vecteurs de base

sont en fait construits & partir de la base des vecteurs harmoniques sphériques X, (6, ¢) , Ynm(0,9) |
Zym (0, ¢) (cf annexe A); sans rentrer dans les détails, leurs définitions sont:

Yn,m(ea ¢) = i'\Y;z,'rrb(ev ¢)

Xnm (0, 9) = n(n+1)
o V?Yn,m(g’ ¢)
Znm(0,¢) = ool

Le symbole Y,, (0, ¢) désigne une fonction harmonique sphérique scalaire qui dépend des coordonnées
angulaires (6, ) Le Vecteur T est le vecteur unitaire radial. Le laplacien angulaire V; est défini par la

relation: V3 = 0 ¢Sm0 75"

Ce que nous voulons, ce sont les composantes tangentielles de ces vecteurs. Si M est un point de la
sphére associé aux coordonnées sphériques (Rs, 0, ¢), avec Rs rayon de la sphere on peut lui associer le
repere sphérique (T 9 d)) le plan tangentlel est alors le plan défini par (M, 9 d)) et tout vecteur tangentiel
est ainsi une combinaison linéaire de (9 ¢) Il ne fait aucun doute que Y, est radial, tout comme il ne
fait aucun doute que Z,, ,,, est tangentiel. Le vecteur X,, ,, est lui colinéaire & T A V3, donc perpendiculaire
au vecteur radial T: il est donc aussi tangentiel.

Les composantes tangentielles des différents champs sont donc suivant les deux vecteurs X, €t Zy, .
Or, rappelons nous la définition (16) des vecteurs de base:

M, m(kr) = hp(kr)Xnm (6, @)
N (kr) = 7 {2+ D] (b)Y (6, 6) + [k (k)] Zoum (6, 6))
On en déduit leurs composantes tangentielles:
Moy () b = () X (60,)
[N (k) = 2 brh (7)) Zin 6, )

On obtiendra par conséquent en projetant ’égalité (18) sur chacun de ces deux vecteurs, deux équations;
une premiere équation provient de la projection sur {My, ;, (kr)}

{Ei(Rs)}p = {Ee(Rs)}p + {Es(Rs) H 1
{Rg{Myp,m(ksRs)} 1 = {BG{Mn,m(kmBes)} 17 + {Mp,m(knRs)}H 7
Gn(ks R) il = dn(kmRs) el nim + i (km Re) [f]m

ou []n m désigne le coefficient du vecteur M, ,, pour chacun des différents champs. Cette équation peut
s'écrire en multipliant chaque membre par ks R,

k stn(k R )[ ]nm =k RS]n(k R )[ ]n,m +k3RSh (k R )[f]nm

On pose a présent: xs = kn,Rs. Nous 'avons déja vu précédemment: x est le parametre de taille
associé a la sphere de rayon R, exposée au rayonnement dont le module du vecteur d’onde dans le milieu
extérieur est k,,. Il permet de travailler avec un parameétre sans dimension et d’un ordre de grandeur
raisonnable.

De plus, nous allons utiliser le contraste d’indice entre le milieu extérieur et la sphere p, = ,fm
Par conséquent, psxs = ksRs . Nous allons pour finir faire intervenir les fonctions de Riccardi-Bessel
V() = zjn(x) et Eu(x) = zhy(z). L'équation précédente devient ainsi :

U (psXs) 11N m = Pstn (Xs) eIy m + Psln (Xs) [F1n"m (19)
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En utilisant I’expression de {Ny, ;,(kr)}, on peut dériver a partir de I'égalité (18) une seconde équation

{Ei(Rs)}r = {Ee(Rs)}p +{Es(Rs)}Hp
{Rg{Nym(ksRs)}}p = {RI{Nnm(kmRs)} o + {Nnm(kmRs) }

1 . 4 AN 1 . ! N 1
g (orin(her))op, ) o = 3 (rin b)), ) [ + 5

(Gkmrhn(kmr)),_, ) £

S

a partir de laquelle on obtient, par une démarche analogue & celle de obtention de (19) :

U (PsX) AN 0 = st () [EIN s + p5E (X5) [N (20)

Nous avons & présent obtenu, grace & la continuité de la composante tangentielle du champ électrique, 2
des 4 équations que nous recherchons. Rappelons les:

(19) : wn(PSXS)[i]nM,m = pst/)n(XS)[e]%m + ps&n(XS)[f]nM,m
(20) 2 U (psXs) (1N 0 = st (X)€Y s+ 25Ep (X5) 1Y e

Etape 3: Continuité tangentielle du vecteur excitation magnétique:

En utilisant la continuité tangentielle du champ magnétique, on obtient deux nouvelles relations. Pour
ce, considérons la relation rotE = iwpH et le fait que Ny, p, (kr) et M, , (kr) soient liés par construction
de ces vecteurs par les relations (cf annexe B):

V ANy m(kr) = kM, m(kr)
V AMy, m(kr) = kNy pm (kr)

Il en découle 'expression du champ magnétique excitateur dans la base ¥ :

km

H.(r)=F .
iw o ftm

Rg{y AN ¥ (kpr)}e=F

o (N () Mo )} | |

et il en est de méme pour les champs magnétiques diffractés et intérieurs. D’ou, par des démarches

analogues a celles utilisées pour établir les équations (19) et (20), la donnée de deux nouvelles équations
2.

l‘m¢n(pSX8)[i]71¥,m = l‘sz/)n(XS)[e]ﬁf,m + Msgn(XS)[f]flv,m (21)
dej;z (sts)[i]nM,m = Nslb;z(Xs)[e]nM,m + Msg;z(Xs)[f]nM,m (22)

Récapitulons: a cet instant du calcul, nous avons les 4 équations que nous recherchions:

(19) : ¢n(PSX8)[i]nM,m = Pst/)n(XS)[e]%m + psgn(XS)[f]nM,m

(22) : Mml/’;z(pSXS)[i]nM,m = us¢;(Xs)[e]%m + l‘sg;z(XS)[f]nM,m
et

(20) : Qp;z(sts)[i]r]Xm = ps"p;z(Xs)[e]v]Xm + psg;z(Xs)[f]rjy,m

(21): Nm¢n(p8X8)[i]7]Xm = NsQﬁn(XS)[e]v]Xm + ,Usgn(XS)[f]v]Xm

Etape 4: résolution du systeme
Ces égalités permettent d’obtenir, en éliminant [i]}/,, dans (19) et (22), la formule donnant les coef-
ficients de la matrice de transfert sur les vecteurs M, ,, définie par:
M [T]M M

nm n 'enm

2nous donnerons directement leurs expressions, la démarche étant la méme que celle utilisée a ’étape 2
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On remarque a cette occasion que la matrice de transfert est diagonale, et qu’elle ne dépend pas de
m. On a donc:

M HsUn(psXs)¥n(Xs) = 15U (psXs) ¥ (Xs)
Tl = Mps(p;(pSXS)gn(XS) —Mswn(psxs)&(xs) (23)
N

et, en éliminant [i]; . dans les relations (20) et (21), la formule donnant les coefficients de la matrice de
transfert sur les vecteurs Ny, o, :

N _ l‘s7/’n(X8)¢;L(PsXs) - Mps/(p;L(Xs),l/)n(pSXS)
Tl = 1405%n (PsXs)En (Xs) — 1P (PsXs)En (Xs) 24

n

En ce qui concerne 'expression des champs a I'intérieur de la sphere, et apres 'utilisation
de la relation de Wronskian : ), ()£, () — ., (2)&, () = i , on obtient finalement les relations

recherchées :
G M i M
n,m = HsPs 7 7 Cln.m 25
i = 5P Hs¥n(PsXs)En (Xs) —upswn(psxs)fn(xs)[ n, (25)
. )
[l]nN,m = MsPs [ ]'r]y,m

Nps¢n(sts)£;z(Xs) - Nsw;z(sts)gn(XS)

Ainsi , on se rend compte de toute I’étendue de la puissance de la théorie de Lorenz-Mie, qui permet
d’obtenir & partir d’'une décomposition des différents champs dans la base ¥*(kr) I'expression des champs
diffractés par une sphere et des champs intérieurs & celle ci en fonction de la seule donnée de 'onde
excitatrice qui, rappelons le, correspond & 'onde qui serait présente dans le milieu si la sphere y était
absente; on remplace donc cette sphére par ses trois données (R, fis, €5).

2.4.5 Relation de conservation de la force- Données du probléme

Maintenant que nous sommes capable d’obtenir le champ diffusé & partir du champ incident, il
nous faut évaluer la force appliquée a la spheére dans le cas résonnant. Nous nous placerons dans le cas
général d’une source S émettant une onde lumineuse exercant une force optique sur un objet. Nous allons
procéder de la facon suivante:

1) Nous exprimerons tout d’abord avec les formules de force de Lorentz la quantité de mouvement
délivrée par la source et celle transmise a l'objet.

2) Nous exprimerons ensuite la quantité de mouvement conservée par le faisceau apres la diffusion &
I'aide du tenseur de Maxwell, ot tenseur des contraintes.

3) Nous effectuerons enfin sur la force optique obtenue une moyenne temporelle.

Nous allons manipuler les quantités suivantes:

F;: quantité de mouvment issue de la source
Fop;: quantité de mouvement transférée & 'objet
F Faiscean :quantité de mouvement issue

de la source non transférée a 1'objet

S: vecteur de Poynting

T : tenseur de Maxwell

Ppol - densité volumique de charge de polarisation
Pob; : densité volumique de charge de I'objet

ps : densité volumique de charge de la source
Jpot : densité volumique de courant de polarisation
Jobj : densité volumique de courant de l'objet

js : densité volumique de courant de la source.
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2.4.6 Quantité de mouvement délivrée par la source et transmise a 1’objet

Supposons que nous ayons une source, caractérisée par une densité volumique de charge ps (r,t) et une
densité volumique de courant js (r, t), et un objet diélectrique. Cette source crée une onde électromagnétique
(Ee, Be).

Nous allons, pour caractériser 'interaction, entre une onde électromagnetique et I'objet utiliser le
théoréme de compensation:

‘Théoréme de compensation: | L’interaction d’une onde électromagnétique avec ’objet est

équivalente a l’interaction entre cette méme onde et une distribution locale de charges et
de courants dans le vide.

L’objet, en présence d’une onde électromagnetique, acquiert une polarisation électrique P (r,t) et une
polarisation magnétique M (r,t). Nous lui associons une densité volumique de courant jop; (r,t) et une
densité volumique de charge pop;. Relier ces densités aux vecteurs M (r,t) et P (r,t) permet d’expliciter
l'effet de 'onde excitatrice sur I'objet. Ce sera la premiere étape de notre calcul.

Définissons une densité volumique de charge de polarisation ppe (r,t) par la relation :

Prpol (I‘, t) =-VeP (I‘, t)

Cette densité de charge est équivalente d’aprés le théoréeme de compensation a ’objet, si on lui adjoint
une densité volumique de courant jop; adéquate. Nous allons dans un premier temps définir un courant
de polarisation par la relation :

) 0
Jpot (v,t) = =P (v,1)

ot
définition a partir de laquelle on vérifie aisément la loi de conservation de la charge :
. 0 0
\Y ® Jpol (I', t) = av oP (r’ t) = _appol (r’ t)

Le vecteur polarisation M (r,t) induit lui aussi un courant électrique jmqq (r,t) défini par :
mag (1,8) = V A M (x,1)
et, vérifiant la relation de flux conservatif :
V @ jmag (r,t) = Ve [VAM (r,t)] = 0

Nous avons alors jobj (r,t) = jpol (s 1) + Jmag (T, ) - €t Pobi = Ppoi-

Apres ces quelques définitions, nous allons & présent établir I’équation de conservation de la force.
La seule force exercée provient de 'onde électromagnétique, créée par les termes sources (ps,js). En
considérant que le courant j, est relié a la charge ps , qui est en mouvement a la vitesse v, par la relation
Js = psv, 'équation de Lorentz s’écrit (on abandonne par commodité la notation en (r,t)) :

Fs:psE + js AB
Nous allons alors calculer la force exercée par le champs sur ’objet, soit:
Fovj=pob;E +jop; N B

Si nous passerons par I'intermédiaire du tenseur de Maxwell, c’est bien évidemment parce que nous
ne disposons pas de (pobj,Jjobj). Comme avant 1’émission I'impulsion du systéme totale est nulle, nous
avons apres 1’émission, toujours une impulsion nulle (conservation de I'impulsion). On a donc:

Fobj + Fs + Ffaisceau =0

ce qui peut s’écrire également:
_Fs: Fobj +Ffaisceau

Notre but & présent est de déterminer F rqiscequ-
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2.4.7 Détermination de la quantité de mouvement conservée par le faisceau apres la dif-
fusion

Avec les expressions que nous avons trouvé pour Fg et Fp;, il nous faut retrouver une expression de la
forme:
_js A B_psE = jobj A B+pobjE + Ffaisceau

afin de déterminer F ¢4;scequ. Ce calcul, asssez long, se fait uniquement en utilisant les données du probléme
et les équations de Maxwell, E et B désignant les champs totaux, somme des champs incidents et des
champs diffusés par I'objet (pobj,jobs)

0B
E=— 2
VA o (26)
VeE = Ps + Pobj (27)
€0
1 oE .
%VAB — 605 =Js +,]ob] (28)

Nous allons commencer par calculer le terme de force relative aux densités de courant.
Pour ce, on effectue le produit vectoriel entre chaque membre de I’équation (28) par le vecteur
magnétique, ce qui donne :

1 OE
— (VA B)AB = ¢ [—] AB+ (g +Jjobj) AB
o ot

relation qui peut se mettre sous la forme :

OE 1
—jsAB:job]/\B+€0|:§:|/\B—M—(VAB)/\B (30)
0
Pour expliciter le terme €q [%—?] A B faisons appel au vecteur de Poynting, défini par la relation
S =c’¢EAB
et qui, si on le dérive, donne :
0S8 5 0 5 |[OE 5 |0B
E ceoat( AB) ceo[at]/\ + c“€g T A
ce qui permet ainsi d’écrire :
J[2B] g 108 [oB] o
ot 2ot ot

Le second terme du membre de droite de I’équation ci dessus donne, en utilisant ’équation de
Maxwell (26) :

0B
—€0 [E] NE ZEOE/\ (V N E)
L’équation (30) devient alors :
. . 108 1
—JSAszobjAB+c—2§+eOEA(VA E) - %(V/\ B)AB
La symétrie de I’expression
1
eEA(VAE)— —(VAB)AB
0

nous invite a simplifier notre calcul. Considérons la relation vectorielle :

V(aeb)=(aeV)b+(beV)a+aA(VAb)+bA(VAa)
qui donne, en prenant a =b :

an(V Aa)= %Vaz—(aoV)a
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et
1
—(VAa)ha= §Va2 —(aeV)a
on peut alors réécrire sous la forme:

1 11
@EA(VAE)— — (VA B)AB= <€—OVE2 + ——VBQ)
Ho 2 Mo 2

1
0
La ”simplification” n’apparait pas franchement, puisque (30) devient finalement

1908 € 11 1

S5 (§VE2+%§VB2> — e (EeV)E— %(B.V) B

La suite du calcul exphquera pourquoi cette étape de ”simplification” était nécessaire. Nous
allons & présent nous préoccuper des termes de force liés aux densités de courant En utilisant
I’équation de Maxwell (26) :

—js AB =jopj AB+—

—psE = poy;E—¢y (Ve E) E

1
= povjE—€o (Vo E) E_M_ (VeB)B
0

On a ajouté ci dessus un terme a droite en utilisant le fait que VeB = 0 . Cette astuce de
calcul va se révéler tres utile par la suite car elle va permettre ainsi de regrouper avec ce terme
rajouté un autre terme du développement. Ainsi, on trouve 'expression recherchée:

]. 8S 60 2 1 2
—F,="Fo+ 29 ( VE M —VB

—(e(EeV) E+ M_ (BeV) B+eg (VeE) E+,u (VeB)B)
et par conséquent ’expression de I'impulsion contenue dans le faisceau:

1 0S €0 2 2
Ffaisceau:_QE + <—VE + M__VB

—(c0(EeV) E+ M_ (BeV) B+eg (VeE) E+,u (VeB)B)
De cette expression va naitre le tenseur de Maxwell. Effectuons les opérations suivantes:

B 0 0
(BeV) B = (Eogo+ By + Eop ) (Bax + Byy + Eoo)
0E, OE,

0E,
E(VeE) = (E,x+ Eyy + E.z)( o + oy + (92)

Ainsi, sur x, la somme (E e V) E + E (Ve E) s’écrit :

(EeV)E+E(VeE)], = (E, 5. T Ev 5 +E, az)
OF, OB, OF,
+ (B oz +E$8—y+EI 0z )
OF, OF, OE,
= 2F, —2
or T B T
L OE, aEz)
* 0z 0z
o o, 0 B
(EeV)E+E(VeE), = |-~ E; +a EoBy + =B, B
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par conséquent, nous obtenons:

[(EeV)E+E(VeE) = (

= Ve (EE)

ot EE est le dyade construit & partir du couple de vecteur (E, E). Cette relation existe aussi
pour le terme (B e V) B+ (VeB)B]| :

[(BeV)B+(VeB)B|=Ve(BB)
On remarque a cette occasion l’utilité d’une part de notre ”simplification” précédente, et d’autre
part d’avoir rajouté le terme nul —- (Vo B)B

A Taide du calcul précédent, on démontre que la quantité de mouvement conservée par le faisceau
apres la diffusion s’écrit:

Ffaisceau = c2 8t VOT

avec S vecteur de Poynting tel que:
S =¢,’EAB

L’équation de conservation d’impulsion devient alors:

1 0S =
-F,= Fobj“‘c_ga — VeT (31)

ol T est le TENSEUR DE MAXWELL défini par la relation sur ses composantes:
1 0y 11,
Ty = eoEyE; + —B;B; — 6;; | 2E2 + —-B
ij 601J+M0 iDj z]<2 +'U,02 )

Cette derniere équation met en évidence la conservation de la force. Elle ressemble a I'équation de
conservation de ’énergie:

on—|—%+VoS:O (32)

avec les correspondances évidentes entre les termes source Fy et E o j, et les termes flux V e S et VeoT.
Notons au passage que pour des raisons de convention, la divergence du vecteur de Poynting est précédée
d’un signe positif, tandis que celle du tenseur de Maxwell est précédée d’un signe négatif. Enfin, les deux
équations (31) et (32) présentent deux dérivées temporelles, qui traduisent les variations des densités
d’impulsion et d’énergie de 'onde. D’une part, nous avons la dérivée de la densité d’impulsion C%, et
d’autre part la dérivée de la densité d’énergie u. Siun terme supplémentaire apparait dans I’équation (31),
c’est tout simplement que nous avons travaillé avec un objet qui absorbe de I'impulsion pour élaborer cette
équation. Pour avoir équivalence parfaite, il aurait fallu un terme d’absorption d’énergie dans I’équation
(32), pour correspondre au terme Fgp; de ’équation (31) . La formule de définition sur les composantes
du tenseur de Maxwell peut se généraliser au cas d’un milieu extérieur a l'objet diélectrique, d’indice
optique n.,, de permittivité électrique relative €,, et de perméabilité magnétique relative pi,:
1

1 €0€m 12 1 5
T, = coemEiE; + ——BiB; — 6 E’f — B
ij €0Em L Lj + Lol iy ij ( B + Lol 2

L’expression (31) est un bilan microscopique. Pour obtenir la force optique totale, il va nous falloir
I'intégrer sur un volume contenant I’objet mais pas les termes sources.
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2.4.8 Calcul de la force optique totale- Utilisation des valeurs moyennes

Afin d’avoir ’expression de la force, il nous faut intégrer sur un volume V' I’équation microscopique (31).
Si 'on considere le fait que ce volume ne contient pas les termes sources, on a bien évidemment:

/ (psE +jo AB)dV=0
1%

De plus, nous allons effectuer une moyenne temporelle, étant donné les fréquences optiques auxquelles
on travaille. Ce moyennage, lié au fait que nous prendrons pour le champ électrique une dépendance
temporelle en exp(iwt), nous ameénera a constater que:

108

F, = <?§V vﬁdv>t

F, = (§;Toiids)

On obtient par conséquent:

apres avoir utilisé le théoreme de Green-Ostrogradsky. Développons a présent cette expression.

Nous prendrons comme surface d’intégration une spheére centrée sur lorigine (donc concentrique a
Pobjet) de rayon rg. Le vecteur normal & la surface n devient égal 4T en coordonnées sphériques dans la
base usuelle unitaire (?,1/9\,5), c’est & dire uniquement radial. Le produit scalaire entre un tenseur d’ordre
2 et un vecteur, c’est & dire un tenseur d’ordre 1, est un vecteur. En coordonnées sphériques, le tenseur
de Maxwell peut s’écrire, si on utilise pour plus de lisibilité une écriture matricielle:

— T’r’,r T’r’,é‘ Tr,qb
T=| Tor Toe To,4
Tor Too Toe

et le produit scalaire contenu dans 'intégrale devient alors:

— — Tr,r Tr,é‘ Tr,¢ 1 T,,"r
Ten=Ter=| Ty, Tyo Tos 0 | =1 Tor
Tor Too Toe 0 Ty,

ce qui nous permet d’obtenir:

F, — < f ?.ﬁds> = < f (T + To,r0 + T¢,r$)d5> (33)
S t S t

Ainsi, nous évaluerons les trois termes T, ,T, Tp -0 et Ty ¢ afin d’exprimer F,.
L’intégrale sur la surface se décompose de la facon suivante en coordonnées sphériques:

2m ™ 2m 1
j{dS = 7’8/ dgf)/ sin 0do :rg/ dgf)/ d(cos )
s 0 0 0 -1

nous faisons ce changement de variable en ce qui concerne 6 pour des commodités d’écriture puisque par
la suite, nous décomposerons les différents champs sur une base de vecteurs harmoniques sphériques qui,
eux, ont leur dépendance en 6 sous la forme cosf. On développe alors la formule (33) :

- o 1 _ 27 1 ——
Fs — <f T.ﬁ ds> = <’r(2) / d¢ / d(COS 9) ?Tryr + r(z) / d¢ / d(COS 9) 0 TO,’I‘
s t 0 -1 0 -1

27 1 —
+ rg/ d¢/ d(cos ) ¢T¢,T>
0 -1 t

Nommons z la direction de propagation du faisceau incident. Cette direction combinée avec 'origine O
du repere, située au centre de l'objet, défini un axe (Oz). La force appliquée selon l'axe z, F, est donnée
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par la relation F, = F -z Nous la calculons en utilisant les relations de changement de base entre la base
unitaire cartésienne et la base unitaire sphérique :

i’; sinfcos¢p sinfsing cosf X
0 | = cosgcosf singcosf —sinf y
) —sing cos ¢ 0 zZ
et donc zZer = cos 7e0 = —sinf ZO$ =0

ce qui permet d’établir la formule :

_ 27 1 _ 27 1 _
F,=7e </ T-?dS> = <r§/ d¢/ d(cos ) COSHTT,T> — <r§/ d¢/ d(cos @) siHGTg,T>
s ¢ 0 -1 " 0 -1 t

(34)
Nous allons & présent nous débarasser de la moyenne temporelle. En effet, nous avons supposé une
dépendance harmonique de 'onde. Un champ harmonique voit son amplitude vérifier:
1

A (rt) =Re[A(r) e_i‘”t] =-

5 [A (I') e—iwt + A* (I‘) eiwt]

Le tenseur de Maxwell de par sa définition contient des produits d’amplitude de champ de la forme
E; (r,t) E; (r,t). En utilisant la propriété que nous venons d’énoncer, ces produits deviennent:

E;(rt)E;(rt) = % [E; (r) e ™" + Ef (r) e™'] % [Ej (r)e ™" + E3 (r) et
= %Ez (r) E} (r) + %Ez* (r) E; (r) + %Ez (r) Ej(r) e 2wt 4 %Ez* (r) Ef (r) g2t
E; (rt) Ej(rt) = %Ez (r) E} (r) + %Ez* (r) E; (r) + % Re {E2 (r) Ej(r) e_Qi‘”t}

On a par conséquent:
1 «
<Ei (I‘,t) Ej (I',t)>t = 5 Re {Ez' (I') Ej (I‘)}

Cette écriture se révele étre tres utile puisque rappelons le, ce sont des moyennes temporelles qui nous
intéressent. De plus, il est évident que:

<7{S%.ﬁds>t = f{g <%.ﬁ>t ds

ce qui implique que nous devons moyenner E; (r,t) E; (r,t) dans le temps. On peut ainsi alléger ’écriture
en redéfinissant légerement les composantes du tenseur de Maxwell selon les formules:

Hll

2
- %Re {eoem (F-E*)(E-F) + (F-B*)(B-T) — % (eoem B+ ﬂ) } (35)

Holm Hotm

Ty, = %Re {eoem (5- E) (E-7) + uoim (5- B*) (B -?)}

ce qui permet de ne plus considérer les moyennes temporelles () vu qu’elles sont effectuées directement
dans le tenseur de maxwell ci-dessus et ainsi de réécrire 'expression (34):

_ 27 1 _ 27 1 _
F.=7 '/T'i'\dS = rg/ dqb/ d(cos ) cosO0T,, —rg/ dqb/ d(cos®) sin0 Ty,  (36)
s 0 -1 0 -1

- il + 2]

2.4.9 Hypothése de champ lointain

Les formules précédentes sont vraies quel que soit le rayon de la sphere sur la surface de laquelle se
fait I'intégration, du moment que le volume d’intégration défini par cette sphere ne contienne que 'objet.
Ainsi, nous pouvons faire tendre le rayon de notre sphére d’intégration vers l'infini. Le bilan d’impulsion
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sera toujours vrai et nous pourrons alors utiliser ’hypothese des champs lointains: les composantes
radiales des différents champs excitateurs et diffusés deviennent négligeables devant leurs composantes
transverses (I'onde s’apparente alors & une onde plane):

lim E-0 =0
T0—0Q

lim B-=0
70— 00

Les expressions (35) peuvent alors s’approximer par:

= 1 B[
lim Tr,r — ——Re { <€06m |:E|2 + —| | ) }
r0—00 4 o m

1
=-7 Re {EOGm (Ec+E}) - (E.+E,) +

(B +BS) - (Be +Bs) }
Holm

r0—00 70— 00

lim Tp, = lim %Re{eoem (@E*) (E-7)+ MO; (@B*) (B -?)}
— 0

de plus, toujours sous I'’hypotheése du champ lointain, on a la structure d’onde plane dont découle la
relation suivante entre champs magnétiques et électriques:
K
lim By(r) = —7 A E4(r)
w

r0—00

ou k, est la norme du vecteur d’onde dans le milieu extérieur a I’objet. On effectue grace a cette églité
aux limites le développement:

1 1
lim B: B, = lim <k—m?/\ E:(r)> . (k—m?/\ Es(r)>
T0—00 o hm T0—00 o Mm w w

. 1 SO ~
= lim ot (T AE{(r)) - (T AEs(r))

Utilisons & présent la relation vectorielle (aAb)e (cAd)=(aec)(bed)—(aed)(bec):
(TAE{(r) - (FAEs(r)) = (vT) (ES(r) - B (r)) — (¢ - E{(r)) (T-Ey(r))
Le champ électrique diffusé est transverse a 'inifni:
(r- E{(r)) (T-Ey(r)) = 0

De plus, la vitesse de 'onde diffusée v,, est telle que:

5 = €0Em MO m
’U'In,

on déduit alors:
(FAEL()) - (FAB(r)) = coenBL(r) - E, (r)

Ho/m Vs,
ce qui nous permet de conclure:
1
lim B; - B, = lim € (Ef(r) o E (1)) (37)
r0—00 [ofm T0—00

L’équation (36) devient derechef en champ lointain (I'intégrale faite équivaut & une intégrale sur angle
solide dQ) = sin 0d0d¢) :

F, = —i lim rg/ cosd Re{eoem (E:+E}) - (E.+Eg)+ (B +B;) (Be +Bs) } dQ
Q

To—00 Holm
= XM iy rg/ cos Re{E; -E.+ E; - E;} dQ — lim r(z)/ cosf Re{B} -B. + B} - B} dQ
4 ro—oe T Jo 4110y To—00

1
LU T 7’(2)/ cos 6 |E,|* dQ — 1 lim rg/ cos 6 |B,|? d
Q Q

4 ro—oo [10}m To—00

1
_ Sm 1im rg/ cos 6 [B.|* dQ — 1 lim rg/ cos [Be|” d
o o

4 ro—oo [10}m To—00
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d’apres la relation (37):

1
lim rg/ cos [B,|” d = Qm Jim rg/ cos 6 [E|? dQ
dpopmro—oe = Jo 4 ro—oo © Jg
1
lim r2 [ cos |B.|*dQ = O Jim 12 [ cosf |E.|* d
4N0ﬁhn7b‘*°° Q 4 ro—o0 Q

Les champs excitateurs sont a flux conservatifs:

r0—00

lim rg/ cosl |E > dQ =0
Q

on en déduit ainsi finalement I'expression de F:

F, = "™ Jim 12 [ cosf Re{E!-E.+E’-E,} dQ — lim 2 | cos® Re{B-B,+ B! B,} dQ
4 ro—oo Q 4p1g by ro—00 Q
(38)
€0€m

lim 7’(2]/ cosf |E,|? d
Q

70— 00

expression dont nous pouvons calculer chacun des termes.

2.4.10 Introduction de la matrice de force Y

Nous allons voir que pour expliciter le relation (38), la matrice de force T nous sera nécessaire. Elle nous
permettra d’obtenir une formule du type:

€0€m F>
2k2

2
F, = —MRe{eT.T.f} —

TE) . f

ou e est le vecteur coefficient du champ excitateur et f celui du champ diffusé dans la base de vecteurs
(16). Le calcul long et fastidueux qui va suivre de 'intégrale (38) nous ameéne a introduire la matrice de
force T :

= 0
-5 2]
avec
m
()Lj —-()nnuuu - ;{z;;t;_I55nLM5n"p
2. —x v Oyn+1 n(n+2)((n+1)2—m2)+5u,n—1 (n? —1)(n* —m?)
T TR TN n+1 (2n+1)(2n+3) n (2n+1)(2n—1)
7 5un—1 5un+1 )
=0 ’ 2 _1)(n2 — m2) = 2t 2_1) (12 —m?2
T (VTR ) - e T 67 )

les indices de ligne 7 et de colonne j étant reliés aux entiers (n,m, v, 1) grice aux relations:

m=n(n+1)—1

v =BV

p=v+1)—j
Pour ce faire, nous allons développer sur la base ¥ (kr) de vecteurs harmoniques sphériques
les différents champs qui sont présents ici:

E, = E®' (kr).f
E. = ERg {¥' (kr)} e

rappels:
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1) W' (kr) = {Mm(kr), Ny (kr)}, avec {n € [0,+00] et m € [—n,n] pour chaque valeur
de n}

2) Rg {®" (kr)} signifie que 'on ne prend que la partie réguliere des vecteurs, c’est a dire
que l'on remplace dans Pexpression de My, (kr) et Ny, (kr) les fonctions de Hankel A, (k)
divergentes & l'origine par les fonctions de Bessel du premier ordre j, (kr) qui elles ne divergent
pas a lorigine du repere, situé a l'intérieur de la matiére diffusante. Ainsi, on respecte le
fait que le champ électrique E. soit fini & l'origine. Pour le champ électrique diffusé E;, ces
précautions ne sont pas nécessaires puisqu’il n’existe qu’a 'extérieur de la matiere, et donc pas
a l'origine.

3) f est le vecteur des coefficients du champ électrique diffusé , e est celui du champ
excitateur. La théorie de Mie permet de relier ces deux vecteurs par 'intermédiaire d’une
matrice T dont les coefficients ont été définis précédemment:

f=T.e
4) Nous travaillons toujours dans I’hypothése de champ lointain. Nous allons réutiliser
le fait que les développements des champs magnétiques s’expriment en fonction de ceux des
champs électriques grace aux relations:

lim By(r) = E?/\ E;s(r)
w

T0—00

lim B(r) = g?/\Ee(r)

r0—00

ainsi, on développe, par exemple pour le champ magnétique diffusé:

lim By(r) = g?/\ Es(r) = %i‘\/\ E{Mn(kr), Npm(kr)}.f

ro—00
= %{ik?/\ M (kr), ikT A Ny (k) }. f
E m m
lim By(r) = z—VeOeC“O“ N (kr), M (kr)] .f

To—00

puisque l'on a les relations: V A My, (kr) = KNy (kr) et VA Ny (kr) = kM, (kr). Pour
utiliser I’expression des vecteurs M,,,,, et N,,, en champ lointain, c’est a dire leurs valeurs
quand r tend vers l'infini, rappelons tout d’abord leurs valeurs de définition:

M, m(kr) = hy (k1) Xnm (0, @)

Ny m(kr) = %{[n(n + 1)]%hn(kr)Ynm(9, &) + [krhy (k)] Zpm (0, ¢)}
Rg (M (k) = o (br) Ko (6,)
R (N ()} = A+ )] a (k) Yo (6,0) + kv (k7)) Zam (0, 6))

Comme on le voit dans ces expressions, ce sont les fonctions de Bessel sphérique h,(kr) et
Jn(kr) qui contiennent la dépendance radiale. Leurs expressions asymptotiques sont:

hnla) = (i1

T ——+00 X
wha(@)] = (=i)"e™
T ——+00
) sin(z —ng)
(@) o
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On peut développer, afin d’expliciter les termes sinus en fonction d’exponentielles:

Sil’l(CC B n%) ]- 1 —inZ —ix ink
_— . — 2 — 2
- T 2@ (e & & & )
11

o o am
:__(ew:e ng _ T, anezmr)

Sil’l(x — ’I’L%) i(_i)n"'l (eix _ (_1)ne—ifv)

1 w,—iny —ix in%
=5 (ee™™3 4 e e
1 . )
sin(z — (n — 1)%) = 5(—2)” (e + (—1)"e™™)
On en déduit donc les limites:
M . 41 eik’r’ 0
n,m —i)" Xnm b
mlk) (X (0,0)
(_,L)nezkr
Nn m —an )
mlbr) = T 2,0,0)
L _an+1l ¢ ikr 1 \n _—ikr
Rg{M,, m(kr)} oo 2kr( i) (e (=1)"e™™") X (6, ¢)
1 n ([ _ikr _1\n —ikr
Rg{Ny.m(kr)} oo 2kr(—z) (€ + (=1)"e™"") Zpnm (6, ¢)

Nous allons définir les vecteurs en champ lointain:

Xnm(ev ¢) = _inX:;m(e’ ¢)
Zum(0,0) =" 2y (6, 9)

grace auxquelles on réécrit les limites en champ lointain, quand r tend vers I'infini:
Ry {Man ()} — 5 {exp(ikr) — (—1)" exp(=ikr)} X6, 9)

Ry (N ()} - - fexp(ikr) + (~1)" exp(~ikr)} Zin (0, 6.

Les deux vecteurs X, et Z,,, ont été introduit dans le but de faciliter les écritures. En effet,
ils permettent de réécrire la base de vecteurs harmoniques sphériques en champ lointain:

o e “”’[ —X(0,9), 2°(0,9) |
G s
R (0 ) = 5 [ )
Ry (3" ) ~ z,ir [P Sl

On peut alors calculer le premier terme de 'expression (38):

r0—00

_ egemE? FI.OU* (kr) e Rg {®t (kr)} .e
= lim g ost Re{ el Ry (W (br)} o 0 (hr)..f } “

coemE? " "
- lim 7} QcosO Re{E;eE. +E;e¢E,} dQ

:_60%’52/9%39 Re{f'. [ (6.9) ]-[ X(0,6), 2°(0,0) ] ¢

8k2 Z(0,9)
+el, [ ;Ezg ] o[ X7(0,0), Z°0.6) |.f}d9
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2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

Les vecteurs de coefficients des développements sont indépendants de la position. Calculer ce
terme revient donc a évaluer la matrice définie par:

v = [eosan [ Fn6 )0 0.0), 20,0 )

Un long calcul nous amene a I'expression:

|

@ 11

m o
—_—

avec
m
@i,j - @nm,uu - mam,uan,u
s s vy (v [n2) (0417 —m?) s [0 = D02 —m?)
Tl Tl E 1 (2n+1) (2n + 3) n (2n+1)(2n —1)

=9
T/ en+ ) v+ \ n
les indices de ligne i et de colonne j étant reliés aux entiers (n, m, v, 1) grace aux relations:

7 <5u,n—1 \/(TLQ — 1)(n2 _ mQ) _ 51/,%-1—1\/(”2 — 1) (1/2 — mZ))

n = E[Vi]
m=n(n+1)—1i
v = E[/J]
p=v+1l)—j
Vérifions que cette matrice est hermitienne: T = YT :

. m
nm,vp mém,u(sn,u = @nm,uu

K — ¢
“vu,nm

5n,y—1
P Vv +1)2n+ 1)( SV =1 —m?)

5n,1/
- S 1) (02— %)

= ! Ovn=1 n2 — nZ—m
_5m’“\/(2n+1)(2u+1)< n V2 1) (2 —m?)

N RV )

v

—_
—
= o

nm,vu

Ainsi, on réécrit le premier terme de droite de (38):

€oemF?

lim rg/ cosf Re{E* e E. + E* ¢ E,} dQ (39)
Q

ro—00

€o€m E?

8k2

€ E?
0€m

Re {fT.T.e+el.X.f}

lim rg/cose Re{E: ¢E, +E} ¢ E,} d
Q

To— 00
B eoemE?
O 4k?
En suivant le méme raisonnement, et en utilisant les développements des différents champs
magnétiques, on peut calculer le second terme du membre de droite de I’équation (38), c’est a

Re {e!.T.f}
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dire:
S lim r(z)/ cosf Re{B} -B. + B} - B} dQ2 (40)
dpopmro—oo = Jo
_ Eegem . 2 t N* (kr)
=-— r}gnwro /QCOSO Re{f . [ M* (kr) e Rg {[N (kr),M (kr)]} .e

+ el Ry { [ o ((’Zi)) ] } o [N (kr), M (kr)] .f} 4o

€0€m B>

= —W/QCOSO Re{fT. [ i((%’i)) :| L4 [ Zr*zm(ev(b)v X;m(ev¢) ] -€

tef. [ fc((‘Z‘i)) ]. [ Z50(0,6), Xin(0,6) ].£}d

_ coem E?
B 452
Et il en va de méme pour le troisieme terme du membre de droite de (38):

Re {el.T.f}

€0€m

.o 2 €0€m B>
lim 1’0/ cosf |Eg|*dQ = — i f (41)
ro—oo ° Jq 2k2

Grace aux équations (39), (40) et (41), on arrive finalement & 'expression de la force exercée
sur l'objet suivant 'axe z.

Le calcul précédent nous amene donc & la formule désirée:

2 2
F, = 9l Re (el T f} — wsl? iy f (42)

Dimensionnellement, on retrouve une force. En effet, Re { ef. Y. f } et Re { frox.f } sont sans dimensions,

2 7 7 . . .
et F, est ainsi de la dimension de — GOZZQE . D’une part, est une densité d’énergie volumique, soit

de I’énergie divisée par de la distance au cube. D’autre part, k% est une surface. Le produit de ces deux
termes aura la dimension d’'une énergie divisée par une distance, soit d’une force.

Cette formule n’est valable que si notre objet est a ’origine du systéme de coordonnées; dans le cas
contraire, il faut utiliser les coefficients des ondes qui découlent de matrices de translations (cf annexe A)

coem
2

el — 760
f(j) =T7.J00 ¢

ou T est la matrice de Mie permettant ’obtention des coefficients du champ électrique diffusé en fonction
de ceux du champ électrique excitateur, x; est la position de la sphere et J @0 = g (kx;) est la matrice
de translation réguliere entre l'origine du repere O et le centre de la sphere. La force appliquée sur la
sphere suivant ’axe z devient alors:

_ aoemE? @\ i\ _ coemE® €)
F, = 512 Re{(e )Tf 202 (f )Tf (43)

On se rend alors compte que tout revient en réalité & ” déplacer” le champ par I'intermédiaire des matrices
de translation, puisque notre formule de force a été établie avec un développement du champ électrique
appliqué a la sphere effectué a partir du centre de la sphére. Cette remarque trouvera toute son importance
lorsque nous étudierons le cas & plusieurs spheres.

2.4.11 Force optique dans une direction quelconque- Matrices de rotation

La formule (42) donne la composante de la force suivant z pour des raisons de symétrie liées au calcul
en coordonnées sphériques. Pour obtenir la force dans une direction u, il nous faut ”tourner” les axes
afin que z et U soient colinéaires. Dans ce but, nous utilisons des matrices de rotations d’harmoniques
sphériques (de la méme fagon que pour les translater, nous utilisons les matrices de translation J). Ces
matrices sont définies en [24]. Rappelons briévement cette définition; elles s’écrivent:
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[ D(a,B7) 0
D (o, B,7) = 0 D (a,3,7)

ot (v, 3,7) sont les angles d’Euler qui correspondent & la rotation envisagée. La matrice s’exprime de la
facon suivante:
[D (@, 8.9y = S exp (ier) diy), (B) exp (imy)

Le couple (vu) correspond au numéro de ligne i (v = E[Vi], p = v(v + 1) — 1), le couple (nm) & celui de
la colonne j (n = E[/J], m = n(n+ 1) — j). Ainsi, la formule ci dessus donne le coefficient (i,5) de la
matrice de rotation D (a, 3,7) avec la fonction:

! - | 1/2 2n+m—p m—pu
o= ey (=53) “(m5)
x Fi(u—m,—m —n;pu—m+ 1; — tan? g)

et Fy fonction hypergéométrique définie par la relation (voir [25], et pour plus d’informations sur les
matrices de rotations, [26]):

ab ala+1)b(b+1) ,
Filabez) =14+ 2,4 D40
1 (a,b;c; 2) + - z+ et D) z

Si la matrice de force subit le changement de base associé a cette matrice de rotation:
A, B,7) =D (a, 8,7) T D' (a, 8,7)
alors la formule se généralise pour n’importe laquelle des directions, avec une spheére centrée en x;:

€0€m F>
2k2

€0€m F>

Re {(e?)".A (a,8,7) 9} - (r9) A8y ()

e@ = jG.0) ¢
f@ =7.J00) ¢

Par exemple, pour obtenir F, on prend le triplet d’angles (7, 5, %) et pour F, on prend (5, %,0).

Le tenseur de Maxwell, allié a la théorie de Lorenz-Mie, nous permet ainsi de calculer la force
appliquée suivant z par une onde électromagnétique sur une sphere diélectrique. Il ne nous reste donc
plus qu’a calculer le vecteur e de coefficients du développement sur une base de vecteurs harmoniques
sphériques du champ électrique de 'onde excitatrice pour obtenir cette force.

2.4.12 Vérification de la formule- Cas d’une onde plane incidente

Dans le cas d’'une onde plane, Bohren et Huffman donnent des formules qui permettent de calculer de
facon analytique la section efficace totale o, dans le cas d’une onde incidente plane qui se propage dans
un milieu diélectrique d’indice optique n,, [57]. L’objet est une sphére, de rayon a et d’indice optique
ns. Si l'onde plane incidente se propage suivant une direction z, la section efficace totale peut étre définie
par la relation:
_ Foom

=TT
ou I est I'intensité lumineuse de ’onde plane, et v,, la vitesse de ’onde incidente dans le milieu extérieur
a la sphere. Cette définition provient directement de la relation F, = %crp. Dimensionnellement, la
force est de énergie ([J]) divisée par de la distance ([M]), la vitesse de la distance ([M]) divisée par du
temps ([s]), et I'intensité lumineuse de la puissance divisée par de la surface, c’est & dire de I’énergie ([J])
divisée par du temps ([s]) et de la distance au carré ([M]). Ainsi, dimensionnellement, on a:

_ % ZMM [M][M][s]: 2
o= | T ] = G i
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et 'on retrouve le fait qu'une section efficace est une surface. Cette section efficace peut étre exprimée
selon la différence:

Op = Oext — YOscat
avec oey¢ section efficace d’extinction, g parametre d’asymétrie et o4.q¢ section efficace de diffusion. Ce
sont les deux termes de cette différence dont on connait une expression analytique d’apres [57]:

200
ezt = — —§ (2n+1)R TN
Cext a e n+ 1) Re {[T] T}

00scat = 70 ém (2211 e{mnM(mﬁ)*}+%Re{m%([Tml)*ﬂﬂﬁ([ﬂﬁ“)*})

formules ou intervient le parametre de taille xy = ka.
Pour les retrouver, nous allons démontrer que:

coemE?

€oem B t _
Y Re {p T. Tp} 5 Oeat
€0€ coemE?
2722 fT T. f - %go’scat
et ainsi que:
€€ E2
F, = - (Ueact - gUscat)

Dans ce but, nous allons considérer le développement d’une onde plane sur une base de vecteurs har-
moniques sphériques. Sil’on assimile la direction de propagation de 'onde plane & I'axe (Oz), on démontre
que ses coefficients sont, avec nos conventions d’écriture (cf annexe C):

[p]nM,l =i"\/m(2n+1) (254_ &E) sy (45)
[p]zl =i"\/m(2n+1) (z§+ $) .8
PN, =i"/7 (2n +1) (1'5_ (E) iy
Py =i"V/7(2n+1) (_i§+ (g) .8
Ainsi, les vecteurs p ne sont non nuls que pour ||m|| = 1. Le vecteur unitaire €; est le vecteur polarisation

de 'onde incidente. Nous allons démontrer dans le calcul suivant que p est un vecteur propre de la matrice
T.

Pour ce, il nous suffit de démontrer que le vecteur p’ défini par la relation:

[p’]=T-p=[(§ S] l [p]ll\:]

p=ap (46)

est tel que:

ce qui revient & démontrer que:

[p,} nM,l - [p]"M’l
[p,} " =a. [p]nM,_1

[p]jl - [p]”l
P el

n7

La seule différence entre [p]%l, [p ]n 1 N na et [p ]1\{_1 réside dans le produit scalaire que ces
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| coefficients contiennent. La multiplication par la matrice T ne change pas ces produits sclaires.
C’est pourquoi la relation (46) revient & démontrer la seule égalité:

M
/ M

[p ]n 1 - [p]n,l
La matrice T a pour valeurs :

1
@nl;ul = mdn,u
= — i s (nz_l)_5 (v -1
—nlyl — \/(Qn T 1) (2V T 1) v,n—1 n v,n+1 v

On effectue alors le développement:

o0 o0
M —_ M N
Plng =Y Entwr PIh + > Ontn [y
v=1 v=1

(1) @2_1))*

Z \/Qn—l—l ) 2+ 1) (5 e
¥/ (2 + D [ia T ¢] e

.- 1 Lt
v —id | A
-I-’;lé,,,n—n(n_l_l)z Vv (2v 4+ 1e [20+¢] °é;

: (nz_l)in—l
Ven+1)@2n—1) n
_ i ((n+1)2_1)i"1 — 30 [543l e &
V@n+1)(2n+3) n+1l /m(2n+3) [0+¢] é;
.
HICEDE
o e NG R T
T n@nyn vrERTe T .
_nn+2)
mn+1)@2ntl)
a1 PO
T mme ¢[29—|—¢]oei
:{ nn+2)  (thHw-1) 1 )}*

T (2n— et [¢§+ $] Y

T (2n + 1)e™ " [154- q/i)\} &

n T (2n+ et [i§+ 5] "y

(n+1)(2n+1) n(2n+1) n(n+1
/7 (2n 1 D)™ [¢§+ 5] o8
[p’]nlvf1 =i"\/7m(2n + 1)e” [154— g/i;] 0é; = [p]%l

Le vecteur coefficient p de ’onde plane est ainsi un vecteur propre de la matrice T :

On déduit donc du calcul précédent:

pT.T — pT
la deuxieme égalité ayant été obtenue en utilisant le fait que YT est hermitique. On a donc:

'Y Tp=p'.Tp
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Le produit matriciel T.p est de forme générale:

[T [p]}
0

T

Le scalaire pt.T.p s’écrit alors comme une somme:

P To= Y () TR s+ () [

+ (PIt,) T ety + (BI) I s

[Pl

N 2
pn,:l:lH - H[p]n,:l:l

Rappelons que d’apres (45), =m(2n+1). Ainsi:

M
, et que H[p]n1

coemE
- 02k2 Re{pT T.T.p}

€0€
- _ 027;2 Re {pTTp}

e Eﬁ%@@m y+ng2Tﬁ+HwﬂJﬂﬂ%+Mﬁgfww)
- Pt )
— _GOGIZ; ZT{' (2n+ 1) Re ([T + [T]})
n=0
_ _mzzeoe;EQ%i (2n+ 1) Re ([T1M + 1))
n=0
€0emE?
= B) Oeut

Nous démontrons de cette fagon le résultat que nous recherchions, a savoir:

606mE Re {pT T. Tp} 606mE Oent

Nous allons faire le méme travail avec le second terme de I'expression (42), c’est & dire exprimer 1’égalité:

€0EmE n €0€m E?
212 f X.f=

avec la section efficace de diffusion définie par la relation:

90 scat

9O0scat = FGQ% % Re {[T]rjy ([T]rjy)*} +

n(n+2)
n—+1
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Tout d’abord, évaluons le produit entre le vecteur coefficient de ’onde diffusée et la matrice de force, que
nous nommerons f :

Nous allons relier les termes [f’ ]nM71 aux termes [p]nl\/f1 . On développe:

[f,]nM1 = Z En1 [f]l,i/a + Z On11 [f]11j1
v=1 v=1

oo . 2 _ 1 2 _
§ <6u,n—1 (n ) - 6u,n+1 (V 1)> *
—/(@2n+1) (2u +1) n v

TM¥ \Jx 2v + e~ [i§+ 5] Y

v

P>, e R e (i3] e,
STy 4.3
. 2y -
N \/(2n—|—12) 2n—1) u n )Tﬁlz‘"—l T (2n — 1) [io+¢] Iy
! (n+1)?-1) M n+
- Vent1)(@n+3)  ntl Tngr? m(2n+3)e” P0+d.@

L oV Jr @ Deé [i§+ 5] e

+n(n—|—1) "

21 ) ~ o~

BV S Gl ) B0y o R [i§+ Q?] o

1) (2n+1)

1
™ —
i n(n+1)l

2 _
[f/]nM’lz{TrJl\{lquTM e }[p]nM’l

T(2n+ 1)e™ ™ [2(9\—{— 5] &

n@n+1)  "T(n+1)(@2n+1)

De la méme fagon, on trouve la relation:

N _ {TN (n*-1) TN n(n +2) LM 1 }[p]N

[f T = n@2n+1) " 1) @2n+1) " n(n41)
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Ainsi, on a les relations:
[f/]M _ M (n2 — 1) M n(n + 2) N 1 [ ]M
n,+1 n—ln (2n ¥ 1) n+1 (n ¥+ 1) (2n ¥+ 1) n (n I 1) n,+1
N, =41y (1) on _nn+2) ] N
n,+t1 n—ln (27’L ¥ 1) n+1 (n ¥+ 1) (27’L ¥+ 1) n ( + 1) n,+t1
Ce calcul nous méne aux expressions:
M n? 42 M
[ Tnyr = Téwlm + T sy + T sy ¢ Pl
N (n®-1) 42 1 N
't = S Tl n@nrh +Tn+1_(n—|7—11(;l(2n2|—1)_ + T 77D ( Plat

Le terme que nous voulons expliciter contient le produit fT.Y.f, soit le produit fT.f

+o0 2
, * — 1) n(n + 2) 1
o M\ oM ) pM (n M TN M
f f 7;) ([p]n,l) n { n—ln(2n+ 1) + n+1 (n + 1) (21’L—|— 1) + n n(n 4 1) [p]n,l
\ {TN (n*-1) TN n(n+2) pm_ 1 1~
+L( ) i "_ln(2n+1)+ "+1(n+1)(2n+1)+ " n(n—l—l)}[p]"*l
2-1) n(n + 2) 1
M) M (n ™M N M
+Z( ) { "_ln(2n—|—1)+ 1) (2n+1) "nn+1) [Pl
2
N O\ e Joy  (RP-1) N n(n+2) M1 N
+ Z <[p]”_1) T {Tn_ln (2n+1) "n4+1)(2n+1) " n(n+1) [p]”’_l
-1 . .
= QZ H Pln1 TH) (LT + T T )
= 2 n(n+2)
2 ||| et (T T, + TV TN )
I (n4+1) (2n 4+ 1)
2
+ n(n + 1) ATTY)
n=0
Le produit scalaire fT.f ' peut, a I'aide du calcul précédent, se mettre sous la forme
2 = ]
T _ n + M NxmpN And MxmN
ftr 42“ M n+1)(2n+1 {TM*TM | 4 T} Tn+1}+4z ) Re {TM*TN}

+2 x x
— 4 Z{ nt2) (parsqa ey

et nous pouvons alors conclure:

(2n+1)

nntl) Re{Té\l*Tg}}

€oem B t 60€m P
- eoem
o 2k?

4 Z{ n—|—2 {TM* M pNepN Y 2n+1 R {TM*TN}}

gl f1Y.f =

eoem

g Oscat

Nous avons ainsi la relation, dans le cas d’une onde plane:

€0€mE?
2

F, = (Uezt _gascat)
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2
Le terme % peut se mettre sous la forme:

coemE? \/eoem,UONmEQ\/Eofm _ JVeoEmbolim cE?  [€0ém
2 2 1o Hom, c 2V popm

et en considérant les valeurs de définitions:

cE? [epem c
I=— Vpp = ——
2V popm NI
on trouve:
€0€m B> 1
2 Uy
et par conséquent, notre formule de F, nous permet de retrouver la formule de Bohren et Huffman:
I
F,=—o
ooy P

Ceci permet une premiere vérification de notre formule de calcul de force. En fait, celle-ci consiste a
généraliser la formule de Bohren et Huffman au cas de faisceaux arbitraires, du moment que le champ
électrique de I'onde incidente est décomposable en harmoniques sphériques.

Les forces optiques sont généralement de 'ordre du p/N. Les potentiels de piégeage associés a ces
forces sont de l'ordre du pN par um, c’est a dire en 10718.J. Nous donnerons cette énergie pour un
faisceau d’une puissance donné. Pour une onde plane (donc de puissance infinie), on ne parle pas de
puissance mais de densité de puissance. Ce que nous calculons dans le cas d’une onde plane incidente, ce
n’est donc pas une énergie, mais une énergie en fonction de la densité de puissance incidente. En effet,
notre unité de force est & présent pN.um?/mW, c’est & dire qu’il nous faut multiplier les valeurs de forces
obtenues par la densité de puissance du faisceau incident (en mW/um?) pour avoir la force optique en
pN. L’énergie que nous calculons est ainsi en pN.um3/mW, c’est a dire en 10718 J.um?/mW.

Comparons a présent le calcul exact avec les approximations de Rayleigh et de 'optique géométrique.

2.4.13 Comparaison entre le calcul exact et les différentes approximations- Cas d’une onde
plane incidente:

N

Nous nous placerons & nouveau dans le cas d’une onde plane incidente. Sur la figure 16 est tracée

0.12 — Efficacité exacte
) Efficacité approximée

a=57»

100 Xzbo 300 400

Figure 16: Comparaison entre efficacité de piégeage exacte et efficacité de piégeage approximée (optique
géométrique) en fonction du parametre de taille x.

I’évolution de Pefficacité totale obtenue dans le cadre du calcul exact (ou efficacité totale exacte) @, en
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fonction du parametre de taille ¥ d’une spheére excitée par une onde plane incidente. La sphere est en
verre ( indice 1.45) et baigne dans de 'eau ( indice 1.33).

Nous avons tracé sur cette courbe la valeur de I'efficacité totale obtenue en utilisant I'approximation de
I'optique géométrique, constante en fonction du parametre de taille comme nous I’avions vu précédemment.
L’efficacité totale exacte tend vers une valeur limite égale a l'efficacité totale prédite par 'approximation
de loptique géométrique. Dans le cas résonnant 'efficacité totale présente des résonnances que nous
assimilons & des résonnances géométriques. Nous voyons qu’a partir de x = 150 (a = 25)), Defficacité
totale exacte de piégeage tend vers la valeur prédite par 'optique géométrique avec une erreur de moins
de 20%. Pour une longueur d’onde de 0.532 nm, cela veut dire que pour des spheres aux rayons inférieurs
a 7.5um, optique géométrique n’est plus valide.

La figure 17 propose de comparer 'efficacité de piégeage exacte d’une sphére soumise & une onde
incidente & celle obtenue par le calcul dipolaire. La sphére est en verre (indice optique de 1.45, contraste
d’indice p de 1.09), le milieu incident est de 'eau (indice optique de 1.33). L’efficacité totale est tracée
en fonction du parametre de taille y, produit entre le contraste d’indice et le rayon a de la sphere.

Qp — Efficacité exacte
0.06, Efficacité approximée

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01;

a=0.1A

0.00F « v
0.0 0204 06 0.81.012 1.4
X

Figure 17: Comparaison entre efficacité de piégeage exacte et efficacité de piégeage approximée (régime
dipolaire) en fonction du parametre de taille .

Les deux courbes sont pratiquement superposées jusqu’'a xy = 0.8, c’est & dire pour des valeurs de
rayons a inférieures & 0.1\ (pour une longueur d’onde incidente de 0.532nm, cela correspond & des
spheres aux rayons inférieurs & 50nm). L’approximation dipolaire perd donc de sa pertinence lorsque les
sphéres grossissent, comme on pouvait s’y attendre.

Dans un domaine tres large de rayons, entre 0.1\ et 25, le calcul exact ne peut étre approximé par
I'approximation de Rayleigh ou celle de I'optique géométrique.

2.4.14 Piégeage dans un systéme interférentiel & 3 ondes:

Le systeme que nous allons a présent étudier est celui d’une expérience menée au sein de I’Ecole Polytech-
nique Fédérale de Lausanne par ’équipe de Jean Marc Fournier. Les buts de cette expérience sont les
suivants: montrer le piégeage bidimensionnel multiple par interférométrie, et créer un réseau d’interférence
de trois faisceaux cohérents formant un ensemble de piege pour des billes en polystyréne (indice 1.59) de
I'ordre d’un & deux micrometres. Nous ne modéliserons que le cas a 1 bille.

Définition du systéme étudié: le systeme que nous allons étudier est représenté sur la figure 18:
trois faisceaux lasers issus de la méme source arrivent sur une coupelle contenant des billes de
polystyréne dans de ’eau. L’axe z est identifié & la normale & la coupelle, et celle ci définit le plan
(Ozy). La présence de la coupelle interdit donc le mouvement des billes dans le sous espace z > 0. Le
probleme étant idéalisé, nous négligerons les phénomenes d’intéractions entre les billes et la paroi de la
cellule. Tout reviendra & considérer la propagation de trois faisceaux lasers dans le vide dans un premier
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Figure 18: systeme a 3 ondes.

temps, puis le piegeage d’une sphere en polystyréne (indice optique 1.59) dans de I’eau (indice optique
1.33 ), la spheére restant dans le plan (Ozy).

Les trois faisceaux ont méme longueur d’onde dans le vide A = 0.532um, et par conséquent méme
module de vecteur d’onde k. Ils forment tous trois avec ’axe z un angle ¥ et deux & deux un angle 6.
Les trois directions de ces faisceaux forment un triedre, le systéme présentant une symétrie de révolution
autour de 'axe z. Les deux angles 6 et 1) sont liés entre eux par la relation géometrique:

.0 3 .
sm§ = \/;smw

Par convention, nous avons numéroté 3 'onde dont le vecteur d’onde ks est dans le plan (Ozz). L’onde
1 & un vecteur d’onde k; image de k3 par une symétrie axiale autour de z et d’angle 120°. La troisiéme
onde est numérotée 2. Les trois vecteurs d’ondes associés ont en coordonnées cartésiennes les expressions:

—% sin —% sin sin v
ki =k \/gsinzp ko =k —\/gsmib k3 =k 0
cos cos 1 cosy

La polarisation €; de 1’onde ¢ est définie par la relation:

. ki Ny
-

 kiny|

oll y désigne le vecteur unitaire dans la direction y. Les champs électriques de ces ondes n’ont donc
aucune composante sur la direction y. La symétrie de révolution est alors brisée. L’expression des
polarisations en coordonnées cartésiennes donne:

1 —cosy 1 —cosy —cosy
e = — 0 ey = — 0 =é e3= 0
o —%sin@[) @ —%sin@[) sin ¢

ou a = \/ % sin? 1) + cos2 . Si 'on note ¢; la phase du champ électrique E; associé & Ponde i, et définie

par la relation ¢; = k; - r, et que I'on prend le module du champ électrique E; égal a 1, on obtient
naturellement: E; = e'®ig;.

67



2 APPROXIMATIONS ET CALCUL EXACT

Nous allons dans un premier temps étudier un systéme & 2 ondes, 'onde numéro 3 étant ”éteinte”.
Nous mettrons en évidence certains faits confirmés par I'expérience: 'apparition d’une force de fuite
ampéchant le piégeage, l'inversion des équilibres pour des sphéres d’une certaine taille. Nous donnerons
une explication approximée & cette inversion. Puis nous nous intéresserons au systéeme & 3 ondes. Nous
décrirons en détail le motif élémentaire du champ, puis donnerons les principaux résultats livrés par le
code numérique.

Systéeme a 2 ondes: Le champ électrique total E; 2 dans le cas ol seul les deux premieres ondes
sont présentes est en appliquant le principe de superposition égal a:

Eio=E +E; = (6i¢1 + 6i¢2) e

1
E; 2 =exp <ik: <—w§ sin i) 4+ z cos ¢>) 2 cos (ky\/gsin ¢> e

Le carré de son module sera donc:

[Be2]* = 4 cos” (ky\/g simp) —acos (kysin )

Il est invariant suivant les directions x et z. Le pas p d’interférence est tel que:

kpsin & — =
psm§—7r<=>p— 7

2sin 5

Pour un pas de 2 pwm, nous avons par exemple g = 7.64°. Si 'on place une sphére en polystyrene dans
le plan (Oxy), la force optique F aura deux composantes:

F=F,+F,

Le terme F, est la force de gradient dans la direction y, qui permet de piéger la sphere contrairement
a F,. qui est un terme de pression de radiation que ’on peut décomposer suivant les directions z et z.
Si 'on postule que la sphere ne peut pas se déplacer suivant z, il reste donc une force de ”fuite” F,,
toujours positive, et qui empéche la sphere de se piéger. On remarque par la géometrie du probléme que
la force de fuite et la force de radiation sont reliées par la relation F, = F. cos g.

40 05 00 05 10

y en um

Figure 19: Force de gradient pour une bille de 1.66um de diametre, dans le cas d’une sphere en polystyrene
dans de l'eau, avec un angle 6 de 15.28°, ce qui correspond a un pas d’interférence de 2 um. La valeur
y = 0 correspond & une frange brillante.

La force de gradient est quant & elle représentée figure 19 pour une sphere de 1.66um de diametre en
polystyréne baignant dans de I’eau avec un pas p de 2um.
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La force suivant y est périodique, de période p = 2um ce qui est conforme & ce que 'on attend lorsque
I'on considere qu’elle peut étre grossiérement vue comme 'opposée de la dérivée du module au carré du
champ électrique.

La comparaison entre les intensités de la force de fuite et de la force de gradient peut également s’averer
étre un élément d’étude intéressant. Sur la figure 20, nous trouvons deux courbes exprimant 1’évolution
de ces intensités en fonction du diametre de la sphére en polystyréne, tous les autres parametres physiques
ayant été conservés.

2] :
00 05 10 15 20 25
den um

Figure 20: Comparaison entre les forces de fuite et de gradient en fonction du diametre d des billes. Les
forces sont exprimées en pN.um? /mW

La force de fuite est constante dans le plan (Ozy) pour un diametre donné. Mais comme la force de
gradient varie suivant y, nous avons pris pour un diametre donné le module de la force de gradient F, au
point (0,—0.5,0). Gréace a la figure 19, nous voyons que ce point & mi-distance entre une frange sombre
et une frange lumineuse correspond a un extrémum de la force, que nous nommerons force de gradient
maximale. Lorsque le diametre est inférieur a 2.624um, la force de gradient maximale est supérieure &
la force de fuite. A contrario, pour des spheres de diameétre compris entre 2.624 et 2.92 um, c’est la
force de fuite qui domine. Nous remarquons également que la force de gradient maximale s’annule en
do = 2.702um. Nous retrouverons ce résultat par la suite lorsque nous étudierons I’énergie de piégeage.
Mais I'idée qu’il faut d’ores et déja retenir ici est que le maximum de la force de gradient s’annulant en
do, la force de gradient est identiquement nulle pour des spheres de ce diametre. Puis, pour d > dg, le
maximum devient un minimum, et les équilibres stables et instables s’inversent.

0 20 40 60 80 100 120
Oen®

Figure 21: Comparaison entre les forces de fuite et de gradient en fonction de I'angle 6 entre les 2
faisceaux. Les forces sont exprimées en pN.um?/mW
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Enfin, pour étre complet avec la force de fuite, nous avons étudié I’évolution de I'intensité des forces
de gradient et de fuite pour une sphere de diametre 1.66um en fonction de 'angle 0 entre deux faisceaux.
La force de gradient a été évaluée pour chaque angle 8 & y = —p/4, c’est & dire & mi-distance entre la
frange sombre dans les y négatifs la plus proche de l'origine et la frange brillante en y = 0. Le résultat
est indiqué figure 21.

La force de fuite augmente tout d’abord avec ’angle, c’est & dire avec le pas d’interférence, ce qui
semble logique si 'on se rappelle la relation entre force de fuite et pression de radiation: F, = F,.cos g.
La force de gradient maximale quant a elle change de signe tout en perdant en intensité absolue lorsque
0 augmente. Puisque le pas d’interférence augmente, le puits de potentiel qui crée la force de gradient
s’élargit, ce qui peut expliquer sa décroissance en valeur absolue. Mais seule une étude du potentiel de
piégeage permettra d’avoir une explication sur I'inversion des équilibres consécutifs au changement de
signe de la force de gradient maximale.

La figure 22 donne le potentiel de piégeage en fonction du diametre de la sphere, tous les autres
parametres physiques du probléeme étant conservés.

approximation

s patentiel exact

den pm

Figure 22: Evolution du potentiel de piégeage en fonction du diametre de la bille- Comparaison avec le
calcul approché. L’angle 0 est de 15.28°, ce qui correspond a un pas d’interférence de 2 pum.

Nous avons calculé le potentiel en intégrant la force entre 0 et —1 pm, c’est a dire entre dune frange
brillante et une frange sombre consécutives, ce qui nous donne la barriere de potentiel & franchir si la
sphere veut quitter le piege. Le potentiel étant défini & une constante additive pres, il est ici tel que sa
valeur en l'origine soit égale a 0. Par conséquent, on en déduit que I’équilibre & 'origine est stable si
le potentiel de piégeage est positif (les sphéres se piegent dans les franges brillantes) et instable si il est
négatif (les sphéres se piegent alors dans les franges sombres). Pour une sphére de diameétre dy ~ 2.702um,
le potentiel s’annule: la force de gradient est alors identiquement nulle.

Sur la figure 22 se trouve une seconde courbe, correspondant a ’approximation suivante: nous avons
défini le potentiel pour une spheére de diametre d comme étant la différence entre 'intégrale du module
au carré du champ électrique dans un volume égal & celui de la sphere de diametre d, lorsque la sphere
est placée sur une frange brillante, moins cette méme intégrale lorsque la sphére est placée sur une frange
sombre. Nous avons ainsi retrouvé I'inversion du potentiel de piégeage en un point trés proche de celui
correspondant au calcul exact. La courbe approximée (qui n’est ici qu’a titre indicatif) a été normalisée
de facon & avoir un maximum égal a celui de la courbe exacte.

La figure 23 indique les deux cas possibles.

Dans le cas (A), le diametre d de la sphere de volume V' est inférieur & do: l'intégrale du module au
carré du champ électrique sur V' est plus grande sur une frange brillante que sur une frange sombre. Les
franges brillantes sont des points d’équilibres stables. Dans le second cas (cas (B)), ¢’est 'inverse: on peut
grossierement constater qu’une sphere placée sur une frange sombre contient alors 2 franges brillantes,
contrairement & celle placée sur une frange brillante, qui n’en contient qu’une. Ce sont alors les franges
sombres qui deviennent des points d’équilibres stables. Pour un certain diametre, I'intégrale du module
au carré du champ électrique sur le volume V' de la sphere correspondante & méme valeur, que la sphere
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(B)

Approximation intégrale lorsque
(A) d<d,
(B) d>d,

Figure 23: approximation intégrale.
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soit placée sur une frange sombre ou sur une frange brillante: il n’y a donc pas de puits de potentiel, et
la force de gradient est alors identiquement nulle.

Systéeme a 3 ondes: Nous avons a présent les 3 ondes qui sont présentes. Le champ électrique
total E; s s’écrit ainsi, par superposition:

Eis=E; +Ex+E;
= (ei¢l + ei¢>z) e + ei¢3e3

Son module au carré est ainsi:
||Et73||2 = ||Et72||2 4+ 2Re {e_i¢3 (ei‘i’1 + ei@) e - 63} +1

Comme nous avons d’une part

Re {e—i¢>3 (ei¢1 + ei¢z)} = Re {e—ws exp <ik: <—:c% siny + z cos ¢)> 2 cos (k:y\/g sin 1p> }
3 . 3 .
= 2cos <k:c§ sin ¢) cos (k:y\/; sin ¢)

et d’autre part

1 1

e ey = — (COSQ¢ — = sin? zp)
« 2
cos? 1) — %sinzz/)

el ‘eg - =

\/% sin? ¢ + cos? ¢

on en déduit ’expression:

||Et’3||2 = 4cos® (ky\/gsimﬂ) + 40 cos <k:cg simp) cos (ky\/gsimp) +1
0 3 .06 0
_ 2 . 2gin 2 in —
= 4cos <kysm 2) + 43 cos (k:a:\/;sm 2) cos <k:y sin 2) +1

Ce module est invariant dans la direction z, ¢’est pourquoi nous allons nous placer dans le plan (Ozy), et
oublier momentanément la coordonnée z. Rappelons que nous avions défini une distance p d’interférences
dans le cas & deux ondes par la relation:

kpsin — =
psing =m

Ainsi, |E¢s|” se réécrit:

||Et73||2 = 4 cos> (%ﬂ') + 40 cos (\/%%71’) cos (%ﬂ') +1

cette derniére formule nous donne plus simplement les couples (z,y) pour lesquels le module du champ
électrique est maximum. En effet:

cos? (&r) =1l<<= y=mp,me” condition 1
p

Yy=mp
cos ( ——71') cos (%r) =1 T = \/gnp condition 2
p . .
(m,n) € Z2 tels que m + n soit paire
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La condition 2 contient la condition 1; si elle est vérifiée, les deux termes variant de ||Eq3||” sont maxi-
mums. C’est donc elle qui définit les maximums de ||[E;3||“. On en déduit les abscisses et les ordonnées

des points de maximums:
\/5
T =+4/=n
3 P

Yy =mp
(m,n) € Z?% tels que m + n soit paire

Pour un pas d’interférence de 2 pum, on en déduit par exemple les 7 points (au centiéme de micrometre
prés): (0,0),(—2.31,0),(2.31,0),(—1.15,2),(1.15,2), (—1.15, —2), (1.15, —2),...1es six derniers points for-
mant une structure hexagonale parfaite centrée sur 'origine.

Le motif élémentaire est donc hexagonal. Il est décrit plus en détail figure 24.

N

Figure 24: Description de la maille élémentaire.

Les données a et b sont déduites du pas p par les relations:

2
a6 =—
/3"
9
b= 2
3]9

Le diametre maximal d’une sphere placée dans la maille élémentaire est ainsi égal a p.

Nous pouvons penser que nous avons pour la force deux types d’équilibres, en nous appuyant sur
Iétude du cas & 2 ondes: soit dans les maximas du champ (qui jouent le méme réle que celui tenu
par les franges brillantes) situé en des points définis par la condition 2, soit en des minimas du champ
correspondant aux sommets de la maille hexagonale élémentaire (et qui jouent le réle des franges sombres).
Nous allons étudier la force suivant une direction qui contient a la fois des maximums et des minimums
de champ. La direction y semble toute indiquée. Le module du champ électrique dans cette direction est
donné figure 25. Nous avons choisi 8 de facon & avoir un pas d’interférence a deux ondes de 2um.

Comme nous 'avions calculé, le module du champ au carré présente des maximums absolus en y =
2p,0,—2p . On remarque aussi 'apparition de maximums relatifs en y = —p, p. Sur la figure 25, on peut
voir que ces maximums relatifs sont situés entre deux minimums absolus.
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Figure 25: Module du champ au carré sur ’axe y.

La force dans cette direction sera uniquement dirigée suivant y pour des raisons de symétrie (si bien
stir on ne s’intéresse pas a Fy). Sur la figure 26, on a représenté la composante F), de la force exercée par
trois ondes interférentes (avec p = 2um) sur une sphere en polystyréne de diametre 1.901um se trouvant
dans de 'eau.

yen pum

Figure 26: Force de gradient en pN.um?/mW- Sphere de 1.901um de diametre.

On y voit qu’aux positions ou le module au carré du champ électrique présente des maximums se
trouvent des équilibres stables, et aux minimums des équilibres instables. Les maximums absolus (point
A par exemple) ont cependant des forces de rappel beaucoup plus élevées que les maximums relatifs (point
B par exemple). Pour une sphére de diametre 2.92um, tous les autres parameétres restant les mémes, on
trouve une inversion de la nature des équilibres représentée figure 27.

On retrouve ainsi l'inversion des équilibres déja évoqués précédemment. Une bonne facon de voir
cette inversion est & nouveau d’observer I’évolution du potentiel de piégeage en fonction du diameétre de
la sphere piégée. Le principe reste le méme que dans le cas & 2 ondes: nous définissons le potentiel de
piégeage comme l'intégrale de la force Fj sur un intervalle reliant deux extrémums de champ de nature
différente. Par définition, si ce potentiel est positif, alors la sphere est piégée en un maximum de champ.
Sinon, elle est piégée en un minimum de champ. La courbe obtenue est représentée figure 28.

Nous avons ajouté sur cette figure la courbe du potentiel de piégeage en fonction du diametre de la
sphere dans le cas & 2 ondes: on retrouve le méme phénomene d’inversion, des maximums de potentiels
proches pour d = 1.8um (la meilleure sphere & votre disposition pour un pas de 2um est donc celle de
diametre 1.901um), la différence fondamentale entre ces deux cas étant bien siir I'absence de force de
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Figure 27: Force de gradient en pN.um?/mW- Sphere de 2.92um de diametre.

3 oncles
. 2 Ondes
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Figure 28: Evolution du potentiel de piégeage en fonction du diametre de la bille- Comparaison entre
les systemes & 2 et 3 ondes.
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fuite dans le cas & 3 ondes.

Enfin, nous avons inversé le probléme en fixant le diametre de la sphére (d = 1.901um) et en faisant
varier 'angle 0, c’est a dire le pas p d’'interférence, tous les autres parametres physiques étant conservés.
Le résultat est indiqué figure 29. Celle-ci ne permet cependant pas de conclusion nette. En effet, il

3 ondes

16+ 2 ondes

14]
12]

I

10

Energie
PP

v T

0 20 40 60 80 100 120

Oen?®

Figure 29: Evolution du potentiel de piégeage en fonction de I'angle entre deux faisceaux.

n’y a pas de pics de potentiel de piégeage pour un angle donné, seulement une énergie qui tend vers
I'infini lorsque 6 tend vers 0. La valeur du potentiel de piégeage est cependant nulle pour 8 = 0 (ce qui
est évident si on considere que dans ce cas, les 3 ondes sont toutes trois dirigées selon z, la force optique
étant alors uniquement de la pression de radiation dans cette direction).

Relions a présent notre énergie de piégeage au mouvement Brownien. Ce que nous calculons, ce n’est
pas une énergie, mais une énergie en fonction de la densité de puissance incidente. En effet, notre unité
de force est pN.um?/mW, c’est & dire qu’il nous faut multiplier les valeurs de forces obtenues par la
densité de puissance du faisceau incident (en mW/um?) pour avoir la force optique en pN. L’énergie que
nous calculons est ainsi en pN.um?/mW, c’est & dire en 10718 J.um?/mW.

La puissance de 500 mW du faisceau incident est répartie sur une gaussienne d’environ 120um de
diametre. On estime & 30% la perte de puissance du dispositif. Nous approximerons la gaussienne par

un disque de densité de puissance constante et de diametre 120um. De plus, le faisceau est divisé en 3.
La densité de puissance incidente est donc:

500 1 Y )
= —60+60 % 0.7 % 3= 1.03.107% mW/um

C’est par ce terme qu'il faut multiplier ce que nous appelions énergie de piégeage pour obtenir ’énergie
véritable du piege E. Si nous divisons par kgT, avec kp constante de Boltzmann égale 4 1.38.10723J. K !
et T'= 300°K, nous avons tout simplement le rapport v = E/kpT en fonction du diameétre d de la bille.
Ce rapport est donné courbe 30.

Le mouvement Brownien, sans viscosité, sort théoriquement toujours une bille de son piege (sauf au
zéro absolu). C’est pourquoi notre étude, qui ne tient pas compte de la viscosité, ne nous permet pas de
déterminer une température 7' maximale telle que la bille reste & coup sir piégée. Le fait que le maximum
de piégeage sur la courbe 30 soit de plus de 15 fois kgT ne doit pas non plus tromper le lecteur: en effet,
il est usuel de définir I’énergie du mouvement Brownien comme égale & %k BT multiplié par le nombre
de degrés de liberté de la bille. Cependant, une bille soumise au mouvement Brownien ne recoit pas une
énergie cinétique égale & kT, c’est juste un ordre de grandeur. La vitesse de la bille suit par exemple
une courbe de densité de probabilité: on ne peut pas déterminer précisément quelle sera la vitesse de la
bille. Tout ce que I'on peut faire, c’est raisonner en terme de qualité de piégeage. Le fait de prendre en

compte la viscosité et le caractere probabiliste du mouvement Brownien devrait permettre de définir des
”températures de piégeage”.
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Figure 30: Evolution du rapport E/kT en fonction du diametre de la bille. La température est de
300K.

2.4.15 Conclusion

Nous disposons a présent d’un formalisme nous permettant de calculer les forces optiques pour des
faisceaux incidents arbitraires. La seule condition sur ces faisceaux (condition qui est de taille) est
que l'on connaisse la décomposition des champs électriques associés a ces faisceaux sur une base de
vecteurs harmoniques sphériques. Si tel est le cas, la matrice de transfert associée a la sphere nous
permet de calculer le champ diffusé par la sphere a partir du rayon, de la permittivité électrique et de
la perméabilité magnétique de la sphere. Ce champ diffusé ameéne & la connaissance du champ électrique
total, indispensable pour effectuer un bilan d’impulsion a 'aide du tenseur de Maxwell, ou tenseur des
contraintes. Le bilan d’impulsion nous a permis alors d’établir notre formule (38). Des travaux avaient
déja été fait pour évaluer de facon exacte les forces optiques dans le cas d’une onde plane incidente:
nous avons relié notre formule (38) & celles qui préexistaient. Grace & notre calcul, nous avons pu faire
une premiere application numérique avec comme onde incidente une onde plane. Ceci nous a permis de
comparer le calcul exact et les approximations dipolaires et géométriques. Ainsi, nous avons pu dégager
un large domaine de rayons de spheres pour lesquels aucunes de ces approximations n’était valide. Ce
domaine pour une onde plane incidente se situe pour des rayons compris entre 0.1\ et 25\. Avec un
systéme interférentiel & 3 ondes, nous avons pu démontrer un résultat contre intuitif: les spheres ne
vont pas forcément se piéger aux points d’intensité lumineuse maximale. Elles se placent en des points
tels que leurs volume contienne le maximum de densité d’énergie électromagnétique. Ainsi, on obtient
une inversion du potentiel de piégeage: les maximums d’intensité lumineuse deviennent des équilibres
instables, tandis que le role d’équilibres stables est dévolu aux minimums d’intensité lumineuse.

Changer les 2 éléments sur lesquels s’appuient notre formule exacte, c’est a dire la matrice de transfert
de l'objet diélectrique et la décomposition en vecteurs harmoniques sphériques du faisceau incident,
ouvrent de nombreuses perspectives. En effet, on peut changer les coefficients du champ électrique
du faisceau incident. Ce simple changement permet de considérer d’autres faisceaux incidents; aucune
autre modification ne sera nécessaire. Notre code numérique peut ainsi considérer plusieurs ondes planes
interférentes. Il peut aussi calculer les forces optiques exercées par un faisceau laser, sous réserve d’obtenir
une décomposition en vecteurs harmongiues sphériques du champ électrique de ce faisceau laser. Nous
verrons par la suite que cette décomposition peut étre obtenue dans le cadre de ’approximation de Davis.
Nous verrons également que pour étudier le cas de forces optiques sur un systeme constitués de plusieurs
spheres, il nous suffit seulement de changer la matrice de transfert. Il en va de méme pour I'étude
de spheres enrobées, c’est & dire d’une sphere diélectrique recouverte de multiples couches sphériques
diélectriques.
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3 Forces induites

3.1 Introduction

Les applications possibles & la manipulation de plusieurs objets ne manquent pas, notamment pour la
réalisation de cristaux photoniques ol encore de miroirs en matiére optique [19, 49]. Nous avons vu
dans la section précédente comment calculer de fagon exacte la force exercée sur une sphére par une
onde incidente quelconque. La seule condition sur cette onde est ainsi de connaitre la décomposition
de son champ électrique sur une base de vecteurs harmoniques sphériques. Cette étude se prolonge
assez naturellement a ’étude de la force exercée par une onde sur un ensemble de spheres. En effet, la
décomposition en harmoniques sphériques de 'onde incidente permet d’aborder de maniere efficace le
probleme de la diffusion multiple; la résolution de ce probleme donne I’onde incidente sur chaque sphere
(qui est bien sir différente de ’onde incidente sur 1’ensemble du systeéme, du fait de la diffusion multiple),
ce dont nous avons besoin afin de calculer la force optique sur cette spheére. Nous exposerons dans la
section 3.2 la méthode que nous avons utilisée afin de pouvoir résoudre le probleme de diffusion multiple.
La section 3.3 présente une vérification de notre code de diffusion multiple avec un systeéme a 27 spheres.
Enfin nous présenterons dans la section 3.4 les résultats que nous avons obtenus en alliant cette méthode
& notre modélisation de la force exercée par une onde sur un objet. A cette occasion, nous démontrerons
I'existence de forces optiques induites créées par la multidiffusion.

3.2 Résolution théorique du probleme de multidiffusion

La méthode que nous présentons ici permet d’évaluer de facon exacte les différents champs, incidents et
diffusés, présents dans un systéme a N objets. Cette méthode précéde cependant un travail numérique, qui
limite les possiblités qu’elle offre: cependant, nous I’avons validée avec un ensemble de 27 objets. D’autres
méthodes existent pour aborder la diffusion multiple lorsque le nombre d’objets est extréemement élevé,
notamment des méthodes statistiques. On les rencontre généralement dans les domaines de I'imagerie
médicale, la physique stellaire ot encore la prospection pétroliere, cette liste n’étant pas exhaustive.

Parfois, la diffusion multiple est considérée comme un phénomene parasite. En effet, dans le cas de
I'imagerie médicale, on cherche & imager par 'intermédiaire d’un faisceau laser & impulsion courte. Ainsi,
il faut savoir séparer les photons qui n’ont subit aucune diffusion (o1 photons balistiques), des photons
ayant subi plusieurs diffusions et qui empéchent la recomposition du signal. Un autre exemple est le
piégeage des atomes froids, notamment dans le cas de pieéges magnéto-optiques [27]: la diffusion multiple
entraine un réchauffement de 1’échantillon que 'on cherche a refroidir. Cependant, la diffusion multiple
peut aussi s’avérer tres utile: elle peut par exemple aider & déceler les propriétés du milieu diffuseur
(vitesse et nature des diffuseurs), ot jouer sur les propriétés de réflexion de I'ensemble de 1’échantillon
(dans le cas des revétements).

Nous allons voir qu’en utilisant des matrices de translations [28, 29, 30, 31], on peut exprimer les
matrices de transfert de spheres diélectriques dans un systéme de diffusion multiple [32, 33, 34, 35, 36].
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Figure 31: Systeme a N spheéres

Pour ce, nous allons considérer un ensemble de N spheres, sous le champ incident E;, représenté figure
31. Le centre de la sphere [ forme avec l'origine un vecteur x;.

Chaque sphere [ (I entier entre 0 et N) a un rayon R;, une permittivité électrique relative €; et une
perméabilité magnétique relative p;. Les spheres ne sont pas forcément de méme rayon, de méme per-
mittivité électrique ot perméabilité magnétique relatives. Elles sont simplement toutes des diélectriques.
Le champ incident sur le systeme & N spheres E; se décompose sur la base des vecteurs harmoniques
sphériques:

Ei(kr)=Eo Y > (Rg{Mum (kr)} ayy, + Rg{Npm (kr)} an,,)

n=1m=—n

~ Bo[Ry (M (k) Ro (N (k). | X |
= ERg {¥' (kr)} .a

Ce que nous voulons, c’est pouvoir calculer la force que subit n’importe laquelle des N sphéres par
I'intermédiaire de la formule (43) que nous écrivons a titre de rappel ci dessous:

_ coemE” O\ e p@ ) f0mE® N v )
F= -2 Re{(eN) P (1) 1Ay

ou e%) est le vecteur coefficient du champ électrique excitateur Egj ) sur la sphere j lorsqu’elle fait partie
,(\ﬁ ) le vecteur coefficient de 'onde diffusée associée. Afin d’utiliser notre

()
N

d’un systéme a N spheres, et f

formule, il nous faut donc déterminer e, c’est a dire décomposer le champ excitateur appliqué a la sphere

7, Egj ), sur une base de vecteurs harmoniques sphériques centrés sur la sphere j. Nous allons démontrer
que les seules données suffisantes afin d’obtenir e%) sont le vecteur coefficient a ( vecteur coefficient du
champ électrique de l'onde incidente appliquée au groupe de spheére) et les positions relatives des N
spheres. Le fait que ce soient les positions relatives et non absolues des spheres permet de prendre une
origine 0 arbitraire.

Une erreur grossiere consisterait a confondre e%) et a. Cela reviendrait & assimiler le champ
incident sur la sphere j au champ excitateur, en négligeant ’apport des champs diffusés par les N — 1
autres spheres. En fait, nous verrons que cet apport sera contenu par la suite dans le coefficient eg\],).Une

fois que I'information relative aux autres sphéres sera contenue dans e%), tout reviendra a considérer une
seule sphere, la sphere j, sous 'action de 'onde j. Le vecteur coefficient e%) doit de plus étre relié au
vecteur coefficient du champ électrique diffusé par la j ieéme sphere f ](\? ) ,si nous voulons utiliser la formule
(43). Ceci se fait par l'intermédiaire de la matrice de transfert que nous avons déja vue:

0 _ 70) ()

Nous proposerons dans un premier temps un calcul matriciel qui donne les valeurs des vecteurs e%),
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pour j entier entre 1 et N en fonction des vecteurs incidents a:

)
€N
(N)
€N
———
Vecteur colonne de vecteurs colonnes
J1.0) q
J20) o
= A
~—~ .
Matrice & déterminer )
JWIV0) 4
—— —

Vecteur colonne de vecteurs colonnes

Nous montrerons que le fait de passer a une application numérique nous empéchera de mener a terme
ce calcul rapide. Malis certains éléments seront essentiels lorsque nous aborderons la méthode que nous
utiliserons pour résoudre le probléme de la diffusion multiple: une méthode récurrente. Sans rentrer
dans les détails deés maintenant, expliquons le fondement sur lequel elle repose, tres simple:

La connaissance de la solution au probléme de la diffusion multiple dans un systéme & N
sphére permet de résoudre ce méme probléme pour un systéme & N + 1 sphéres constitué
du systéme 4 N sphéres précédent auquel on a ajouté une sphére.

3.2.1 Relation matriciel entre champs excitateurs et champ incident

Si lon tient compte des champs diffusés, le champ total & l'extérieur du groupe de spheére (ou cluster)
s’écrit :

E; (kr) = E; (kr) + E< (kr)

avec E¢ champ total diffusé définit par la superposition des N champs diffusés:

N N
EZ (kr) = Y EY) (hry) = By Y @ (hry) S
j=1

Jj=1

Afin d’expliciter E¢, il nous a fallu introduire les vecteurs r;: un vecteur r; est définit comme la différence
entre le vecteur r ot B¢ est évalué et la position x; de la j ieme sphere: r; = r —x;. Il y a bien siir
N vecteurs r;. Leur utilisation nous autorise & travailler avec les coefficients f ](\? ) des N champs diffusés
faits & partir des centres des différentes spheres. Le champ excitateur Egj ) qui arrive sur la sphere j et

dont nous cherchons le développement est par conséquent égal a:

N
EY) (kr) = E; (kr) + > EY (kr)
——

champ de ’onde j champ de 'onde excitatrice =1,l#j

champs diffusés par les N—1 autres spheéres
N
EY (kr) = EgRg {®'(kr)} a+ Eog Y ®(kr)).f (47)
1=1,l#7

Afin de pouvoir projeter la relation ci-dessus sur les vecteurs de base dans le but de travailler avec les
vecteurs coefficients et non les champs électriques, il nous faut évaluer les vecteurs de base dans le méme
repere, c¢’est a dire utiliser les matrices de translation de fagon & exprimer tous les éléments de base dans
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le repere associé a la sphere j:
EY) (kr) = EgRyg {®' (kr;)} .e%)
E; (kr) = EgRg {®" (kr;)}.JU0.q

N N
STED (k) =By Y Wl(kr;).HOD £ (48)
1=1,l#7 1=1,l#j

HOUY est une nouvelle matrice de translation que nous n’avons pas accord abordée (cf annexe A). On a
posé par définition:
HOY = H (k(x; —x5))

ol x; désigne la position du centre de la sphere [, x; celle du centre de la sphere j et k est la norme du
vecteur d’onde dans le milieu extérieur de I'onde excitatrice. La matrice H est dite "irréguliére”. Elle
ne peut avoir pour argument le vecteur nul, car les fonctions qui permettent de la calculer divergent &
Porigine. On remarque que dans la formule (48), argument de H ne peut jamais étre nul, puisque cet
argument est un vecteur reliant deux centres de spheres.

Une fois ces changements faits, nous pouvons projeter la relation (47) afin d’obtenir la relation sur
les coefficients:

N
ey =00 N HOD FD. (49)
1=1,1#£]
qui peut se réécrire:

N
) =00 a4 S HED D Y
1=1,l#j
()
N

Les inconnues sont les N vecteurs coefficients ey’ . Nous pouvons réarranger notre expression:

N
e%) — Z H(j’l).Tl(l).eg\l,) = Jw0 4

1=1,1#j
N
(-Hovr LT |,
j iéme position N ’
Vecteur ligne de N matrices e%\[)

En faisant varier j entre 1 et IV, cette écriture permet d’obtenir I’écriture matricielle:

I —gOAT® .. _gaNn ) eV 1.0 4,
—H@H 7 I o —HEN M) el J20 4
—gWNYT® g @ I eV JWN0) g

oll, en isolant le vecteur inconnu:

Vecteur colonne de vecteurs colonnes

I N A P - (SRR J0 g
—gey W I oo —HEN T J20) g
_gO T g 7@ ! JW0) g

—_———

Matrice Nx N dont les éléments sont des matrices Vecteur colonne de vecteurs colonnes
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En théorie, les vecteurs colonnes du type es\],) sont de tailles infinies, tout comme les matrices de transfert,
les matrices de translation et le vecteur coefficient incident. En pratique, on tronque le vecteur a afin de
pouvoir se livrer & des calculs numériques. Par exemple, si le vecteur a est de dimension Ny, il en va de
méme pour les vecteurs eg\j,). Quant aux matrices de transfert et de translation, elles sont alors de taille

No x Np. La relation (50) met donc en jeu:

e & gauche un vecteur colonne dont les N éléments sont des vecteurs colonnes de taille Ny

e & droite le produit d’une matrice de taille N x N dont les éléments de base sont des matrices Ny X Ng
par un vecteur colonne dont les N éléments sont des vecteurs colonnes de taille Nj.

L’expression que nous venons d’établir est la plus directe afin de calculer les vecteurs coefficients de
I’onde excitatrice j. Malheureusement, elle est loin d’étre la plus pratique, puisqu’elle nécessite I'inversion
d’une matrice dont les éléments de base sont des matrices et des difficultés d’ordre numérique interviennent
lors de cette inversion [37, 38, 39]. Nous allons alors privilégier une autre approche, qui utilise les vecteurs
coefficients des champs diffusés par chaque bille. Dans un premier temps, on définit le vecteur coefficient
de I'onde diffusée par la sphere 7 dans un systeme a N spheres a ’aide de la relation:

19 =106

De plus, nous allons définir une matrice de transfert généralisée qui permettra, pour chaque élément du
cluster, d’obtenir le vecteur coefficient du champ diffusé & partir de celui du champ excitateur:

R S R R Y
2 2,1 2,2 2,N s

) _ &Y @2 peN) J20 4
. N1 (N2 (NN (V.0)
() ™D (N () JN0) g

Pour une sphere 7, on a donc:

N
1P =5"19P. g% 4 (51)
k=1

)

Les matrices T,(\f "™ sont indicées N car elles sont directement liées comme nous le verrons par la suite

au nombre d’éléments du cluster, contrairement aux matrices de transfert du type Tl(j ) lides & l'objet j,
indépendamment des autres objets. Si l’'on remarque de facon triviale que l'on a:

U R I
® 0 T 0 ||
@] Lo o o]l

on peut relier la matrice de transfert généralisée & la matrice de la relation (50) grace a:

AR S B M

(U § B A

T N )
™ o ... 0 I — g r® . N -
o T® ... 0 —gY 7 I o —HEN) M)
0 0 - TW™ —gNH M g 7@ I
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3.2.2 Meéthode récurrente- Cas a 2 sphéres

Afin d’évaluer notre matrice de transfert généralisée, nous allons numéroter de facon arbitraire les objets
de 1 & N. Ainsi, si nous ne considérons que les p premiers éléments de cet ensemble, et enlevons les
(N — p) autres éléments, nous pouvons définir:

£ oY ) L e J0.0) 4
2) B PRI R C 720
( o1 0,2 . " ( ;0)

f}gp) TISZD ) TISZD ) L. TISZD P) JWPY) q

L’idée est alors d’exprimer les matrices Téi]f) (4, k entiers entres 1 et p + 1) en fonctions des matrices

T,El’m) (I, m entiers entre 1 et p) par une récurrence sur les matrices de transfert généralisée. Nous allons
dans un premier temps relier les vecteurs coefficients d’un systéme de 2 spheres (que nous nommerons
rang 2) & un systeme a 1 sphere. Cette relation est assez simple et détaille l'esprit de la démonstration
pour le cas général. Enfin, la relation entre le rang 2 et le rang 1 nous permettra a la fois de débuter et
vérifier notre formule de récurrence.

Au rang 1, nous avons simplement la relation déja vue:

=1 g0,

Ce sera le premier élément de notre récurrence. Au rang 2, nous avons:
f2(1) _ J1.0) ¢
2(2) = J20) g

W =10 g M 20 g (52)
f2(2) = TQ(Q’I)J(l’O).a + T2(2’2)J(2’0).a

TaD D)
T2(2,1) T2(2,2)

soit en développant:

Or, ces deux derniers vecteurs doivent vérifier les relations:
10 -0 e
5 =16

Nous allons rechercher une autre expression pour f2(1) et f2(2) qui nous permettra d’obtenir I’expression

des matrices de transfert au rang 2 Tg(i’j ),

. . 1 2 . -
Pour ce, nous exprimerons les vecteurs coefficients eé ) et eg ) en fonction du vecteur incident a, des

matrices de translations H®V et H(1:2) et des matrices de transfert au rang 1 T\ et 7%, L’idée est
d’obtenir 4 matrices A, B, C' et D qui vérifient la relation:

egl) = AT g+ B.J2O 4
ef) =C.J0 44+ D.JEO 4

soit en injectant cette relation dans (53) :
AP =1 (47000 + B0 q) (54)

f2(2) = Tl(Q). (C.J(l’o).a + D.J(Q’O).a)

et alors nous aurons, par identification sur les matrices qui multiplient les termes J19) .q et J(2:0) ¢ dans
les équations (52) et (54):

Tt =7 4 7 =1V B
et =1 o 7% = 1. D
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Exprimons tout d’abord les vecteurs coeflicients excitateurs eél) et egz) en fonction du vecteur coefficient

incident a. Cette possibilité nous est fournie par la relation matricielle (50):

-1

e | I ~H®D 7 JA0) g
6%2) - _H(2,1)'T1(1) I J20) o
soit
I —HOD 7P | | eV JA0) g
_geH 1O I BN I I ACIRNY
et donc
(e = HODTP ) = 7004 (55)
(—HED TV ) = 720 g (56)

Nous avons un systeme de 2 équations dont les 2 inconnues sont egl) et 652). Nous allons éliminer egl). Si

Pon multiplie & gauche par la matrice H (2’1).T](1) chaque membre de (55), on obtient le systéme:
(HED. 1) — gD IO gD TPel) = HED. 1) 710 4
(—H(2’1).T1(1).e§1) + eéz)) = JZ0 4

Ajoutons ces deux équations membre & membre, afin d’éliminer eé ).

(1-BCD T HODT) o) = (HEDT.J00 4 J00) 4

et donc en isolant 652) :

—1
e = (1— g gD 1) " (HED. 1) 00 4 ge0)
On trouve de méme que:
—1
) = (1 HOD 1P HED (V) (700 4 g1 1) g0
Récapitulons les relations que nous allons utiliser:

£ = 7D 700 o 4 72 720 g = 7D (D
@ _ gD 00 4 4 7D 720 4 = T P
et

-1
) = (1—H0D. 2 HED 7)) T (00 4 g0 1P J@O) o
-1
e = (1—HED. 2 HOD 1) (HED. 1) J00 4 @O o
On trouve par conséquent, en éliminant le vecteur coefficient excitateur egl), les deux expressions différentes
de f2( 2 qui donnent:
T g0 0 4 7MW 20 4
=1 (1- 5021 gD 1Y) - (700 4+ g2 JC0) 4

et en éliminant egQ), celles de f2(2) qui impliquent:

T3 00 g 4 T 20 4
- (1 - H(Q’l).Tl(l).H(l’Q).Tl(2)) - (H(Q’l).Tl(l)J(l’O) + J(Q’O)) a
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Par identification sur les coefficients des vecteurs colonnes J19 g et J(29 4, on trouve:

-1
" =1V (1- HOD 7P HED 1Y)
—1
T =1V (1- ge2. 1P gen V) g2
Y = (I - H(Q’l).Tl(l).H(va).Tl(m) ey
—1
TP = (1= HCO.10. g0 1)

(57)

Cette relation entre le rang 1 et le rang 2 nous permettra par la suite de commencer notre récurrence.
En effet, le rang 1 de notre récurrence concerne les matrices Tl(l) et Tl(z), connues avec leur expression
donnée dans la section 2.4.1.

I nous manque encore ’essentiel: une relation reliant le rang p au rang p + 1.

3.2.3 Méthode récurrente- Principe

Le principe pour établir cette relation de récurrence sera le méme que celui qui nous a permis de passer
du rang 1 au rang 2: on exprime de deux facon différentes les vecteurs coefficients diffusés f;ﬁr)l, puis on
identifie les coefficients matriciels des vecteurs coefficients du type J*9 q.

Voici les 2 expressions différentes que nous aurons des vecteurs féi_)lz

1) La relation postulée, impliquant la matrice de transfert généralisée au rang p + 1:

p+1

£ =371 g®0 4 (58)
k=0

2) Une seconde relation, déterminée en utilisant la multidiffusion dans un systéme & p spheres (sup-
posée connue) et le principe de superposition des champs électriques:

p+1
f9 = 3" A6k g0 g (59)
k=0

On obtiendra ainsi ’égalité:

T = AUk

L’expression (59) sera obtenue en 2 temps. Dans un premier temps, nous exprimerons le vecteur coefficient

+1
fzgil '
(p+1) p+1
+
L = ZA(p+1’k).J(k’0).a
k=0
ce qui nous permettra d’obtenir '’expression de T,Eﬁl*’”, pour k entier entre 1 et p+ 1.

Puis nous exprimerons les vecteurs f,gi_)l pour j compris entre 1 et p. Nous aurons ainsi les matrices

T,g_”f) pour j entre 1 et p et k entre 1 et p+ 1.

3.2.4 Méthode récurrente- Cas & p sphéres

ansidérons un systeme de p sphéres. Au champ diffusé par la sphere j correspond le vecteur coefficient
,SJ ) vérifiant la relation (51):

P

féj) — ZT;j’k).J(k’O).a

k=1

Chaque vecteur coefficent f,gj ) est associé 4 un développement fait au centre de la sphére j.
Exprimons le vecteur coefficient f,fl du champ électrique diffusé par le systeme a p sphéres. Il s’obtient

par la superposition des p champs diffusés par chacune des spheéres.
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Si 'on veut regrouper les différents champs diffusés par les p spheéres, il nous faut translater tous les
vecteurs coefficients en un méme point, afin de pouvoir sommer les champs diffusés. Supposons que ce
point soit indicé p + 1, et qu’il ne soit confondu avec aucun des centres des p spheres: nous pouvons
ainsi utiliser la matrice de translation irréguliere H. Le vecteur coeflicient du champ total diffusé par cet
ensemble est:

fcl ZZHIH-LJ T(Jk JEO) 4

j=1 k=1

Le vecteur fl‘fl est ainsi celui associé au développement du champ diffusé par le systeme & p spheres,
centré sur le point p + 1.

Ajoutons une sphére au point indicé p+1, et calculons le vecteur coefficient eff_ﬁl) du champ électrique
associé a ’onde excitatrice sur cette sphere:

(p+1)

champ incident sur la sphere p + 1 : EgRg {®'(kr)} e,

Le vecteur f, (p + )sera associé au développement centré en p + 1 du champ diffusé par la sphere p + 1. Il

verifiera ainsi la relation:
f(p+1) _ T(p+1) (p+1)
p+1 = 11 €pt1

(p+1)

La matrice de transfert T} est connue (c’est celle relative a la sphere p+ 1 lorsqu’elle est toute seule).

Cest ce vecteur f’, (p + que nous allons rechercher a exprimer autrement qu’avec la relation postulée

(58) afin d’obtenir une relation du type (59).

Si nous déterminons el(f:rl ). nous aurons ainsi I'expression de f,’ (p + ) recherchée.

Le champ électrique excitateur sur la sphere p + 1 s’obtient par superposition:

champ incident sur la sphere p + 1 (60)

= champ incident+champ total diffusé par le systéme a p spheres
le développement du champ électrique incident évalué a partir du centre de la sphere p + 1 est égal a:
champ incident: EgRg { ¥'(kr)} JPHL0)

L’ancien systeme a p spheres diffuse une onde somme de I'ancienne onde incidente et du champ diffusé
par la sphere p + 1. Le développement du champ diffusé ainsi obtenu, et centré sur le point p + 1, s’écrit:

champ total diffusé par ¢ P& (+1.5) UK ¢ 7(k:0)
le systéeme a p spheres Eo®(x). Zl l; H T (T (61)
J=1k=
+ H(k,p+1)f7§1r£1))

Dans le terme (61), on remarque la somme J*:0).q + H(kP+1) féifl'l): l'onde incidente sur le cluster de
p sphéres est bien composée de I’ancienne onde incidente (vecteurs coefficients a, translatés & partir de
I’origine 0 du développement de ’onde incidente par I'intermédiaire de la matrice de translation réguliere
J (k’o)) a laquelle on a rajouté l'onde diffusée par la sphere p + 1. La relation (60) se traduit en termes
vectoriels:

champ incident sur la sphere p + 1

= champ incident+champ total diffusé par le systeme a p spheres

EgRg {W'(kr)} .ePHY

P P
= EoRg {®'(kr)} .JPT0 q + B! (r). Y Y HEL) TR (KO 4
j=1k=1
+ H(k*p‘”)f;’f{l))

Puisque tous les développement sont centrés sur le point p + 1, nous pouvons éliminer les vecteurs de
base. En terme de coefficients, la relation précédente se traduit par I’égalité:

p p
(p+1) _ Jo+10) 4 Z H(p+1,j).T]gj,k)'(‘](k,o)‘a + H(k,p+1)f£i-‘:l-l))
=1 k=1
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(p+1) ot f(p—i—l)

Il'y a 2 inconnues dans cette équation: e,

p + 1 la relation:

Nous utilisons une nouvelle fois pour la sphere

1 1 1
D =T

f@+)

pour éliminer , Soit:

p p
e}(gzr-l) JP+10) 4 4 Z Z H(p+1,j)‘T1§j,k).(J(k,O).a + H(k’p+1)'T1(p+1)‘eg—)',-+ll))
7=1k=1
(p+1)

Ainsi, on obtient une équation & une inconnue, e, ; ’, qu’il va nous falloir résoudre. L’équation se réécrit:

PP
= Z ZH p+1.4) (J k) pr(kp+1) T(P+1) ‘eﬁll)
j=1k=1

PP
p+10)a+ZZHp+1,J Jk)JkO)a
j=1k=1

-1

p P
1(5:31) . Z Z H(P+Lj)'Tp(j,lc).H(k,p-i-l)'Tl(p—i—l)
j=1k=1

p P
JP+10) o 4 Z Z H(”“’j).TISj’k).J(k’O).a
j=1k=1

1
et ainsi nous obtenons une seconde expression pour le vecteurs diffusé f}’ (p + ).

+1 +1 +1
PRSI Ay

p P
— Tf”*”. I Z Z H(p-i-l,j).T;j,k)'H(k,p+1).Tl(p+1)
j=1k=1

p p
JP+10) o4 Z Z H(”“’j).TISj’k).J(k’O).a
j=1 k=1

En considérant la relation postulée (58):

p+1
1 1,k
FEAD =3 k0 4 (62)
k=1

On en déduit, par identification sur les coefficients des termes J*0) .q entre (77) et (58):

-1

p P
TP — D 1 NN gt gk ket ot (63)
j=1k=1

P
T;ﬂl’j) ngﬁl’pﬂ) ZH p+1’j).T1§j’k), j compris entre 1 et p
k=1

Il nous reste encore a calculer les matrices de transfert Téi’l’ﬂ) (j entier entre 1 et p) et Téi’l) (j etk

entiers entre 1 et p). Nous le ferons en exprimant autrement f]g ‘Y1 qu’avec la relation postulée.

Counsidérons le champ diffusé par la sphére j dans un systéme & p + 1 sphéres (5 entier entre 1 et

(i)l Nous allons utiliser le fait que nous connaissons deux choses: tout

p). Son vecteur coefficient est f,

d’abord le champ diffusé par la sphere p+ 1 dans un systéme & p + 1 spheéres (vecteur coefficient Jot (
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D’autre part les matrices de transfert permettant de calculer le champ diffusé par la sphere j a partir de
n’importe quel champ incident, dans un systéme & p sphéres (les matrices T(J ) , (4, k) entiers entre 1 et
p).

Fidele a notre démarche, nous allons exprimer f]gi_)l de deux facons différentes. Tout d’abord, nous
avons la relation postulée (58), pour j entier entre 1 et p:

k
;&_ZTQ ) J00) ,

k=1

Si on considére la nouvelle onde incidente sur ’ancien systéme a p spheres, celle ci est la somme de

lancienne onde incidente (vecteur a) et de 'onde diffusée par la spheére p + 1 (coefficient f;’:{l)).On a
donc:

1
£, _ZT(J k) ( (h:0) g 4 Flrt1) plo >)

Il nous faut éliminer f,\ (p + ). Cela se fait naturellement en considérant la relation:

p+1

p+1 (p+1,k) 1(k,0
foi1 Z Tpin LT

ol les matrices T;T{ ®) ont déja été évaluées a 'aide de (63). On en déduit:

(J) ZT(J,k) (J(k 0) g 4+ HEP+D) | ZT(IJ-H i) _J(@0) a)

i=1

k=1

p p

=3 Tk (J(k’o).a + gD N it g0 g 4 H(’“’p“).Tgﬂl”’*l).J(”l’O).a)
= i=1

Réécrite de facon & regrouper ensemble les coefficients des termes J*+9) q, cette expression donne:

£9, = ZT@ k) 7(k,0) Q+ZT<J ) k1), ZT(pH 2760 4

k=1 k=1 i=1
P
+ Z Téj’k)H(k’pH)Téﬂl’pﬂ).J(p“’o).a
k=1
() - - (p+1,k)
. . , 7 k.
=Y <T,§M> + > T gt o ) TR0 g
k=1 i=1
p
j +1,p+1 )
+ (Z T}ga,k)H(k,pH)ngil D )) Jw+10) o
k=1
Comme
p+1

k) 7(k,0)
p+1 ZTJ !

par identification sur les coefficients des termes J*: .a, on en déduit que pour j entier entre 1 et p:

P
T]Ei”f) = Tlgj’k) + Z ngj’i).H(i’pﬂ).TéﬁJ{l’k), k entier entre 1 et p (64)
i=1
P
o1 i, , +1,p41
19T = 3 0 g
k=1
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Les matrices qui nous intéressent plus particulierement sont bien sir celles concernant la totalité de
notre systeme a N spheéres, c’est & dire les formules précédentes pour p = N — 1. On obtient finalement:

. —1
N,N N N— k, j N
TN = TN [1 = SN B0 1) 0N )]

T = T [ NS B O) TR)| k# N
T¢P = T¢N) + SN T N T k#N
TGN = SN g 6N TN k=N

Nous connaissons, pour ¢ entier entre 1 et IV, toutes les matrices Tl(i). Si on numérote arbitrairement
les spheres de 1 & N, on peut procéder de la fagon suivante, pour résoudre le probleme de la diffusion par
un systeme a N spheres:

1) On part de Tl(l) et TI(Q).

2) On calcule ensuite, pour un rang p = 3 jusqu'a p = N, dans lordre: T;p P ), puis TIE” ’k)(k entier
entre 1 et p) et enfin Ték’p ) (k entier entre 1 et p) et Téi’j ) (i, ] entiers entre 1 et p).

3.3 Vérification du code par I’expérience

Nous avons validé notre code de mutidiffusion par I'expérience en étudiant la diffusion d’un agrégat
cubique composé de 27 spheres, représenté figure 32.

Figure 32: Photo du systeme a 27 billes.

Les spheres sont de diametre 1.59¢m, et sont composées d’un plastique diélectrique d’indice optique
réel 1.61. Le dispositif expérimental fournit une onde monochromatique de fréquence 8 Ghz, a laquelle
on associe un champ électrique excitateur:

E. = E elWi—kytéo)g

Le vecteur U est le vecteur polarisation du champ électrique excitateur, w sa pulsation, k = ky son
vecteur d’onde, E. son module, ¢, la phase & I'origine (prise au niveau de la source); le repere utilisé est
défini suivant la figure 33.
La longueur d’onde du faisceau incident est de I'ordre du cm:
c 3.108

v 810°
Nous sommes ainsi typiquement dans le cas résonnant. Les mesures, effectués par ’équipe de Pierre
Sabouroux et Jean Michel Geffrin au sein de I’équipe SEMO de l'institut Fresnel, consistent & évaluer
le champ diffusé par 'agrégat en fonction de ’angle 6, de mesure définit figure 33 . Ce champ diffusé
s’écrit:

=3,75cm

E. = E, etwi—ky+o.) 5

Les caractéristiques de 'onde diffusée sont données par la mesure de 'amplitude Ey et celle de la phase

Ps.

Les expérimentateurs mesurent deux données:
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récepteur
+120°

—_——————

source

Figure 33: Schéma expérimental.

e L’amplitude Ey du champ diffusé.

e Le déphasage A¢ :
A¢ = ¢y — ¢e rad
Ils font varier I'angle 6, du récepteur entre —120° et 120°. Ce récepteur est situé a 175 cm, a

mettre en rapport a la taille de 'agrégat, cube de 4.77¢m. Nous avons donc utilisé 'approximation
en champ lointains, qui donne des résultats qui different tres peu du calcul exact.

L’orientation du cube est donnée sur la figure 34: les faces sont perpendiculaires aux directions X,y
et z.

...........’
N
m
—p

el e

»

Figure 34: Orientation des différents champs.

Dans un premier temps, le champ électrique excitateur & pour direction de polarisation z, soit une
direction perpendiculaire au plan d’incidence (Oxy), plan contenant & la fois la source et le récepteur. Le
résultat de la comparaison entre mesure expérimentale et calcul est donné sur la figure 35 ; nous y avons
représenté les comparaisons des déphasages (appelé ”phase” sur la courbe) et des amplitudes (appelé
”|E|”) en de la position 5 en °.

On voit alors que le calcul numérique est en accord avec la mesure. Lorsque la polarisation du champ
excitateur est suivant X, c’est & dire parallele au plan d’incidence, la comparaison entre le calcul exact et
le calcul approché est donné figure 36

Une fois de plus, il y a accord entre calcul numérique et mesures expérimentales.
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o7 06

phase

Figure 35: Comparaison a 8Ghz entre

Champ perpendiculaire.

100 150
position

la théorie (courbe pointillée)

200

et l'expérience (courbe pleine) -

phase

100 150
position

Figure 36: Comparaison & 8Ghz entre la théorie (courbe pointillée) et I’expérience (courbe pleine)- Champ

parallele.
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Cette application de 'algorithme de multidiffusion que nous utilisons est une premiere preuve de sa
justesse. De plus, on retrouve les mesures expérimentales lorsque ’on change l’orientation du cube, ou la
fréquence du faisceau incident (passant de 8 & 14 Ghz).

3.4 Etudes numériques
3.4.1 Sphéres soumises 4 une onde plane incidente

Nous considérons comme premier exemple numérique un systeme constitué de deux spheres diélectriques
d’indices ng, immergées dans un milieu d’indice n,,, représenté figure 37. Le milieu extérieur sera dans
la suite de notre étude de l'eau, d’indice optique 1.33. Toutes les perméabilités magnétiques relatives
(spheres comme milieu extérieur) seront égales & 1. Nous supposons que les centres de ces deux sphéres
déterminent une direction de vecteur directeur ¥ contenu dans le plan (Oxy), Z étant la direction de
propagation de 'onde incidente que nous prendrons plane et avec un champ électrique déterminé par la
relation:
E; (r) = Eexp(ikz)y

et dont les coefficients sont définis selon la formule (45). Le systéme est invariant par translation dans le
plan (Ozy). Nous prendrons par conséquent 'origine de notre repere au centre de 'une des deux sphéres
qui deviendra alors la sphere 1. La sphére 2 aura une position ”libre”, du moment qu’elle reste dans
le plan (Ozy); nous supposerons par exemple que nous sommes dans le cas pratique d’une onde plane
poussant deux sphéres sur une plaque située dans le plan (Ozy). Ceci n’est en rien une étude dynamique,:
nous ferons varier la position de sphére 2 dans le plan (Oxy), et nous intéresserons alors & la force optique
qu’elle subit. Ainsi, le degré de liberté suivant la direction z est enlevé, et la sphere 1 sera en équilibre
si les composantes de la force qu’elle subit dans le plan (Ozy) sont nulles.

y
A
Onde plane incidente < Sphére 2 mobile
k. v Id
/ \ Sphere 1 fixe
> zZ
k y

Figure 37: Systeme étudié

Si il n’y avait qu'une seule sphere, la force subie par celle-ci serait dirigée suivant z par symétrie et
conservation de I'impulsion. En effet, puisque le faisceau incident se propage suivant cette direction, il
ne peut transmettre & la sphere qu’une quantité de mouvement orientée suivant son axe de propagation,
c’est a dire 'axe Oz. On doit retrouver cette particularité si I'on considére le systéme entier: la somme
des impulsions transmises aux deux spheres doit étre dirigée suivant z par conservation de I'impulsion
du faisceau incident. Par conséquent, les forces qui peuvent apparaitre sur une sphere, qui ne sont pas
dirigées suivant z et que nous appelerons forces radiales s’annulent 2 & 2. Soit F}, l'intensité de la force
exercée sur la sphere 2 suivant la direction y. Alors, dans cette méme direction, la sphere 1 subit la
force —F,. En fait, la seule force radiale présente sur la sphére 2 est suivant la direction ¥ définie par
les deux spheres (ce résultat que l'on retrouve lors de Papplication numérique s’explique par la symétrie
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du probléeme). La sphére 2 ne sera par la suite déplacée que suivant la direction définie par le vecteur
y. Pour des raisons de symétrie, nous n’étudierons son mouvement que sur le demi axe des y positifs,
comme défini figure 37. Enfin, nous négligeons dans notre modélisation tous les autres types de forces.

Dans un premier temps, nous considérerons un champ électrique incident polarisé suivant la direction
de séparation y des deux spheres.

La courbe représentée figure 38 indique la force F,, (mesurée en pN pour un faisceau incident
d’irradiance 1 mW sur 1 pum?) de la sphere 2 en fonction de la distance d/)\ entre les deux spheres
(si d = 0, les deux spheéres se touchent). Les sphéres sont en verre (ns = 1.45), et elles ont toutes les deux
pour rayon 0.75\ (on se place dans le cas résonnant), A est la longueur d’onde dans le milieu extérieur
du faisceau incident égale & 0.8 um (soit une longueur d’onde dans le vide de 1.064 um).

A

0.020}
0.015]
Z 0.010

= 0.005

0.000 A B/ N\

\_~
-0.005; A

0.0 05 1.0 15 2.0
an

Figure 38: Force induite en fonction de la distance de séparation ( de direction y) de deux sphéres de
rayon 0.75\ dans le cas d’une onde incidente polarisé suivant y.

La sphere 2 présente de nombreuses positions d’équilibre qui sont de 2 types: stables ol instables.
Bien siir, c’est surtout les équilibres stables qui nous intéressent. En B, la force est négative puis positive:
c’est un équilibre instable. En effet, imaginons que la sphére 2 soit en B (d ~ 1.125)). Si on la déplace
légérement dans le sens des d positifs (la distance entre les deux spheres augmente), F), est elle aussi
positive: la sphere s’éloigne donc de la position B et finit par sortir de sa position d’équilibre.Si on
déplace légérement la sphere 2 dans le sens des d négatifs & partir de la position B, Fj est négative: la
sphere 2 s’éloigne & nouveau de sa position d’équilibre. Une autre fagon d’aborder le probléme est de
constater que la force dérive d’un potentiel V' suivant la formule:

F,=—(gradV)-y

Un équilibre stable correspond a un puits de potentiel. Or, il est évident que B correspond & un
potentiel local maximal d’apres I'opposée de la dérivée du potentiel, qui est F},. Contrairement au point
A (d =~ 0.5)\) qui lui correspond & un puits de potentiel: ¢’est donc une position d’équilibre pour la sphere
2. Qu’en est il pour la sphere 1 7 En fait, grace a la conservation de la quantité de mouvement de ’onde
incidente évoquée plus haut, un équilibre stable de la sphere 2 correspond également & un équilibre stable
de la sphere 1.

En effet, imaginons que la sphére 2 soit en A. Elle est ainsi en équilibre stable Puisque la sphere 2 ne
subit aucune force radiale; il doit donc en étre de méme pour la sphére 1 (sinon, la somme des impulsions
des deux spheéres ne serait plus orientée suivant z). Par conséquent, la sphére 1 est elle aussi en équilibre.
Si c’est un équilibre instable, un petit déplacement de la sphere 1 la ferait sortir de sa position d’équilibre,
alors que la sphére 2 elle, resterait en A. Des forces radiales apparaitraient sur la sphére 1, mais pas
sur la sphéere 2, toujours en équilibre. Cela est impossible a cause de la conservation de la quantité de
mouvement; on en déduit donc qu’un équilibre stable de la spheére 2 correspond & un équilibre stable de
la spheére 1. Nous parlerons par la suite de distance d’équilibre, pour désigner la valeur de d telle que les
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deux spheres soient en équilibre stable. Cette distance est une valeur absolue, indépendante de l’origine
prise au centre de la sphere 1, puisque le systéme est invariant en translation.

Lorsque les deux spheéres se touchent, la force radiale agissant sur la sphere 2 est positive; celle sur la
sphere 1 est ainsi négative: les deux spheres s’éloignent donc automatiquement I'une de 'autre suivant la
direction déterminée par leurs deux centres: elles vont automatiquement vers leurs positions d’équilibre.

La figure 39 indique la valeur absolue du rapport entre la force radiale Fj et la force axiale F,
(rappelons que nous avons éliminé la possibilité de laisser les spheres se déplacer suivant z). Tous les
parametres physiques du probléme sont les mémes que pour la figure 38. On se rend alors compte que les
forces induites sont relativement élevées, égales & 11.5% de la force axiale lorsque les deux sphéres sont
distantes d’environ 0.1\. C’est la proportion de quantité de mouvement otée & la pression de radiation
(F,) par le systéme & deux spheéres et convertie en forces induites.

A

0.12

0.104

00 05 10 15 20
d/\

Figure 39: Taux de conversion de pression de radiation en force induite pour un systeme de deux spheres
de rayons 0.75)\ en fonction de la distance de séparation entre les deux spheres. L’onde incidente est
polarisé suivant la direction de séparation y.

Nous avons également étudié 'effet du rayon des spheres sur les forces induites. Notre analyse s’est
limitée au cas ou les deux sphéres ont le méme rayon. Seul ce rayon a été changé, tous les autres
parametres du probléme restent les mémes. La figure 40 présente deux cas extrémes: la courbe 40(a)
représente la force appliquée a la sphere 2 en fonction de la distance entre les deux spheres, celles ci ayant
un rayon de 1.5\, Sur la courbe 40(b) , les spheres ont un rayon de A/4.

Sur la courbe 40(a) , on se rend compte que la réponse du systéme de deux sphéres ayant des rayons de
1.5\ est qualitativement la méme que celle de deux spheres ayant pour rayons 0.75\: partant de spheres
collées, les forces induites les séparent pour les amener en une position d’équilibre stable (point A) qui
précede une position d’équilibre instable (point B). La distance d’équilibre est & nouveau d’environ \/2.
Notre étude a deux spheres, faisant varier le rayon entre 0.75)\ et 1.5\ tend a généraliser ce résultat: la
distance d’équilibre est de A\/2. Bien siir, la sphere 2 n’est pas forcément piégée en A, puisqu’elle peut
”passer” par ce point si elle atteint une vitesse suffisante pour la faire sortir de ce piege.

Sur la courbe 40(b), le point A n’existe plus, et le premier équilibre que ’on rencontre en parcourant
Paxe des d positifs est un équilibre instable (point B). La spheére connaissant une succession d’équilibres
stables et instables, on remarque l’existence d’un équilibre stable en C; de plus, lorsque les deux spheres
se touchent, la force radiale de la sphere 2 est négative: elles restent collées 'une & ’autre pour former un
agrégat. En fait, les rayons avec lesquels on travaille (\/4) sont tels que 1’on est proche du cas dipolaire:
les forces induites dues aux termes multipolaires sont alors négligeables. Ce dernier résultat est important
car non seulement, comme on pouvait s’y attendre, il démontre la prépondérance des termes multipolaires
dans ’expression des forces induites dans le cas résonnant, mais aussi il prouve 'avantage de travailler
avec des spheres de dimensions caractéristiques de 'ordre de la longueur d’onde: une simple onde plane
permet de les séparer I'une de 'autre.
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Figure 40: Variation de la force induite en fonction du rayon des sphéres pour une onde incidente polarisée

suivant la direction de propagation y : (a) R = 1.5X (b) R = 0.25\.
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Nous nous sommes également intéressés a ce qu’il se passait si 'on changeait 'indice des spheres, par
exemple si les sphéres en verre étaient remplacées par des spheres en latex (indice optique 1.59). L’étude

faite ci dessus se généralise alors: plusieurs points d’équilibre, dont un équilibre stable et une distance
d’équilibre qui, reste de l'ordre de \/2 sur un large éventail de rayons situés dans le cas résonnant. Par

contre, les intensités des forces induites changent, et lorsque l'indice de la sphére est plus élevé, elles
augmentent. Le milieu extérieur restant le méme dans les deux cas, on en déduit qu'un contraste d’indice
optique spheére/milieu extérieur plus élevé augmente les forces induites.
Pourquoi une distance d’équilibre de /27 Intuitivement, on peut expliquer ce résultat par le fait
que les 2 spheres rayonnent des ondes de longueur d’onde A. Deux approximations sont nécessaires:
d’une part, on suppose que le champ diffusé est prépondérant, ce qui est vrai pres des spheres; d’autre
part, on suppose que le champ diffusé est émis de la surface des spheres. Suivant la direction y s’établit
donc, en plus de 'onde incidente, la somme de deux ondes contrepropagatives qui peuvent interférer
constructivement lorsque les sphéres sont séparés de d = (2n+ 1)\/2, et destructivement lorsque d = nA.
Sur la figure 41, nous avons tracé les 3 cas possibles.
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Sphere 2
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¢1=¢2
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b)

Sphere 1

d=A/2

distance d quelconque. (b) Les deux sphéres sont séparées de d = \/2: les deux phases ¢1 et ¢2 sont
interférences destructives.

Figure 41: Explication intuitive de la distance d’équilibre d = \/2: (a) Les 2 spheéres sont séparées d’une
en interférences constructives. (c) Les deux sphéres sont séparées de d = A: les deux phases sont en

(a) d est quelconque. Le point A est situé & une distance de A\/2 de la sphére 1, le point B & une
distance de A/2 de la spheére 2. L’onde rayonnée par la sphére 1 & une phase ¢1, celle par la spheére 2
une phase ¢2. Sur la figure 41(b), les 2 spheres sont éloignées de d = A\/2; les phases de leurs ondes
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diffusées se superposent: les ondes interferent donc constructivement. Cette configuration correspond du
point de vue des champs rayonnées & un maximum d’énergie. Sur la figure 41(c) enfin, les 2 sphéres sont
éloignées de d = )\; les phases de leurs ondes diffusées sont opposées, et interferent destructivement. Cette
configuration correspond du point de vue des champs rayonnées & un minimum d’énergie. L’équilibre est
stable pour un maximum d’énergie, d’ol la distance d’équilibre de A\/2. Cette approximation n’est vraie
que si le champ diffusé est suffisament important par rapport au champ incident dans des zones proches
de la spheéres. L’amplitude du champ diffusé augmente avec la taille des spheres, ce qui explique le fait
que la distance d’équilibre tende vers A\/2 lorsque les spheres grossissent. De plus, on peut également
expliquer la décroissance de I'amplitude de la force optique en fonction de la distance entre les spheres
en utilisant le fait que les ondes rayonnées sont sphériques. Cette décroissance de 'amplitude des forces
induites est ainsi en 1/r%, comme on peut le voir figure 38.
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Figure 42: Effet de la polarisation sur les forces induites dans un systéme de deux spheres séparées suivant
y (@) R=0.5X\ (b) R = 1.5\

Pour finir, nous avons indiqué sur la figure 43 'effet de la polarisation. Pour ce, nous nous proposons
de comparer l'intensité de la force induite F, sur la spheére 2 (sphére que nous déplagons, tandis que la
spheére 1 est fixe et a son centre confondu avec l'origine du repére) lorsque la polarisation est suivant
y ( c’est a dire parallele & la direction formée par les deux centres des spheres, cas 1, ou suivant X
(perpendiculaire & la direction formée par les deux centres, cas 2.

Nous avons donc déja étudié le cas 1, et allons le comparer au cas 2. Les rayons des spheres sont
égaux & \/2 (figure 43 a) et 1.5\ (figure 43 b), dans les deux cas les spheéres en verre (indice optique
1.45) baignent dans de I'eau (indice optique 1.33), et 'on néglige tous les types de frottements. Comme
pour le cas 1), on voit qu’un faisceau incident polarisé dans le cas 2 (c’est & dire perpendiculairement &
la distance de séparation des spheéres) peut séparer un agrégat de deux spheres, puisque F,, est positive
en 0, c’est a dire quand les spheres se touchent pour les deux rayons étudiés. Une autre similitude avec
le cas 1 est que le premier équilibre rencontré est un équilibre stable. La position de cet équilibre est
la méme pour les deux polarisations dans le second exemple (figure 43 b) du fait de I'importance de
la contribution des termes multipolaires & F,, . Par contre, ceci n’est pas vrai sur la courbe 43 a: la
contribution du terme dipolaire aux forces induites amene une distinction des distances d’équilibre entre
les différentes polarisations du champ incident. Une autre différence notable entre les deux polarisations
que nous comparons apparait lorsque 1’on s’intéresse aux extrémums des forces induites: en effet, la force
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Figure 43: Effet de la polarisation sur les forces induites dans un systéme de deux spheres séparées suivant
y (a) R=0.5X (b) R = 1.5\

induite dans le cas 2 (polarisation perpendiculaire & la distance de séparation) présente des maximums
beaucoup plus élevés que ceux relatifs au cas 1 (polarisation parallele & la distance de séparation).

Pour expliquer ces résultats, considérons un dipéle électrique. Si il est soumis & une onde plane
se propageant dans une direction Z et polarisée suivant y, il rayonnera principalement dans le plan
perpendiculaire & y, c’est & dire (Ozz). Si l'onde incidente est polarisée suivant X, ce plan devient
(Oyz). Ainsi, pour un systéme a deux spheres petites, lorsque ’onde est polarisée suivant la direction de
séparation des 2 sphéres (cas 1), le rayonnement diffusé est le plus intense dans le plan perpendiculaire &
cette direction de séparation. Si la polarisation est perpendiculaire & la direction de séparation (cas 2), le
rayonnement diffusé est plus intense dans un plan contenant la direction de séparation. Par conséquent,
le champ diffusé dans la direction de séparation est plus intense dans le cas 2 que dans le cas 1. Les
forces induites sont donc plus intenses dans le cas 2, ce que I’on retrouve numériquement pour des petites
spheres (43 a).

3.4.2 Spheéres soumises 4 une onde stationnaire

Etudions & présent le cas de 2 spheres soumises a une onde stationnaire constituée de 2 ondes planes
de longueur d’onde 0.532nm contre propagatives. L’axe Oz est ’axe de propagation de ces 2 ondes. Le
champ excitateur E, est défini par:

1, . . . it
E. (I‘, t) _ 5 (ez(kz—wt) + ez(—kz—wt)) y= cos(kz)e zwty

cos(2kz) +1
2

et le systeme que nous allons étudier, représenté figure 44, est composé de deux spheres identiques en
verre ( indice 1.46) dans de 'eau ( indice 1.33). Dans un premier temps, les 2 spheres garderont leurs
centres sur l'axe (Oz), O étant une origine arbitraire, elles seront séparées d’une distance d (elles se
touchent si d = 0).

La longueur d’onde du faisceau incident dans le vide est de 532nm, soit 400nm dans le milieu incident.
On se place dans le cas résonnant en prenant des spheres dont les rayons sont égaux a 100nm, soit A/4.

[Ee (v)[* = (cos(kz))” =
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Sphere 1 Spheére 2
Figure 44: Systéme & 2 spheéres soumis & une onde stationnaire se propageant suivant (Oz).
L’une des deux spheres restera fixe, et nous ferons bouger 'autre afin d’étudier la variation de la force
optique que subira cette sphere. La force sera dirigée uniquement suivant z pour des raisons de symétrie.
Sur la figure 45 est tracée la force optique axiale ( c’est & dire dirigée suivant Oz) que subit la sphere 2

en fonction du rapport entre la distance d des 2 spheres et la longueur d’onde dans le milieu incident de
I'onde stationnaire. La force est périodique, de période ), son amplitude est variable de 'ordre de 10~4pN
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0.00010 -
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Figure 45: Force axiale pour des spheres de rayon A\/4.

pour un faisceau incident de densité de puissance 1mW/um?2. Son amplitude est maximale lorsque les 2
spheres sont proches, puis décroit jusqu’a devenir constante pour d & 7\: la force optique axiale appliquée
a la sphere 2 est alors, lorsque les spheres sont éloignées, une sinusoide d’amplitude constante. Puisque
la force est positive pour d = 0, on se rend compte qu’a nouveau les forces induites vont séparer les 2
spheres.

Sur la figure 46 est représenté le potentiel dont dérive cette force.

Een 10™]
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-0.000015]
00 25 50 75 100

d/\

Figure 46: Potentiel axial pour des spheres de rayon \/4.

Le potentiel est défini & une constante additive pres, que 'on as prise égale & 0 lorsque les spheres
se touchent ( la courbe 46 ne part pas tout a fait de d = 0). Puisqu’il décroit & 'origine, on en déduit
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que les spheres se séparent, comme 1’étude de la force 'indiquait. Le potentiel est lui aussi, sinusoidal,
de période M. La sphere 2 se piegera dans un puit de potentiel. Le puit le plus profond est obtenu pour
d ~ A\/2. On peut avancer la méme explication concernant cette valeur de A\/2 que celle donnée dans
la partie précédente: les 2 ondes rayonnées par les 2 spheres interferent constructivement pour une telle
distance.

Lorsque les 2 spheres sont suffisament éloignées, le systéme n’est plus un systéme de spheres liées;
c’est pourquoi on observe cette force sinusoidale & amplitude constante (figure 45 , pour d > 7\). Notre
expérience numérique est basée sur le fait que I'on laisse une sphere immobile, et que 'on fait varier sur
I’axe une spheére mobile. L’onde incidente, stationnaire, crée un ensemble de noeuds et de ventres sur
I’axe z, son axe de propagation. On retrouve la courbe 45 pour un systéme ayant sa spheére immobile sur
un noeud ou sur un ventre: les forces induites sont par conséquent indépendantes de la position de la
sphere 1 sur 'axe Oz. On peut postuler que les ondes diffusées par les 2 sphéres sont indépendantes de
la position de la sphere 1; elles sont donc prépondérantes dans I'induction des forces optiques.

Enfin, nous avons placé les 2 spheéres en équilibre, c’est & dire avec d = A/2. Puis nous avons déplacé
perpendiculairement a ’axe z la sphere 2; sur la figure 47, nous avons tracé la force radiale subie par la
sphere 2 lorsqu’elle bouge perpendiculairement & ’axe optique du faisceau incident.

Fen pN
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-0.0001

-0.0002 . . . .
-10 -5 0 5 10
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Figure 47: Force radiale pour des spheres de rayon A/4.

La force radiale est sinusoidale, & amplitude variable toujours de I’ordre de 10~4pN pour un faisceau
incident de densité de puissance 1mW/um?, et de période spatiale \. L’amplitude de la force optique est
maximale proche de 'origine, le point » = 0 étant un équilibre stable. Plus on s’éloigne de l'origine et
plus 'amplitude diminue pour atteindre une valeur constante pour r > 8. Méme si cette courbe contient
plusieurs points d’équilibre stable, on se rend compte que I’équilibre le plus stable est en r = 0. En effet,
en ce point, la sphere 2 est sur 'axe z. La direction que forment alors les deux centres des sphéres est
orientée suivant z, direction de propagation des faisceaux incidents. Le systéme tend donc & aligner les
centres des spheres sur la direction z. Pour r > 8\, 'amplitude constante de la force optique correspond
a nouveau & un systeme de 2 spheres indépendantes.

3.5 Conclusion

Nous avons vu une technique permettant de calculer les champs électriques et magnétiques présents
dans un systeme a plusieurs spheres. Cette technique est basée sur une méthode récursive, le cas a 1
sphere étant bien évidemment le début de notre récurrence. Elle permet par conséquent de contourner un
traitement direct qui, en inversant la matrice (50), ameéne & des instabilités numériques. De plus, puisque
les évaluations de champs sont données en fonction de leurs décompositions en vecteurs harmoniques
sphériques, les coefficients ainsi obtenus nous permettent, par I'intermédiaire de la formule (38) de calculer
les forces optiques. Enfin, nous avons montré que cette technique récursive donnait des résultats vérifiés
par 'expérience.

Dans notre premiere étude & 2 spheéres, nous avons pu observer ’apparition de forces induites. Nous
avons pu également les évaluer, et constater qu’elles étaient en fait loin d’étre négligeable puisqu’elles
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pouvait représenter jusqu’a 10% de la part de la quantité de mouvement du faisceau incident convertie
en forces optiques. Nous avons remarqué 'apparition de doublets stables; les forces induites deviennent
alors des forces de liaison, premier pas vers I’étude de cristaux photoniques qui seraient maintenus en
équilibre stable par les forces induites.

La principale difficulté lors du calcul de forces optiques dans un systéme & plusieurs sphere est
I’encombrement mémoire. En effet, le code numérique est trés éxigeant en octets, ce qui fait que le
nombre de spheres que nous pouvons traiter est limité. La taille des spheres intervient; le calcul dans le
cas résonnant demande par exemple beaucoup plus de taille mémoire que le calcul dans le cas dipolaire.
Une étude dynamique devrait suivre ce travail. La prise en compte d’autres forces, telles les forces de
frottement, n’est pas a négliger également dans le travail qui sera effectué par la suite. Dans le cadre
de ’étude de miroirs constitués de matiére optique, une connaissance compléte du champs diffusé par
un ensemble de sphéres en équilibre stable devrait s’avérer forte utile, afin de pouvoir déterminer les
caractéristiques de réflexion et de transmission de ’ensemble. Enfin, un calcul dynamique permettra de
déterminer précisément les points de piégeage des spheres.
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4 Spheres enrobées

4.1 Introduction

Nous allons a présent nous intéresser au cas de spheres enrobées. Par sphéres enrobées, nous désignons
des systémes constitués de spheres diélectriques multicouches. La diffusion par de simples sphéres
diélectriques présente des propriétés physiques limitées par les caractéristiques électromagnétisques des
matériaux employés. Gréace a des spheres multicouches, on peut imaginer possible ’amélioration de cer-
taines de ces propriétés comme par exemple ’amélioration de la section efficace de piégeage o,. On peut
aussi modéliser certaines cellules biologiques par des spheres enrobées, avec une membrane, qui serait une
sphere d’un certain indice optique contenant une autre spheére d’un indice optique différent.

Nous avons a présent les moyens de calculer les forces exercées sur de telles spheres multicouches. En
effet, nous avons vu comment calculer la force exercée sur une sphere en utilisant les coefficients de la
décomposition sur une base d’harmoniques sphériques des champs électriques de 'onde excitatrice sur
cette sphere et de l'onde diffusée par cette sphére. Les sections 4.2 et 4.3 présentent une méthode [40]
pour calculer les matrices de transfert de spheéres multicouches, élément indispensable afin d’obtenir le
champ diffusé par le systeme multicouche. Nous commencerons par le systeme le plus simple, & deux
spheres enrobées (section 4.2), pour ensuite traiter du cas général (section 4.3 ). Puis nous ferons des
applications numériques dans la section.4.4 avec 2 spheres enrobées concentriques, et comparerons oy,
pour une sphere seule et une sphere enrobée.

4.2 Cas de 2 spheres

Le premier systéme que nous allons étudier est le systéme a 2 spheres représenté figure 48. L’origine est
placée en un point quelconque de 'espace, et nous travaillons en coordonnées sphériques. Une sphere 2
dont le centre forme avec ’origine un vecteur xs est contenue dans une sphere 1 centrée sur x;. Le milieu
extérieur aux deux spheres est indicé 0. On indice différentes variables avec 0,1 et 2 suivant le domaine
de 'espace concerné: ki est le vecteur d’onde dans le volume de la sphere 1 en dehors de la sphere 2
(milieu 1), Rs est le rayon de la sphére 2, g est la perméabilité magnétique relative du milieu extérieur,
€2 la permittivité électrique relative dans la sphére 2 (milieu 2),etc...Au milieu extérieur sera associé un
repere R centré sur l'origine, & la sphere 1 un repere Ry centré en x; et a la sphére 2 un repere Ry centré
en xo. Ces différents reperes trouveront leurs utilités par la suite.

Notre démarche sera analogue a celle utilisée dans la section 2.4 pour établir les expressions des
matrices de transfert. Elle comprendra deux parties distinctes:

1) une premiére qui consistera & écrire dans chaque milieu les différents champs électriques
présents.

2) une seconde ol nous utiliserons les relations de continuité aux deux interfaces (0,1) (entre
le milieu extérieur et la sphére 1) et (1,2) (entre les spheres 1 et 2).

Gréace a ces relations de continuité, nous pourrons relier les différents champs entre eux et ainsi obtenir
les champs internes aux spheres et diffusés a partir de la donnée du champ incident et des caractéristiques
diélectriques des deux spheres. Méme si la seule relation qui nous intéresse réellement ici est celle entre le
champ diffusé par la sphere 1 et le champ excitateur, nous donnerons une solution compléte au probléeme
en exprimant tous les champs électriques présents.
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Milieu 0

Figure 48: Systeme a deux spheres enrobées

4.2.1 Ecriture des différents champs présents

Afin d’obtenir les différents champs électriques qui sont présents, nous les décomposerons sur la base ¥,
Dans le milieu extérieur, les champs électriques présents seront au nombre de deux: le champ diffusé par
la sphére 1 Eg et le champ excitateur E.q (c’est & dire le champ électrique qui existerait si les spheres
étaient absentes). Leur somme est le champ électrique total dans le milieu extérieur Eq.

Ee() korl) = ERg {‘I’t (korl)} €0 (65)
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Comme nous avons déja eu l'occasion de voir, Rg{} désigne le fait de prendre la partie réguliere des
vecteurs de base de W' et ainsi d’éliminer les termes qui divergent & ’origine. Le vecteur r; relie le centre
de la sphere 1 au point ou notre développement est évalué. Les vecteurs colonnes ey et fo désignent les
coefficients des décompositions des champs électriques excitateur et diffusés par la sphere 1. Ces deux
développements sont faits dans 3.

Dans le milieu 1, nous avons & nouveau deux champs électriques: le champ excitateur sur la sphere
2, E.1, et le champ diffusé par la sphere 2, Egq:

Ee1 (kir1) = ERg {¥" (kir1)} .1 (66)
Eq (kirg) = EW' (ko) . f1
E; = E.; + Eg

Ei (kir1) = ERg{ ¥ (kir1)} .e1 + E ¥ (kir1) .J;[;’Q].fl
El (k’lI‘Q) = ERg {‘I’t (k’lrg)} 'J][j’l].el + E\Ilt (k’lrg) -fl

Le champ E.; est développé dans Ri, tandis que E4; est développé dans R,. Les raisons de ces choix
apparaitront clairement par la suite. Il faut donc utiliser des matrices de translation J permettant de
passer d’un repéere a l'autre si on veut avoir E; exprimé dans un seul repere. La notation J][€11,2] désigne
la matrice de translation qui permet de passer du repere 2 au repere 1 (notation [1,2]) dans le milieu 1
(indexation par k1). Dans le milieu 2, un seul champ électrique est présent: le champ interne & la sphére
2:

EQ (erQ) = ERg {\Ift (erQ)} .62 (67)

Notre premiere partie est terminée. En effet, avec les expressions (65), (66) et (67), nous disposons de
toutes les expressions dont nous avons besoin.
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4.2.2 Expression de la continuité tangentielle des champs

Nous allons & présent utiliser la continuité de la composante tangentielle du champ électrique sur les
différentes interfaces. A D'interface (0, 1), nous avons:

[Eo(koRa)]p = [Ex (ki Ra)ly
[Rg {®" (koR1)} .0 + ¥ (koRy1).fo), = [Rg {®' (kiR1)} .e1 + ¥ (k1Ry) .J,[CII’Q].fl]T

ot {a} désigne la composante tangentielle ar du vecteur a. Comme nous I’avons déja vu dans la section
2.4, cette relation de continuité permet d’obtenir I’équation qui relie les coefficients des champs du milieu
0 a ceux des champs du milieu 1:

b (ko) eol 3, + ks (ho ) [fol¥, = bt () ea] 3, + Kot (k1 B0) [0 1]

(68)
k1), (koRy) [eoln, + k165, (KoRa) [foln, = kot (k1 R1) [ea], + Kko&, (k1 Ra) [ngll’z]-fl]

nm

ol Yy, (x) et &, (x) sont les fonctions de Ricatti Bessel définies par les relations 1, (z) = zj,(x) et £, () =
xhy (). Le systéme ci-dessus est pour chaque couple (n,m) un systéme de deux équations & 6 inconnues:
[el]l,:/[m , [el]l,jm , [fl]an, [fl]gm ,[fo]l,:/[m , [fo]gm' En effet, nous rappelons que les coefficients [eo]l,:/[m et
[eo]gm seront pris comme données initiales du probléeme, et nous chercherons a exprimer tous les autres
coefficients en fonction de ces coefficients.

De méme, la continuité de la composante tangentielle au niveau de l'interface (1,2) nous amene les

équations:

[E1(k1R2)lp = [E2(k2R2)]
[Rg (W' (k1 Ro)} T2 ey + W (ki Ro) .fl}T — [ (kyRo) 2] 1

kotby (k1 R2) {J;g’l)ﬁl]M + k2&n (k1 R2) [fl]an = k1t (k2 Rs) [62]an

R (69)
kot (k1 Bo) [T ea] 4 ko, (ki Bo) (£, = bt (kaRo) e,

Ces deux dernieres équations comportent 6 inconnues: [el]xn, [el]gm, [ fl]xn, [ fl]fm, [eg]xn, [eg]fm.

Nous avons ainsi 4 équations a 8 inconnues. En faisant un travail similaire avec le champ magnétique,
nous aurons 4 nouvelles équations pour les mémes inconnues, ce qui nous fera en tout 8 équations et 8

. . . . . M N
inconnues. Nous pourrons ainsi exprimer les 8 inconnues en fonction de [eg],,,,, €t [€0],m-
Pour ce, considérons la relation de Maxwell (26):
OB (r,t)
VAE(@t)=——2"+
(r,t) Py
Cette relation est vraie dans les milieux 0,1 et 2. On en déduit donc que:
twpy pacHi(r) = V A E(r) (70)

avec | = 0,1,2, Lyee perméabilité magnétique du vide et w la fréquence temporelle de 'onde excitatrice.
En tenant compte du fait que les champs électriques dans les 3 milieux sont.

Eq (k}orl) = ERg {\Ift (korl)} .o+ FE Wt (korl) .fo
E; (kirs) = ERg { ¥ (kir2)} I ey + EW! (kyro) . fy
E2 (kgrg) = ERg {‘I’t (]fgrg)} €2

et que 'on a les relations sur les vecteurs de base:

V ANy m(kr) = kM, m(kr)
V AM,, m(kr) = kN, (kr)
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et ainsi par conséquent les expressions:
AVAA (\Ilt(klr).el) =Y A ({ (klr) (klr)} [ :|)

= {kN (kir) , kyM () [ ]

v A @) = o (9. [ G ])

l

on en déduit:

V/\Eo(korl) Ekg { ¢ [ eON :| ¢ |: f(l)\l :|}
Ho(k = — = - Rg{¥*(k . + Wk .
o(kor1) 1010 fhvas tofvae 9{ ( 01'1)} e%’l (kor1) f(l)\/[
Ekq 21 [ e m
H,(k = Wik J. 1 Wik . L
1(k1r2) T {Rg{ (kira)} . Jy [ M + W' (kire) ™
Eko eN
H _ e \I’t 2
a(kors) = wuwvacRg{ (kora)} . [ eM ]

et ainsi & partir des relations de continuités de la composante tangentielle de H:

[Ho(koR1)l7
[Hi1 (k1 R2)lp

[H1 (k1 R1))p
[Ha(k2R2))

on obtient les 4 nouvelles équations recherchées:

111}, (koRy) [eolnm, + 1165 (koR1) [folnm = Hoty (k1 Ra) [ex]yn, + 110&) (k1R1) [ T2 ]

(71)
piton (KoRx) [eol, + i1&n (ko Ra) [folpi = potn (k1 Ry) [er], + poén (k1 R1) [J,Li*”.fl]nm

2y, (k1 Rs) [J[ . el}M + 2 &, (k1 R2) [filny, = 1 ¥, (k2R2) [e2]ym,
p2ty (k1R2) [J;[fl’l]-el] et (kiRe) [filnmn = H1¢n (k2 Ro) [ea]yy,,

Pour relier eg et fy, nous allons procéder en 3 étapes:
a) exprimer fy en fonction de eg et f1: nous aurons une premiére expression matricielle de la forme

fo= fleo, f1)
b) exprimer f; en fonction de e1: nous aurons une seconde expression matricielle de la forme f; = g(eq)
¢) exprimer e; en fonction de eq et fy: nous aurons une troisieme expression matricielle de la forme
e1 = h(eo, fo)

Grace a ces trois relations, nous aurons finalement:

fo = f(eo, g(h(eo, fo)))

qui nous permettra d’exprimer fo en fonction de eg.
Etape a: recherche de fo = f(eq, f1)

Nous allons utiliser les 8 équations (68), (69) et (71) afin de déterminer la matrice de transfert 71
qui permet de relier ey & fy par analogie & la matrice de transfert d’une seule sphere: fo = 719.€¢9 . Si
la sphere 2 n’existait pas, c’est & dire si la sphere 2 avait la méme permittivité électrique relative et la
méme perméabilité magnétique relative que la sphere 1, on aurait bien évidemment 779 = T](l) ou T(l)
est la matrice de transfert que nous avons défini en (23) et (24) dans la section 2.4. Utilisons dans un
premier temps les deux équations:

M
paty, (ko Ra) [eolm, + 1€, (koRa) [folym = tow, (k1 Ry) [e1]yn, + 1€, (k1 Ry) [Jz[ell’2]~f1] (1)

bt (ko) [eal™, + kr (oR) Lol = Kot (k1) [er 3 + kot () [ 72]
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- M . . .
Eliminons le terme [e1],; nous obtenons une simple équation que nous pouvons mettre sous la forme:

[folmm = [Tholy" [eolm, + [Qo]' [J,[cll’z].fl]i

et que nous pouvons généraliser aux coefficients sur N :

ol = [Trol fealy, + [Quilit [77-11] A=M,N (73)

A
nm
Les expressions des différentes matrices intervenant dans la formule (73) sont obtenues en résolvant le
systeme d’équations (72).

Nous avons par exemple pour les matrices [Tlo]: ( A =M,N) les formules prises avec [ = 0:

%én (klRl-i-l) - pl+1,l<pn (kl+1Rl+1)
Pi+1,Pn (kip1Rig1) — 220, (kiRigr)

1223
~ M
X [Tl—l—l,l}

)
)
( )
)
Un (iBig1) | L@, (ki1 Risr) — pre1, 1@ (ki Riga)
)
)
)

n

P41, %0 (ki Riy1) — B2 (ki1 Riy)

122

X [ﬁﬂ,l] N (74)

n

Si nous donnons 'expression générale (74), c’est tout simplement parce que nous aurons besoin de cette

expression pour des valeurs différentes de [ dans la section suivante. Mais revenons a notre systéeme

de deux spheres enrobées. Les fonctions ®,, et ¥, sont les dérivées logarithmiques des fonctions de

Riccati-Bessel, préférables pour I’étude numérique [41, 42, 43, 44, 45, 46]:
¥y, (kr)

O, (kr) = %m% (kr) = RO (kr) = ﬁlnén (kr)

()
&n (k1)

L’autre matrice qui intervient dans la formule (73) est la matrice [Qm]g , (A =M, N). Elle est donnée
par la formule ci dessous, prise pour | = 0:

1 )
[Ql,l-i-l]nM = [ (75)
&n (kiRi1) Yn (kg1 Rigr) =55 U (kiRiv1) — pig1,i®@n (Kipa Riva)
1 o™
& (kiRig1) Yn (kiy1 Risa) { l’lH]n
1 7
[lel‘f'l]? = i1
&n (kiRig1) ¥n (Kip1 Riva) pryaaWn (KiRig) — 55 @ (kis 1 Rig)
1 - N
= & (kiRis1) Yn (kg1 Riga) [Q”“]n

Nous pouvons alors mettre la relation (73) sous une forme matricielle, en remarquant que la matrice Ty
(dont les éléments de base sont donnés par (74)) et la matrice Q1o (explicitée par la relation (75)) sont
en fait de par 'expression de leurs composantes des matrices diagonales de la forme:

O_ OMM OMN
- ONM ONN

avec
O . = OAB OnwOm.u (Ol (76)

n

et [O]g pouvant étre [Tl+1,l]A ol [QHL;]A suivant la matrice explicitée. La relation (72) s’écrit ainsi

n n

plus simplement sous forme matricielle:

fo=Tio-€0 + Q01-J;[c11’2].f1 (77)
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Pour obtenir fy en fonction de eg, il ne nous reste plus qu’a éliminer f;. Nous le ferons en deux temps.
Nous relierons f1 & eq, puis e; a eg et fy.

Etape b: recherche de f1 = g(e)

Considérons les équations déja établies:

M
kotbn (k1 Ro) {J,g?’l)-ﬁ]nm + ok (k1R2) [filny, = k1t (k2R2) [e2]pm

M
patly (ki Ro) [T er| o) (knRo) (£, = oa i, (koBRo) [eally,

Q . o M M M o

C’est un systeme de deux équations & trois inconnues: [e1],,, , [fi],n €t [€2],,- Eliminons les termes
M - . . . M M qop . . .

[e2],,,, ; hous aurons ainsi une équation reliant [ei],,. et [fi],,, . Si 'on fait le méme travail sur les

nm.

coefficients des vecteurs N, on obtient une nouvelle relation matricielle entre f; et eq :
fi= T21-J;£21’1]~€1 (78)
ot l'on retrouve la matrice To définie par la formule (74).
Etape c: recherche de e; = h(fo, eg)

Si de plus on considere & nouveau les relations (72), on peut cette fois ci éliminer tout ce qui concerne
f1 et en déduire une relation du type:

e1 = Vig.eo + Uio-fo (79)

ol les matrices Vig et Uyg sont de terme général:
M. Hi+1
Vitral, = in (kiBis1) €n (ki1 Riv) (7 n (BiRiv1) = piv1,1 ¥y (kl+1Rz+1)>

- M
= Yy (kiR111) €n (k141 Riy) [Vl+1,l]

n

[Vigr,n = ithn (kiRig1) €n (ki1 Rigr) (Pl+1,l‘1>n (kiRi11) — % n (kl+1Rl+1)>
~ 1N
= Yn (kiRit1) & (kip1 Rig) {Viﬂ,z]

n

U] = i€n (kiRis1) En (ki1 Ris1) <%\Pn (kiRit1) — pi41,%n (kz+1Rz+1)>
~ M
=& (kiRiy1) &n (kg1 Rigr) [Ul+1,l]

n

U1, = i€ (kiRis1) En (kg1 Risr) (pl+1,l\1fn (kiRy1) — %\Pn (kl+1Rl+1)>
. 4N
= & (kiRiy1) &n (Kipa1 Risa) [Uz+1,z]

n

En utilisant alors (77),(79) et (78) , on obtient finalement la relation recherchée. En effet, ces relations
sont:

fo="Tho-e0 + Q01-J;[c11’2]‘f1
fi= T21-JE’1]-61
e1 = Vio-eo + Uro. fo
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Ainsi, nous avons:

Jo ="Tho.e0 + Q01-J;[cll’2]-f1
=Tio.€0 + Qol.J][;’Q].Tgl. E’l].el
fo ="Tho-e0 + Q01-J,[;’2]-T21-J,[621’1]- (Vio-eo0 + Uio-fo)

soit:

fO (I - QOl.JI[Cll’ﬂ.T21.J][€21’1]-U10) = (TIO + QOI'J][gll’z]‘T21-J1[621’1]“/10) .€0
et finalement
Tio + QorJi 2 T TN Vi

I— QOl.J][cll’Q].Tgl.J][j’l].U10
= ']'10.60. (80)

fo=

€0

On remarque de plus que les trois relations (77),(79) et (78) nous permettent d’obtenir e; et f1 en
fonction de eg. Il ne nous reste plus que ey a déterminer en fonction de eg, et 'ensemble des champs
électriques se trouveront exprimés ainsi en fonction du champ excitateur. Ceci se fait trés simplement
par la relation de Mie, puisque 'on a:
1,2 2
J][ﬁ ]fl = Tl( ).62

ol Tl(z) est la matrice de Mie diagonale de la sphere 2 définie par les relations (23) et (24) dans la section

2.4.1. On a en conclusion: .
ey = (Tl(g)) .J][cll’g].fl

Tous les champs électriques sont bel et bien exprimés en fonction du champ électrique de ’onde excitatrice.
La matrice de transfert 779 est bien la matrice dont nous aurons besoin pour exprimer la force exercée
par l'onde incidente sur les deux sphéres enrobées uniquement en fonction de eg, et ce grace a la formule
(43) :

€vaceoEl2 + GvaceoEQ "
F,=——rp— X.ofopr — = .
sz Re{(eo) Tfo} — e (f0)' Tofy
€vaceoEl2 + Gvac€0E2 T
F,=——-— Y. Tqp. — ————— (Tho. Y. Tho.
2k(2] Re {(60) 10 60} 2k(2] ( 10 60) 10-€0

formule ot le symbole T désigne le transposé conjugué. Nous pouvons donc calculer la force exercée par
une onde lumineuse sur une un systéme de deux spheres enrobées. Généralisons notre résultat & un
systeme de spheres enrobées au nombre arbitraire.

4.3 Cas a plusieurs spheres

Passons a présent a plusieurs spheres. Le systeme que nous allons étudier est représenté figure 49.

I1 est constitué de N spheres imbriquées a la maniere de poupées russes. Le centre de la sphere [ forme
avec l'origine un vecteur x;. A chaque sphére [ est associé un milieu [, et les paramétres du probleme
qui vont avec: permittivité électrique relative ¢;, perméabilité magnétique relative g, rayon de la sphere
R;, champ électrique Ey,.... Ce que nous voulons, c¢’est exprimer le champ diffusé en fonction du champ
excitateur, afin de pouvoir appliquer la formule (43). Nous donnerons & nouveau une solution compléte
du probleme, en exprimant tous les champs présents en fonction du champ excitateur Eqg. La démarche
sera analogue & celle utilisée dans le cas & 2 spheres, on exprime les champs électriques E; présents dans
chaque milieu [/, puis on utilise les relations de continuité tangentielle a la surface des spheres. C’est
pourquoi nous irons un peu plus vite dans cette partie.
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<

"

- =

Figure 49: Systéeme & N spheres enrobées

4.3.1 Expression du champ électrique présent dans le milieu |

Pour [ variant entre 0 et N — 1, le champ électrique total E; dans le milieu [ est la somme du champ
diffusé par la sphere [ + 1, Eg;, et le champ excitateur sur la sphere [ + 1 E.; :

E.; (kir;)) = ERg {\Ilt (k:lrl)} .€y
Eq (kiriy1) = EY (kirgq) . fi
E; (kir) = Eei (kiry) + Egy (kirig1)
E; (kir)) = ERg {®" (kir1)} .er + E®* (kyry) I gy

En ce qui concerne la sphere N, on a :
Exn (kNI‘N) =FETRy {‘I’t (kNI'N)} -EN

4.3.2 Expression des relations de continuité tangentielle

Les relations de continuités des champs électriques et magnétiques a la surface des différentes spheres
s’écrivent, avec | entier entre 0 et N — 1:

[Ei(kiRi41)]p = [Erg1 (ks Rig1)p (a)
Hi (ki Ri1)lp = [Higr (kg1 Riga)] 7 (b)

ce qui se traduit en terme d’équations par:

kl+

( Fip1¥n (kiRisn) leddmn, + kig1&n (kiRigr) [filmw = Kiton (ki1 Risr) lerra], + ki&n (kip1 Ris1) [J[Hi’l“]
a
ki, (kiRiga) led, + ko€l (kiRia) (Al = kbl (ke Rega) leralng, + ki€, (ke Rigr) [Jz[el:i’m]

-fl+1]
-fl+1}

b pe1¥ly (kiRis) ledmm, + tis1€l (kiRit1) [film, = ity (kie1 Risr) [ereilmm, + &l (kis1 Rig) [J;E:ll’lw]‘fwl]
fis1¥n (kiRigr) [l + p1&n (kiRir) [filN, = tuton (kier Rigr) leira], + pun (ki1 Riga) [J,L’:}’l“].fm]
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si [ est un entier compris entre 0 et N — 2 et:

M
@ knyn (kn-1BN) [Jkg]\[ Ven-1 ﬁm-HfNﬁn (kn—1RN) [fn—1lpm = kn—10n (ENRN) [en]n,
a Z
knty, (kn-1RN) [J,E]:]Y Ve No1| kv (kv BN) [Nl = kx-1t), (kN BN) len]n,
M
unYy (kn-1RN) [Jz[ﬂi\v”\lf enos ]W+MN§n (kn-1RN) [fv-1lym = -1 0, (kv RN) [en]nm,
NP (kn-1RN) [Jl[ejz\\{j\f Yey :nm + unEn (kN—1BN) [fN—1lnem = in—1n (kN RN [en]ny,

pour [ =N — 1.

4.3.3 Matrice de transfert reliant f; a ¢

En utilisant les équations ci dessus, on retrouve la généralisation des relations trouvées dans la section
4.2:

gL+
fr=Tepge + Queni 7 fin avec | entier entre 0 et N — 2 (81)
i1 = Vigrer + Ui fi

In-1=TNnN- 1J,[C§VIN !
:(T1( ) Jz[chlN]fN 1

Prenons par exemple les 2 relations suivantes:

1+1,0
Ji="Tie0+ @ l+1J;[c:i i (a)
err1 = Vigrger + Uip1,0fi (b)
et ajoutons lui la relation:
Ji=Ti1,.e (c)
Jir = Tio41-€141 (d)

Les matrices 7;41,; sont des matrices de transfert généralisées dont nous allons déterminer I’expression.
Des relations précédentes, on déduit:

(a)+(d) : fi=Tt1,e0 + Ql,l+1J[lJr o ]T+2,l+1‘€l+1 (e)

kit1

ei+1 = Vigrier + Ui fi (b)

soit

(e)+(b) : fi = Ti41.e1 + Ql,z+1J[l+ o ]T+2,l+1~ (Vis1,e1 4+ Uisa,-11)

ki1

I+1,1+2 I+1,1+
f. (I - Ql,l+1e];[c,,+1 ]7?+2,l+1.Ul+1,l) = (Tl+1,l + Ql,l+1J1£l+1 ]7?+2,l+1Vl+1,l) €1

141,142

Tiy1,0 + Quiv1 J;[cl+1 ]7f+2,l+1Vl+1,z

T L -
— Qui+ 1+2,0+1-Ul41,1

ki1

et donc:
141,142
Tiy1g+ Ql,l+1'];[cl+1 ]7f+2,l+1Vl+1,z

151,142
I— Ql,l+1J;[cl+1 40041 U

Ti10 = (82)

De plus, nous avons:

fN-1=TnnN- IJI[cZIN en-
et donc Ty, n—1 = Tn,N-1 Jz[cﬁlN !
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Pour calculer les matrices 741, on utilise ainsi une récurrence inversée, puisque I'on connait Ty, n—1.
Finalement, afin d’obtenir tous les champs en présence, on procede de la facon suivante:

1) on évalue toutes les matrices 7;41,; griace & la récurrence inversée ci dessus; & cet instant, nous
avons la matrice 77 ¢ dont nous aurons besoin pour calculer la force exercée par 'onde incidente sur le
systeme de spheres enrobées.

2) on calcule fy en fonction de eg grace a 77 .

3) les relations (81) nous permettent d’obtenir f; et e; & partir de eg et fo, et ainsi de suite jusqu’a
EN.

4.4 Applications numériques

Le systeme que nous allons considérer dans cette application numérique est un systéme de 2 spheres
diélectriques concentriques, soumises & une onde plane incidente, représenté figure 50. L’onde plane a un

Figure 50: Systeme étudié de deux spheres enrobées concentriques soumises a une onde plane incidente.
L’origine du repere est prise au centre des spheéres.

vecteur d’onde k grace auquel on définit une direction z selon le vecteur unitaire:
k

zZ=—

k

Elle est polarisée suivant un vecteur unitaire y orthogonal & z. Sa longueur d’onde dans le vide est de
0.532nm, et elle se propage dans un milieu incident d’indice optique ng. Elle illumine un systéme de deux
spheéres concentriques, dont le centre commun est pris comme origine O de notre repere. Les spheres
seront par la suite immobile. Nous avons une sphere extérieure dont les caractéristiques sont indicées 1;
elle a pour rayon R; et pour indice optique ni. La sphere intérieure est elle indicée 2, avec par conséquent
un indice optique no et un rayon Rs. On définit un rapport d’enrobage r comme étant égal a:

e
_n

Ce rapport varie ainsi de 0 a 1. On définit également 2 contrastes d’indices: p; entre le milieu incident et
la sphere extérieure et po entre la sphere intérieure et la sphere extérieure. Ces contrastes d’indice sont
définis & ’aide des indices optiques selon les relations:

i n2

pP1L=— p2 = —
no ni

Enfin, nous allons définir 2 efficacités totale de piégeage: la premiere, Qpe, sera celle du systeme de la
figure 50; la seconde, @),, sera associée au méme systeme sans la sphere 2; la sphere 1 est alors une
sphere pleine. Notre étude consistera a nous intéresser a ’évolution du rapport Qpe/@, en fonction des
parametres du probléme. Si ce rapport est supérieur & 1, 'utilisation de sphéres enrobées apportera des
gains en piégeage, soit une amélioration du piégeage. Si il est inférieur & 1, il y aura des pertes, c’est a
dire dégradation du piégeage.

Sur la figure 51, nous avons étudié I'influence sur le rapport Q,./Q, de la taille de la sphére extérieure
en faisant varier son rayon R; entre 0 et 2.5\ pour différents taux d’enrobage: 0.5 (courbe solide) et 0.33
(courbe en pointillées). Dans les 2 cas, nous avons pris:

1.45 1.59
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Q./Q,
1.8
1.7
1.6
1.5,
1.4
1.3
1.2 > -

1.14- Vg . -

1.0 . . . . .
00 05 10 15 20 25

R/A

Figure 51: Variation du rapport entre les efficacités de piégeage Qpe et @ en fonction du rayon de la
sphere extérieure. La courbe en trait plein correspond & un rapport d’enrobage de 0.5, celle en pointillés
a un rapport de 0.33. Dans les 2 cas, nous travaillons avec les valeurs ps = 1.59/1.45 et p; = 1.45/1.33.

c’est & dire une sphere extérieure en verre enrobant une sphere en latex, baignant dans de 1’eau.

On voit que le piégeage est amélioré par ’enrobage, quel que soit le rayon de la sphere extérieure. De
plus, il présente de nombreuses résonnances, qui sont des résonnances géométriques liées aux parametres
Ry et Ry. Changeons le milieu 2:

1
Ng = 1.33 p2 = —
P1

et gardons un taux d’enrobage de 0.33. La variation du rapport Q,./Q, en fonction de la taille de la
sphere extérieure est indiquée figure 52.

Q./Q,
1.05)
1.00)
0.95
0.90
0.85

0.80 : : : : .
00 02 04 06 08 1.0

R/A

Figure 52: Variation du rapport entre les efficacités de piégeage Qpe €t @) en fonction du rayon de la
sphere extérieure avec les valeurs ps = 1.33/1.45 et p; = 1.45/1.33 et un taux d’enrobage de 0.33.

On se rend compte que le piégeage peut étre dégradé, c’est a dire que 'efficacité de piégeage Q)pe peut
étre inférieure a @), si le milieu 2 & un indice inférieur a celui du milieu 1.

Ces résultats semblent logiques: nous avions vu dans le cas & une sphére pleine que le piégeage était
amélioré quand l'indice optique de la spheére augmentait. On retrouve le méme résultat avec les spheéres
enrobées en considérant 'indice effectif n15 de la sphere enrobée: si ny > nq, alors ni2 > nj et le piégeage
dans le cas de 2 spheres enrobées est amélioré par rapport au piégeage & une sphere pleine d’indice nq,
et ce quel que soit le taux d’enrobage. Lorsque la sphere 2 & un indice inférieur a celui de la sphere 1,
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I'indice effectif de la sphere enrobée est inférieur a ny: le piégeage peut donc étre diminué.

Voyons ce qui se passe si les parametres p; et ps sont constants, et que l'on fait varier le taux
d’enrobage. Prenons a nouveau comme milieu incident I’eau, une spheére extérieure en verre et une sphere
intérieure en latex, et faisons varier le taux d’enrobage. Le résultat est indiqué 53.

ch/ Qp
161
14
121
101

8-

6_

4]

2

0 : . . . .

00 02 04 06 08 1.0
R/R,

Figure 53: Variation du rapport entre les efficacités de piégeage Qpe et @p en fonction du rapport
d’enrobage, avec les valeurs p = 1.59/1.45 et p; = 1.45/1.33.

Le piégeage s’améliore lorsque le taux d’enrobage augmente. On aurait & nouveau pu deviner ce
résultat: puisque 'indice de la sphére 2 est supérieur a celui de la sphere 1, 'indice effectif de la sphere
enrobée augmente avec le taux d’enrobage, ce qui a pour effet d’accroitre I'efficacité de piégeage de la
sphere enrobée Q.. Les résonnances géométriques sont toujours présentes, et on observe que l’enrobage
peut multiplier par 10 I'efficacité de piégeage. Sil’on prend ps < 1, c’est 'inverse qui se produit: 'indice
effectif de la sphere enrobée diminue lorsque le taux d’enrobage augmente, ce qui entraine une dégradation
du piégeage.

A présent, gardons les rayons et p; constants, et faisons varier po. Nous pouvons tenter de prédire le
résultat: lorsque p2 < 1, 'indice effectif de la sphére enrobée est inférieur a nq: le piégeage est dégradé.
Lorsque ps > 1, c’est l'inverse qui se produit: le piégeage est amélioré. Mais le taux d’enrobage entre en
compte.

Q,/Q,
30
25
201
157
10

5.

0 . . . . : .
00 05 10 15 20 25 3.0
P>

Figure 54: Variation du rapport entre les efficacités de piégeage Qpe et @) en fonction de p2. Le rapport
d’enrobage est de 0.5

Sur la figure 54 est repésentée 1'évolution du rapport Qpe/Q), en fonction de la valeur de pa, avec pq
a nouveau égal & 1.09, et un taux d’enrobage égal a 0.5.

113



4 SPHERES ENROBEES

Le résultat n’est pas tout & fait ce que nous attendions: si le piégeage augmente bien lorsque ps > 1,
la dégradation du piégeage n’est pas systeématique pour p2 < 1: on trouve dans cette plage de po des
valeurs proches de 1 pour le rapport Qpe/Q,. En effet, on ne peut pas faire varier po indépendament de
p1, du fait de la définition méme des contrastes d’indices. Sion a pa < 1/p1, cela correspond & une valeur
de nqy inférieure a celle de ng, voire méme inférieure & 1 pour des valeurs de p2 < 1/ng. Dans le cas ol
p2 < 1/p1, on peut avoir des valeurs pour I'indice effectif de la sphere enrobée inférieures & U'indice du
milieu incident (ce n’est pas systématique, et cela dépend aussi du taux d’enrobage).

Des oscillations dues aux résonnances géométriques apparaissent a partir de po ~ 1.2, et le gain
maximal est de I'ordre de 25 pour pe proche de 2.5. Comparons ces 2 valeurs & une sphere enrobée ayant
un taux d’enrobage inférieur, ici de 0.125. Toutes les autres caractéristiques du probléme sont les mémes.
Le résultat est indiqué sur la figure 55.

Q,/Q,
6-

5
4.
3
24

00 05 10 15 20 25 30

P,

Figure 55: Variation du rapport entre les efficacités de piégeage Qpe et @) en fonction de ps. Le rapport
d’enrobage est de 0.125

La forme de cette courbe est la méme que celle représentée sur la figure 54: on observe un piégeage
ni amélioré, ni dégradé pour des valeurs de po inférieures a 1 et un gain pour ps > 1. Le fait d’avoir un
taux d’enrobage inférieur amene des extrémums pour @Q,./Q, moins prononcés: par exemple le gain de
piégeage maximal est de 6. C’est normal si on considére a nouveau l'indice effectif de la sphere enrobée, qui
diminue avec le taux d’enrobage, dégradant alors le piégeage. Les résonnances géométriques commencent
pour une valeur de ps &~ 1.8, plus élevées que la valeur de 1.2 observée avec un taux d’enrobage de 0.5.

4.5 Conclusion

Nous venons de présenter une méthode récursive permettant d’évaluer les champs électriques et magnétiques
présents dans un systéme composé de N spheres multicouches. Ces champs sont donnés sous forme de
décomposition en vecteur harmoniques sphériques, ce qui nous autorise & appliquer notre formule (38).
L’utilisation de spheres enrobées peut ainsi permettre d’améliorer 'efficacité de piégeage, en augmentant
I'indice effectif d’une sphére. De plus, elle peut nous permettre de modéliser des organites biologiques,
composées d’une membrane recouvrant un milieu d’indice optique différent.
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5 Modélisation d’un faisceau laser

5.1 Introduction

La modélisation d’un faisceau laser est indispensable pour modéliser des pinces optiques. En effet, celles-
ci utilisent des faisceaux lasers extrémement pincés afin de pouvoir créer de forts gradients d’intensité
lumineuse, nécessaires aux piégeages. Les particules diélectriques peuvent ainsi étre piégées dans des
régions de fortes intensités. L’un des principaux défis de la théorie est de prédire des valeurs de forces
optiques cohérentes avec ’expérience. Nous avons déja vu précédemment que nos valeurs prédites étaient
de 'ordre du pN, ce qui s’accorde avec la plage de valeurs usuellement mesurées par les expérimentateurs,
et qui est de 1 & 100pN [63, 64, 65, 66, 67] Ces mesures permettent aux expérimentateurs de connaitre
par exemple les forces a I’échelle moléculaire, pour la manipulation d’organites biologiques par exemple.
On peut également attacher des spheres diélectriques & des molécules, des membranes ou des cellules.
Ayant calibré les spheéres en mesurant les forces optiques qu’elles subissent, on peut évaluer des forces de
liaison ou de tension des organites ainsi étudiés [70].
Nous avons démontré dans la section 2.4 que la force optique axiale est donnée par la relation (42):

€oemF?

€0€m F>
2k2

F, = Re {eT.T.T;e} —

YE (e.T).T.T.e

ou e désigne le vecteur coefficient du champ électrique excitateur et T la matrice de transfert de la
sphere. La direction z est la direction de propagation du faisceau, et k£ la norme de son vecteur d’onde.
L’amplitude E est celle du champ électrique associé a 'onde incidente, que nous appelons a nouveau
champ électrique excitateur. On a de plus exprimé la force a I’aide de la permittivité diélectrique relative
du milieu incident e,,.

L’inconnue dans cette formule est donc le vecteur coefficient e, provenant de la décomposition sur
une base d’harmoniques sphériques du champ électrique excitateur. Nous verrons une décomposition
possible dans la section 5.2, que nous ferons a 'aide du modele de Davis. Bien que ce modele soit une
approximation peu réaliste de faisceaux utilisés dans le cadre de pinces optiques, nous 'utiliserons car il
nous permet de relier simplement les calculs de forces optiques & la puissance incidente du laser, et ainsi
vérifier la qualité de nos mesures. Nous comparerons aussi le modele de Davis au modele gaussien, plus
connu. Cette comparaison nous permettra de mettre en évidence la différence entre intensité lumineuse
d’un faisceau, égale au module du champ excitateur au carré, et irradiance du faisceau, définie & partir
du vecteur de Poynting. Enfin, nous donnerons quelques applications numériques utilisant le modele de
Davis dans la section 5.3.
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5.2 Formulation théorique.

Considérons un milieu incident qui possede une permittivité électrique relative €, et une perméabilité
magnétique relative pu,,. Dans ce milieu incident se propage un faisceau laser axisymétrique ayant un
vecteur d’onde dont la norme est égale a k dans le ce milieu. Nous allons prendre le point de I'espace
ou la symétrie du faisceau est maximale comme étant I'origine O du repere que nous allons utiliser.
Typiquement pour un faisceau laser, ce point est au centre de la zone de Rayleigh, et c’est généralement
en ce point que 'amplitude du champ est maximale. Définissons le repere dans lequel nous travaillerons
en prenant pour direction z celle de 'axe de symétrie du faisceau incident. Pour compléter notre base
cartésienne, on impose aux vecteurs unitaires (X,y,z) de former un triedre direct. L’axe Oz ainsi obtenu
est celui par rapport auquel on définit les coordonnées sphériques angulaires 6 et ¢. Le champ électrique
excitateur E. associé & ’onde incidente se décompose sur la base ¥! suivant la relation :

E. (kr)=E Z Ry {[Mn,m (kr)]} enM,m +Rg {[Nn,m (kr)]} eﬁm (83)

= ERg{[M(kr),N (kr)|} e
E. (kr) = ERg {®" (kr)} e
La base ¥ est une base infinie composée des vecteurs:
W' (kr) = [Mj 1 (kr),M;i g (kr), M _1 (kr),...,Ny1 (kr) ,Nyo (kr) , Ny _; (kr),...]

La notation Rg¢ signifie qu’il faut prendre la partie réguliere des vectyeurs de base, c’est a dire des vecteurs
qui ne divergent pas a lorigine. Le vecteur coefficient e détermine entierement le champ électrique
excitateur & une constante multiplicative pres, que nous avons noté E. C’est cette constante E que nous
nous proposons d’exprimer a l'aide de 'intensité du faisceau incident, par 'intermédiaire du vecteur de
Poynting. Ainsi, nous pourrons relier nos calculs de forces a I'intensité du faisceau incident.

5.2.1 Lien entre E et le vecteur de Poynting

Tout d’abord, nous allons exprimer le vecteur de Poynting du faisceau incident, S (r). Celui-ci est défini
par la relation:

1
Se = 5 Re {EZAHG}

ou H, désigne le champ excitation magnétique associé a 'onde excitatrice. Etant donné que nous tra-
vaillons avec un faisceau laser arbitraire, nous allons définir la direction de propagation du faisceau par
I'intermédiaire du vecteur de Poynting & 'origine:

u. =S¢ (0)/[Se (0)]
Pour un faisceau axisymétrique, le vecteur de Poynting est axiale & 'origine. Ainsi, on retrouve 1’égalité:
zZ=1u. =S¢ (0)/[Sc (0)|

Utilisons la relation de Maxwell-Faraday afin d’exprimer H.. Cette relation s’écrit:

)
— B (kr) = VAE. (k)

avec B, champ magnétique associé a ’onde excitatrice. Les champs utilisés sont supposés harmoniques,
et leurs dépendances temporelles sont en exp(—iwt). Ainsi, opération de dérivation temporelle se réduit
a une multiplication par —iw. De plus, les vecteurs H, et B, peuvent étre reliés par la relation de
défintion de H, :
B.
Hm K0

expression ou on a introduit la perméabilité magnétique du vide ug et la perméabilité magnétique relative
du milieu incident p,,. L’équation de Maxwerll-Faraday devient par conséquent:

H. =

0
—aBe (kr) = VAE, (kr)
iwpmpoHe (kr) = VAE, (kr)
1
H, (kr) = ——VAE, (kr
( ) W b b0 ( )
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Les vecteurs de base My, , (kr) et Ny, ., (kr) ont leurs rotationnels qui vérifient les relations:

V ANy m(kr) = kM, m(kr)
V AMy, m(kr) = kNy m (kr)

On en déduit ainsi ’expression du rotationnel du champ électrique excitateur:

VAE, (kr) = VA (ERg { " (kr)} )
=ERg {VA¥' (kr)} e
VAE, (kr) = kERg {IN (kr),M (kr)]} e
En outre, si on considere I'équation:
N T
avec €,, permittivité électrique relative du milieu, on obtient finalement I’expression de H, :

1

H, (kr) = R VAE (kr)
— iwlfnuo Rg{VAT (kr)}e
kE
— (N () M (b)) €
= SOOI (1N (), M ()]}
Hm o
H, (kr) = —iE, | Rg {IN (kr),M (kr)]} e

Hm o

Le vecteur de Poynting s’écrit alors:

Se (r)

% Re {E? (kr) AHL (kr)}

37| 220 e { (R {[M (k) N (k)] €)" A (Rg (N (k) M (ko)) )}

Nous allons a présent expliciter la valeur a 'origine de S.. Gréace a celle-ci, nous pourrons donner une
valeur en fonction de ||S¢(0)]| & la constante E.

| Mais il va nous falloir exprimer les champs excitateurs a ’origine, et par conséquent, utiliser
les limites & 'origine des vecteurs de base M., et N,,,,,. Pour ce, rappelons leurs expressions :

Rg{Mm(kr)} = jn(kr)Xpm (6, P)

1 . . '
Rg{Nom(kr)} = = { /000 1) (k)Y (6,0) + (6150 (k)] Zom (0, 0)}
Les vecteurs Xpm (6, @), Ynm (0, ¢) et Zpm (0, ¢) sont les 3 vecteurs harmoniques sphériques
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(VHS) donnés par les relations (cs annexe B):

_ V@,d) A Ynm (9, ¢)
X (6, ¢) = n(n+1)

Ynm(O, d)) = Ynm(ov ¢)/r\
_ VogYun(6,9)

an 9?
(6,9) n(n+1)
~0 ~1 0
Voo = 9% * ¢sin08_¢

Ym0, ®) = Ynm Py (cos 0)«3""‘Zb
- \/(271 +1)(n— m)!

4w (n 4+ m)!

P (cos) = (=)™ (1—cos?0)? o

n - onp) 0 cos™ f)
les 3 vecteurs T, 0 et 5 sont les vecteurs unitaires de la base sphérique que nous utilisons, Vy 4
est le laplacien angulaire, vy, est un coefficient de normalisation et P/* désigent les fonctions
généralisées de Legendre. Pour obtenir 'expression des vecteurs de base a l'origine, il nous
faut faire tendre la coordonnée radiale r vers 0. Seules les fonctions de Bessel contiennent la
coordonnée radiale dans les expressions des VHS. La limite de la fonction de Bessel sphérique
de premier ordre j, a l'origine est:

(cos?f — 1)"

lim j (kr)—ﬂ n>0
e N DYSIE TR
limite & partir de laquelle on dérive les formules:

. gnlkr) (kr)"_1
lll% kr (2n+ 1)”,71 >0

. / n—1
lim [krjn (kr)] _ (n+1)(kr) >0
r—0 kr (2n + ].)”
Gréce & ces approximations, et en se rappelant les définitions des vecteurs de base Rg{M, (kr)}
et Rg{Ny, (kr)}, on obtient:

Vn >0, lin%Rg{Mnm(k:r)} =0
Yn > 1, lin%Rg{Nnm(kr)} =0

lim Rg (Nu ()} = 5 { VY110 (6,0) + 221 (6,0)}
L’expression du champ électrique E.(kr) quand r tend vers 0 est alors simplement:
m=1
limE, (kr) = Emzl eN Rg{Nyn(kr)}

Nous avons donc besoin des expressions du type Rg{Nin,(kr)}. A l'aide des relations:

1 /6 _1 /6 _1
Y11= 3\ % 710 = 34/ 37 71—1—5\/7

Pll (C089 = —sinf Plo(COS 9) — cosf Pl_l(COS 9) _ 11219

Y1 = —%\/gsin@eim‘z5 Yio = %./%cos@ Yioi = 41—1\/§sint9e_im‘75

3o

@
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on obtient:

Yi1:1(0,¢) = —%\/gsin feiméT

1 /6 "
Yi0(0,9) = 5\/ 7 cos Ot
1 )

Yi-1(0,¢) = Z\/gsin fe~moT

Z:(0,9) = —i\/gew’ ((cos@)é\—i— z@)
Z10(0, ¢) = —é\/%sine)@

Z1-1(6.6) = i\ée—”’ ((cos0)d — i9)

On en déduit les expressions recherchées Rg{N1,,(kr)}:

Rg{Nu(kr)} ~ ——

ino), 0, _si
~ T ((cos ¢sin @, cos ¢ cos sin ¢)

j

T
+ i (sin ¢ sin 0, sin ¢ cos 8, cos ¢)) 0

¢
1 T
Rg{Nyo(kr)} o0 o (cosf, —sin6,0) [ 0
¢

_ 9

Rg{Nl_l(kr)} ’I’ZO Ton

((cos ¢ sin 6, cos ¢ cos @, — sin @)

:

— i (sin ¢ sin 8, sin ¢ cos @, cos ¢))

) DYy M)

Par définition de la direction Z et du vecteur de Poynting, les champs excitateurs vérifient les
relations a lorigine:

E.(0)-z2=0
H.(0)-z=0
Ces 2 dernieres égalités vont nous permettre d’éliminer certains coefficients. Pour pouvoir
T
utiliser ces relations, il nous faut passer de la base sphérique 0 a la base cartésienne
¢
X
¥ | . La matrice de passage qui le permet est:
zZ
?\ cos¢sinf singsinf  cosf X
0 | = | cosgpcosf singcosf —sinf y
é —sing cos ¢ 0 z
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ce qui entraine:

T %
(cos¢sinb,cospcosh,—sing) | 0 | =(1,0,0) | ¥
o Z
T X
(sin¢gsinf,sinpcosb,cos¢p) | 6 | =(0,1,0) | ¥
o Z
T X
(cos@,—sinh,0)| 0 | =(0,0,1)| ¥
¢ Z
Les nouvelles expressions des vecteurs de base sont alors:
1 X
Rg{Nyy(kr)} ~ — 1,0,0)+14(0,1,0 y
g{ 11( )} — \/m (( ) ( )) %
1 X
Rg{Nl()(kl')} ~ — (0, 0, ].) ?
r=0 /67 7
1 X
Rg{Ni_1(kr)} ~ 1,0,0) —i(0,1,0 y
g{ 1 1( )} —0 \/m(( ) ( )) %
le champ électrique est alors égal a:
E X
E.(0) = Nivrs (ety — el —i(e"y +eh).efo) | ¥
Z

et l'on en déduit que:
E.(0)-z=0s¢l, =0
Le champ excitation magnétique est alors:

. [emé E M M i M My M
H.(0) =—1 er_1 —eq,—ilej_1+err)e
¢(0) ”Mmuo /_127r( 1-1 11 (e1-1 11) 10)

ce qui implique:

N) <) %)

H.(0)-z=0x¢eM =0
Le vecteur de Poynting s’écrit:

5.(0) = 3 Re {E:(0) A H.(0))

avec les expressions que nous avons trouvé pour les champs a 'origine, cela donne:

1 E2 * * N
Se(0) = -3 Re{ /;:;zoom ((e;{v_l - eﬁ) (e{‘{l + e%) - (e{w_l - eﬁ) (ef[_l + eﬁ))}z

on se rend compte que l’on a:

N N\ (M MY * M M\Y* (N Ny _ N _Msx N _Mx
(e1ly —emy) (e1ly +ett) —(erly —en) (enly +enn) =2 (ermieity —efient”)
ce qui implique un vecteur de Poynting & l'origine égal a:

1 emeo E? " %Y ~
Se(0) = “Tan\/ NZMOERG {ell el —elleli*} Z

Le produit E?Re {el ;e — el el*} peut ainsi étre déterminé en fonction de la valeur &
Porigine du vecteur de Poynting. Ce produit est ainsi égal a:

E?Re{el el —eMell*} = —127, /MSQ(O) -z
EmeE€o
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Nous allons poser:

N M= N M\ __
Re {611611 - 61—161—1} = 67

1 m
Se (0)] = B2, [ fmst
Conclusion de cette partie:

Ce calcul nous apprend que le vecteur de Poynting a un module & 'origine égal a:

[Se (0 = 32/

ce qui nous amene alors, a prendre pour E la valeur:

Nous obtenons ainsi:

2 =28, (0)]/Lto

Em€o

| Ces valeurs ne sont pas prises au hasard. En effet, si on considere une onde plane dont les
coefficients sont donnés par les formules (cf annexe C):

Py ="V @+ 1) (i0+6) -& (84)
[p]gy1 ="/ (2n + 1) (19+$) -8
Pty ="V @n D) (8 -0) -

[p]l:,—l =i" \/m(—i9+¢) .é
Re { (o3 11" — s 7 | = 6

Par ce choix, nous généralisons donc & un faisceau arbitraire la normalisation usuellement
utilisée pour une onde plane.

on retrouve la relation:

5.2.2 Lien entre le vecteur de Poynting et la puissance du faisceau incident

A présent, si nous relions le vecteur de Poynting & la puissance du faisceau incident, nous pourrons alors
avoir des expressions de champs et de force en fonction de cette méme intensité, par I'intermédiaire de
E. Nous allons définir l'irradiance excitatrice, I (r), du faisceau incident comme le flux de puissance du

faisceau dans la direction d’incidence:

I(r)=S.(r)-u.
Pour un faisceau arbitraire, le vecteur de Poynting n’est généralement pas dirigé suivant le vecteur unitaire
de la direction de propagation .. C’est pourquoi l'irradiance n’est généralement égale au module du
vecteur de Poynting qu’a l'origine de notre repere. Il nous faut relier I'irradiance & la puissance totale du
faisceau P;. L’irradiance a 'origine vérifie la relation:

k2P
T
La constante 7 a été introduite ici pour des raisons calculatoires qui apparaitront par la suite. Le nombre
@ est quant a lui un facteur géométrique que nous calculerons a partir du profil de 'irradiance du faisceau
incident. Pour un faisceau axisymétrique, la puissance totale du faisceau est définie par la relation:

I(0)=¢

(85)

5 [ 1wk )

P; (86)

z=cte

Par conséquent, le facteur géométrique ¢ s’obtient par la relation:

o= (2 oot L)
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Les faisceaux lasers dans le cadre des pinces optiques different du modele gaussien traditionnellement
employé pour décrire un faisceau laser. Une bonne fagon de voir cette différence est d’évaluer la valeur
du parametre de normalisation ¢ pour un faisceau gaussien, et de la comparer a celle obtenue pour des
modeles plus réalistes que nous introduirons & cette occasion.

5.2.3 Expression du facteur de normalisation - Modeéle gaussien

Le modele gaussien, solution approximée des équations de Maxwell en espace libre, a une irradiance qui
suit la relation:

oo () () o (3]

La fonction w(z) est le rayon du faisceau & la cote z, et wy est sa valeur minimale: c’est le waist du
faisceau, qui a pour autre nom rayon de pincement ol rayon de ceinture. La longueur zg est la longueur
de Rayleigh, définie par la relation:

T 25
Le nombre s est un parametre adimensionné, que l'on relie au waist du faisceau grace a la norme k du
vecteur d’onde a 'aide de la relation:

ZR

1

S =
k’wo

Il est relié a 'angle de divergence 6, du faisceau en utilisant la longueur de Rayleigh:

1 wWo tan 6,4

S=— = — =

kwo o 22’7« 2

Le modeéle gaussien décrit un faisceau axisymétrique. Sa puissance incidente se définit donc suivant la
relation (86):

P=3 | 1)k ()

2
k z=cte

A-% [ w0 (wwé)):}{p (- ) o tean

On peut calculer cette puissance dans le plan z = 0, et 'intégration est alors triviale:

2 [ 202
P, = / I, (0) exp (—%) kp (kdp)
0 Wq

z=cte

=z
2 23\ 1°
—wp 2p
- 0| ter ()
T 5 T 1
P = 5‘[9 (0) Wy = §Ig (0) 1252

On en déduit alors a 'aide de (85) la valeur de ¢ dans le cadre de 'approximation gaussienne:
@ =2s°

La valeur inférieure limite du waist d’un faisceau gaussien est généralement égale & A/2, avec A longueur
d’onde du faisceau dans le milieu incident. On a donc une valeur maximale pour s de:

—_

1
S = = -
™

>y
o[>

Pour cette valeur de s, on a ¢ = 25? ~ 0.2.
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5.2.4 Expression du facteur de normalisation - Modeéle de Davis

Voyons un autre modele de faisceau laser, plus réaliste pour modéliser les pinces optiques que les faisceaux
gaussiens. Ces derniers ont pour désavantage de ne pas étre solution des équations de Maxwell. Ce qui
n’est pas le cas du faisceau dont le champ électrique est donné par la décomposition (83). Puisque le
faisceau auquel est associé ce champ est axisymétrique, et comme nous avons pris 'origine de notre
repére au point d’irradiance maximale, on démontre que les coefficients e du champ excitateur défini
selon la relation (83) vérifient la relation:

) A=M,N

n,m n,m

Les coeflicients [p];?’m, A =M, N, ont déja été vus précédemment: ce sont ceux d’une onde plane dont le

vecteur d’onde est dirigé suivant le vecteur unitaire U.. Les coefficients [g],, ne dépendent que de I'entier
n. Suivant la terminologie utilisée par Gouesbet et al [76], nous appelerons ces coefficients beam shape
coefficients (BSC). Une onde plane, qui est bien siir axisymétrique, est donc telle que ses BSC sont égaux
a 1. Comme la direction de propagation est suivant le vecteur z, on démontre (cf annexe C) que seuls les

coefficients de 1'onde plane vérifiant ||m|| = 1 sont non nuls. Par conséquent, on a:
A A
[e]n,:l:l = [Q]n [p]n,:l:l A=M,N
[e]ﬁm = 0 sinon

Pour décrire un faisceau laser de pinces optiques, nous allons utilisé 'approximation de Davis [71, 76].
Cette derniere permet de travailler avec les parametres utilisées par le modele gaussien, notamment s.
D’autre part, en utilisant l'approximation de localisation décrite dans [58], on peut obtenir de fagon
simple et direct les valeurs des BSC.

L’approximation de Davis consiste & développer le potentiel vecteur dont sont issus les champs exci-
tateurs en série de s2. Sans rentrer dans les détails (la dérivation compléte des champs excitateurs est
donné annexe D), considérons un potentiel vecteur A défini par:

A= (Aaca 0, 0)
Ay (2,9, 2,t) = ¥ (,y, 2) exp (ikz) exp (—iwt)

C’est la fonction ¥ (z,y, 2) que nous développons en série de s
U =Tg+ 57Ty + 510y + ...
Les champs électriques et magnétiques excitateurs sont liés a ce potentiel vecteur grace aux équations:
B. =rot A

E. = —%A —gradU = iwA —grad U

Le potentiel scalaire U peut étre relié au potentiel vecteur avec la condition de jauge de Lorentz:

ouU
divA+ 2 —
iv +026t 0
diva-“Y
C
U:—%divA

On a ainsi des champs qui vérifient les équations de Maxwell, ce qui n’est pas le cas des champs donnés
par le modele gaussien. Le fait de développer ¥ en série de s? implique que s doit étre petit, afin d’avoir
un développement qui tende rapidement et ne diverge pas. Malheureusement, les faisceaux lasers utilisés
dans le cadre de pinces optiques peuvent avoir des angles de divergence allant jusqu’a 70°. On calcule
dans ce cas extréeme un parametre s égal a 1.37, ce qui empéche donc le développement en série du
potentiel vecteur de tendre rapidement vers une limite. Mais ’approximation de Davis reste néanmoins
plus réaliste que 'approximation gaussienne, puisque les champs excitateurs vérifient dans ce cas les
équations de Maxwell.
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Les BSC liés aux premier, troisieme et cinquiéme ordre de 'approximation de Davis sont donnés par
les formules:
[91], = exp {—s" (n — 1) (n +2)}
[g3],, = [g1),, + e VD (0 — 1)(n +2)57(3 — (n — 1)(2+ n)s?)
[g5],, = lg3],, + == DO+ (0 —1)%(n +2)%s3(10 — 5(n — 1)(2 + n)s”
+0.5(n — 1)%(n + 2)%s*)

Il nous reste a évaluer ¢. Rappelons que ce parametre est tel que:

o= (2 o] )

L’irradiance du faisceau a été définie comme le produit scalaire entre le vecteur de Poynting
et le vecteur unitaire z. Avec les expressions des différents champs excitateurs en VHS, on
trouve:

1
I(r) = §Re{EZ xH.}z

_% /livn_l?EQ 3 Re{—i[eMy Ry (M, (kr)} + )i R (NG, (kr)}]
mH0 n,m;vu

[ Ry {Nyu(kr)} +e WRy {M,,(kr)} ] z}

L’intégration sur un plan a z constant revient en coordonnée sphériques, si on prend comme
plan d’intégration le plan du waist du faisceau, & prendre une valeur de 7/2 pour 6, et faire
varier r entre 0 et I'infini et ¢ entre 0 et 2. De plus, on se rend compte qu’intégrer 'irradiance
reviendra en fait a faire 4 intégrales, suivant les produits vectoriels entre les vecteurs de base:

/Ooordr/:ﬂd(b[(r) Z

= 6PMM + ¢PMN 4 spNM 4 spNN

NANT

;;;;;;

™

2
T / rdr/ d¢ Re {~i [eny"ep, Ry {M;,, (kr)} ARg {M,,(kr)}]} - 2

Hm o =%
6PMN
27
2\/ ;m;i / rdr [ do Re{—i [ep el Rg {M},,,(kr)} ARg {N,(kr)}]} - 2
m =%
5PNM
27
_ \/ ;m;O / rdr / dp Re {—i [ep;re)), Ry (N, (kr)} ARg {M,, (kr)}]} - 2
m 0 =3
PNN 2
2m
= T3y ;m;O / 7’d7’/ d¢ Re {—i [epyrep Ry {N},,, (kr)} AR {N,, (kr)}] } - 2
m 0 =%

Dans les expressions des 4 intégrales ci dessus, nous avons omis le terme de sommation . ..
Le vecteur de base M est par définition transverse. Si on I’évalue en un point H du plan z = 0,
il sera donc situé dans un plan (P) perpendiculaire & (OH). Comme (OH) est dans le plan du
waist, (P) contient 'axe Oz. Par conséquent, le produit vectoriel {M}  (kr)} ARg{M,,(kr)}
est, quels que soient n, m, v et u perpendiculaire & z, et ainsi {M};  (kr)} ARg{M,,(kr)} -2 =
| 0: la contribution du terme §PMM est alors nulle. Nous allons voir la méthode utilisée pour
| expliciter PN, les deux autres intégrales §PMN et §PNM g'obtenant par des démarches
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similaires. L’obtention de ces intégrales nous permettra d’évaluer la valeur de 'intégrale de
lirradiance dans le plan du waist, et ainsi le parametre ¢ que nous cherchons a déterminer.
L’intégrale sPNN peut étre développée:

c 2
m / rdr / dg Re {—i [enyrelf Ry {N},, (kr)} x Rg {Ny,(kr)}]} -2
Em€o Z Re e }]M

Im Ho m

5 PNN

n,v,m==+1

A {n<n+ D [ 2O g @ dr vy [l o) 2 a0}
0 T 0

T

ou l'on a posé:

ut (cosf) = vnms.ﬂP,’l" (cos®)

inf
utilisé la définition du vecteur de base N (cf annexe A), le fait que les coefficients [e]"  sont
nuls si [|[m| # 1 et effectué l'intégration triviale sur ¢. On trouve que le produit @ (0) @} (0)
pour |m|| =1 est non nul si et seulement si n et v sont simultanément impairs. Dans ce cas,

on obtient:

n—v

_ _ (-1)= (n—2)!1 (v —2)!!
m0)ut (0) = ———+/(2 1) (2 1
w0 (0) = 5 — V@ + D) (v + D s
L’intégration des fonctions de Bessel donne apres calcul:

n(n+1) /OO jniw) [, (2)] dz + v (v +1) /OO [ (z)] (@), (—1)"7

T
et ’on obtient:

N LX 1

M -
Re [e]2p+1 m [e]2q+1,m }_

5PNN — Z Z
2
2k p,q=0 m==%1 m
(2p — D! (2 — D!
4 2
(4p+3)( q+3)(2p+2)” R
Puisque 'on a: N R
]2, = 9], P2, A=M,N
on trouve, en utilisant les valeurs des coefficients d’une onde plane (84) :
Nméx*l
2p — DIt (2¢ — N _
(SPNN =7 1 4 4 ( e
007z 2 smpnignn o 3) (a+3) G mgig oy ()

Les évaluations similaires de §PMM et § PNM nous permettent de conclure quant & la valeur
de l'intégrale de 'irradiance.

Le calcul précédent nous démontre que dans la modélisation de Davis, le facteur ¢ s’obtient en fonction
des BSC:

Nl’l’lELX71
2
B (2p — D)1 (2¢ — )N p—q

Nmax M
2
(2¢ + 1)1 (2p — 1! (4p+1)(4q +3) p—g+1
2 pzl Z Ilaqt1 29!t @2p)!! 2p(2p+1)—(2¢+1) (2q—|—2)( b

Si l'on prend & nouveau s = 1/, on trouve pour le 5¢ ordre de 'approximation de Davis une valeur de ¢
égale & 0.13 (& mettre en relation avec la valeur de 0.2 trouvée dans le cas d’un faisceau gaussien). Cette
différence s’explique par le caractere non gaussien du faisceau modélisé par 'approximation de Davis. De
plus, on peut avancer le fait que l'irradiance que nous avons utilisé pour le modele gaussien est en fait
I'intensité lumineuse, égale au module du champ électrique au carré. Cette confusion est généralement

125



5 MODELISATION D’UN FAISCEAU LASER

faite lorsque 'on traite le faisceau laser & 1’aide du modele gaussien. Nous allons voir & travers un premier
exemple numérique qu’elle n’est absolument pas justifiée pour un modele de Davis.

5.3 Applications numériques.

Considérons dans un premier temps un faisceau laser modélisé par ’approximation au 5¢ ordre de Davis.
La polarisation est suivant un vecteur y, perpendiculaire au vecteur z défini par la direction de propagation
du faisceau. Le parameétre s est égal & 1/, et nous nous proposons de comparer les répartitions dans
le plan focal (c’est & dire le plan du waist) de l'irradiance (définie précédemment & I’aide du vecteur de
Poynting) et de l'intensité lumineuse (égale au module au carré du champ électrique). Le résultat est
donné figure 56.

Irradiance Intensité : |E|
0.8 0.8
0.4 0.4
3
g o g
N N
0.4 -0.4
-0.8 /X ——
08 04 0 04 08 08 04 0 04 08
X pum X um

(@) (5)

Figure 56: Comparaison entre l'irradiance et I'intensité dans le plan focal avec un faisceau de Davis

approximé au cinquieme ordre polarisé suivant y et ayant s = %

Les lignes de niveaux de la répartition de l'irradiance sont circulaires, tandis que celles de I'intensité
lumineuse forment des ellipses dont le grand axe est suivant la direction de polarisation y. Ainsi, on se
rend compte qu’un faisceau laser modélisé par I'approximation de Davis n’est axisymétrique que pour
I’irradiance.

Nous allons & présent nous intéresser au piégeage d’une sphere diélectrique dans un faisceau laser que
nous modéliserons avec "approximation de Davis. Les sphéres que nous utiliserons seront soit en silice
(indice optique de 1.45) soit en latex (indice optique de 1.59). Le milieu incident sera de l'eau (indice
optique de 1.33). Le vecteur d’onde du faisceau incident aura pour longueur d’onde dans le vide 1.064um,
c’est a dire une longueur d’onde de 800nm dans le milieu incident. Nous utliserons la formule de force
axiale donnée par la relation (42):

c0emE? coem B>

F.= 05— Re{el T.T.e} — =005

ou e désigne le vecteur coefficient du champ électrique excitateur et T" la matrice de transfert de la sphere.

Cette formule est reliée a l'irradiance du faisceau a l'origine I(0) (et ainsi & la puissance du faisceau grace

& notre travail précédent, ce qui nous permet de relier nos calculs & des valeurs expérimentales) par
I'intermédiaire de la relation:

(eT).Y.T.e

F, = m71'(1262,,

Um,
ou v, est la vitesse de ’onde incidente dans le milieu incident, et a le rayon de la sphere. C’est a 'efficacité
de piégeage @), que nous allons nous intéresser. Nous I’avons tracée figure 57 pour des spheres en silice
et en latex dont les rayons sont égaux & 2.1um (on se place par conséquent dans le cas résonnant).
La position z = 0 correspond au ”foyer” du faisceau ( c’est & dire au centre de la zone de Rayleigh).
Les courbes obtenues prédisent des points de piégeage. En effet , les forces optiques sont positives puis
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Figure 57: Efficacité de piégeage axiale, Qp(2), pour des spheres de rayon R = 2.1um en silice (ns = 1.45)
ou en latex (ng = 1.59) immergées dans de 'eau (n,, = 1.33) sous un faisceau de Davis approximé au
cinquieme ordre polarisé suivant y et ayant s = %

négatives, c’est a dire que les spheres sont poussées puis ramenées au point oll @, = 0, c’est a dire piégées.
Mathématiquement, le point de piégeage z = z, se traduit sur la fonction @Q,(z) par les conditions:

Qp(zer) =0
(%Q;;(z)) <0

Z=Ztr

Suivant l'indice de la sphere, z;. n’est pas le méme, mais il est dans les 2 cas compris entre z = 0.7 et
z = 1lum, et surtout placé apres le point focal du faisceau. Méme si I’approximation dipolaire, qui sépare
traditionnellement la force optique en 2 composantes (cf section 2.2) n’est plus vraie ici, elle permet
d’expliquer intuitivement cette position de piégeage: les forces optiques trouvent un compromis entre la
force de radiation (ol pression de radiation) qui tend & pousser la sphére suivant 1’axe z, et la force de
gradient, qui cherche a la piéger au point d’irradiance maximale, c¢’est & dire au point focal du faisceau.

Nous allons également mettre en évidence des phénomenes de résonnance. En effet, nous avons grace
a notre calcul rigoureux recherché la position de piégeage d’une sphére diélectrique tout en faisant varier
son rayon, entre 0 et 2.1um. Le résultat est donné figure 58.
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Figure 58: Positions de piégeage pour des spheéres en silice dans de I’eau en fonction du rayon de la sphere.
Le faisceau incident est un faisceau de Davis approximé au cinquiéme ordre polarisé suivant y et ayant
o= 1,

Les spheres sont, comme indiqué sur la figure, soit en silice, soit en latex. Dans les 2 cas, on observe
I'apparition d’une oscillation de la position de piégeage en fonction du rayon de la sphere, oscillation
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5 MODELISATION D’UN FAISCEAU LASER

autour d’une valeur moyenne toujours positive (les sphéres sont piégées apres le point focal du faisceau).
Pour des rayons R tels que les positions de piégeage zy. soient inférieures a R, le point focal du faisceau est
situé a l'intérieur de la sphere lorsque celle-ci est piégée. Les oscillations dans les positions de piégeages
sont la preuve d’effets de résonnances géométriques sur la force optique. Ce résultat peut entrainer
d’autres études qui s’attarderaient sur une éventuelle corrélation entre ce phénomene et les valeurs des
sections efficaces de diffusion ol encore les intensités des énergies diffusées.

Pour conclure, voyons ce qu’il en est des forces radiales. Théoriquement, puisque le faisceau est ax-
isymétrique, on peut s’attendre a des forces radiales qui seraient les mémes quel que soit la direction
perpendiculaire & ’axe de propagation suivant laquelle elles sont évaluées. Nous allons & nouveau dis-
cuter en termes d’efficacité de piégeage, parametre adimensionné, plutot qu’en termes de forces optiques.
L’efficacité de piégeage radiale est reliée a la force optique radiale F,. & nouveau suivant la relation:

10)

Um,

F. = Ta’Qp
Pour calculer cette force radiale, on utilise la formule (44) donnée plus en détails dans la section 2.4.9 et
qui permet d’obtenir la force optique dans une direction U quelconque:

€oemE?

_ €oemE?
2k2

F(a.f.7) = =55~ Re{(e)".A (0, 5.7) Te} - ()" .A(a, B,7) Tee)
Les angles a, 3, sont les angles d’Euler qui définissent la rotation de centre O dans laquelle U est 'image
de z.

Nous allons & nouveau considérer un faisceau incident modélisé par 'approximation de Davis au 5¢
ordre, avec un parametre s égal & 1/7 et une longueur d’onde dans le vide de 1.064um. La direction
de propagation de ce faisceau est suivant z, et son champ électrique est polarisé suivant un vecteur y
orthogonal & z. Le milieu incident est de 1’eau (indice optique 1.33). Sur la figure 59a), nous avons
tracé lefficacité de piégeage radiale pour une sphere en silice de rayon 2.1um. La sphére se déplace
dans un plan (P) perpendiculaire & la direction de propagation du faisceau. Le plan (P) coupe l'axe de
propagation en z;- = 0.75um : ce point d’intersection est le point de piégeage axial déterminé grace a la
figure 57. Nous avons tracé 1 ’efficacité de piégeage radiale pour des déplacements suivants les directions
y et X, le triedre (X,y,2z) étant direct.

La différence entre les 2 courbes figure 59a) est minime: asymétrie des forces est donc négligeable;
elles sont par conséquent axisymétriques, comme l'irradiance. Puis nous avons changé le rayon de la
sphere, le prenant cette fois ci égal & 0.2um. Sur la figure 59b) nous voyons que efficacité de piégeage
n’est pas la méme selon la direction suivant laquelle elle est évaluée (le plan dans lequel la sphere se déplace
la sphere est le plan z = 0.43.um, la position de piégeage axiale pour une sphere en silice baignant dans
de l’eau de 0.2um de rayon est en effet z = 0.43um). Pour des spheres plus petites, notre modele prédit
donc que les forces optiques sont plus sensibles a 'intensité lumineuse ||E@||2 du faisceau, asymétrique,
qu’a l'irradiance du faisceau, axisymétrique. Cela rejoint nos conclusions sur le modele dipolaire données
section 2.2.
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Figure 59: a) Efficacité de piégeage radiale, ),, pour une sphére en silice de rayon R = 2.1um en fonction
du déplacement radial selon les axes X and y autour de la position de piégeage 2y, ~ 0.75um. b) Efficacité

de piégeage radiale, (),, pour une sphere en silice de rayon R = 0.2um en fonction du déplacement radial
selon les axes X and y autour de la position de piégeage zi, ~ 0.43um. .
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5.4 Conclusion

La modélisation de pinces optiques n’est donc pas évidente. Bien que nous ayons la formule (44), il nous
manque 'essentiel: la décomposition du champ électrique associé au faisceau laser incident en vecteurs
harmoniques sphériques. L’approximation de Davis fournit une possibilité de décomposition. Méme si le
faisceau modélisé a un angle d’ouverture en deca des 70° utilisé par les expérimentateurs dans le cadre
des pinces optiques, il offre un faisceau axisymétrique qui permet des premieres conclusions: dans le cas
résonnant, la force optique est sensible a 'irradiance, directement liée & la puissance incidente du faisceau
par 'intermédiaire du vecteur de Poynting. Dans le cas dipolaire, c’est en fonction de l'intensité, c’est a
dire du module au carré du champ électrique, que s’exprime les forces optiques. Les termes multipolaires
de la force optique, termes qui apparaissent quand 'objet grandit, sont donc plus sensibles a l'irradiance
du faisceau laser que le terme dipolaire, plus sensible a 'intensité. Le piégeage se fait, comme on pouvait
s’y attendre, sur I'axe du faisceau: les forces radiales sont symétriques de part et d’autre de 'axe du
faisceau. Si on oriente ’axe du faisceau positivement suivant le sens de propagation de 'onde incidente,
on se rend compte que le point de piégeage se situe apres le point focal du faisceau, c’est a dire non pas
au point de plus forte intensité lumineuse, mais & coté de ce point: 'objet est poussé par 'onde (terme
de pression de radiation), mais le gradient d’intensité lumineuse tend & le ramener au point focal. Nous
avons également vu que lorsque le rayon de la spheére augmente, la position du point de piégeage oscille
autour d’une position moyenne. Pour des grands rayons, le point de piégeage est tel que le point focal
du faisceau est a l'intérieur de la sphere piégée.
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6 Conclusion et perspectives

Nous allons dans cette partie faire un récapitulatif des résultats que nous avons exposés dans ce
mémoire. Nous verrons dans un premier temps en quoi les objectifs que nous nous étions fixés en
introduction ont été remplis. Puis nous donnerons un apercu des possibilités d’études offertes par le code
numérique que nous avons développé.

6.1 Objectifs fixés et résultats obtenus

L’objectif le plus important que nous nous étions fixés était d’établir une formule dans le cas résonnant
pour un faisceau arbitraire. Cet objectif a été rempli dans la section 2.4. Rappelons la démarche que
nous avons effectué a cette occasion:

e nous avons tout d’abord cherché le champ électrique diffusé par une sphere diélectrique. Pour ce, il
nous a fallu introduire la notion de séries de Lorenz—Mie: le champ électrique excitateur (c’est &
dire le champ électrique associé & 'onde incidente) se décompose sur une base spéciale de vecteurs
harmoniques sphériques.

e cette décomposition nous a permis de travailler avec les coefficients e du développement du champ
électrique excitateur. Nous avons ainsi relier e aux coefficients f du champ diffusé, par I'intermédiaire
de la matrice de transfert de ’'objet.

e une fois le champ électrique total (excitateur+diffusé) connu, nous avons effectué un bilan d’impulsion
microscopique, afin d’obtenir la force optique exercée par ’onde incidente sur la sphere.

e ce bilan a fait intervenir le tenseur de Maxwell (ou tenseur des contraintes), que nous avons

intégré suivant la direction de propagation k du faisceau incident, sur une surface S contenant
I'objet.

e pour mener a bien cette intégration, nous avons fait tendre la surface S a l'infini, ce qui nous a
permis d’utiliser ’hypothése des champs lointains, simplifiant le calcul.

e nous avons introduit la matrice de force Y, qui est a la fois indépendante de I'objet et de I'onde
incidente.

e nous avons enfin utilisé les matrices de rotation D («,3,7) pour obtenir la force optique dans
n’importe qu’elle direction..

La formule que nous avons obtenue est ainsi:

2 2
F(a,8,7) = —©2E Re {(e)!.A (o, 8,7) T.e} — 9L (e.T).A (o, B,7).T €)

Elle permet de calculer la force optique dans une direction U quelconque si on connait:
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les angles d’Euler («, 3,) permettant de faire pivoter la direction de propagation k sur la direction
1, le centre du repere étant pris au centre de la sphere. Ona: A (o, 8,7) = D™ (a, 3,7) .Y.D (o, 3,7)

la permittivité diélectrique relative du milieu extérieur & la sphere €,,, la permittivité diélectrique
du vide €.

le vecteur d’onde de 'onde incidente k.

la norme du champ électrique excitateur E; ses coefficients sur une base de vecteurs harmoniques
sphérique e.

la matrice de transfert de I'objet T.

Une fois cette relation obtenue, nous ’avons comparée avec les valeurs de forces optiques données
par 2 approximations: lorsque le rayon a de la sphere est tres inférieur a la longueur d’onde du faisceau
incident (régime de Rayleigh), ol & I'inverse, lorsque le rayon de la sphére est nettement supérieur a la
longueur d’onde du faisceau incident (approximation de 'optique géométrique). Apreés nous étre attaché
a démontrer comment dériver ces deux approximations, nous avons déduit leurs domaines de validité
dans le cas d’une onde plane incidente.

Nous avons enfin relié ce calcul exact a 'expérience, en modélisant un systeme & 3 ondes utilisé a
I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne.

Notre second objectif était I’étude des forces induites dans un systéme de IV sphéres. Ce probléme est
lié & celui de la diffusion multiple par un systeme & N spheéres. Nous avons proposé dans la section 2.4 une
méthode récurrente permettant de résoudre le probleme de multidiffusion. Nous avons pu faire une
application numérique concernant un systéme de 27 sphéres. Enfin, nous avons prouvé ’existence de
forces induites pour un systéme a 2 spheres soumis & une onde plane ol & une onde stationnaire. Dans
les 2 cas, 2 sphéres dont les rayons sont petits devant la longueur d’onde A du faisceau incident (régime
de Rayleigh) auront tendance & former un agrégat. Si le rayon a des spheres est du méme ordre que la
longeur d’onde (régime résonnant), les forces induites séparent un agrégat de 2 spheéres. Nous avons &
cette occasion découvert que la configuration la plus stable & 2 spheéres est un doublet ou les 2 spheres
sont éloignées bord & bord d’une distance de )\/2. Nous nous sommes également intéressés a 'effet de la
polarisation sur les forces induites. Nous avons observé que 'effet lié a la polarisation s’estompait lorsque
le rayon des spheres augmentait.

Notre troisieme centre d’intéret concernait les sphéres enrobées. Apres avoir donné un algorithme
permettant de calculer la diffusion dans des spheres multicouches, nous avons étudié les effets de I'enrobage
sur un systeme de 2 spheres enrobées. Par effet de I'enrobage, nous entendons influence de 'indice de
la sphére intérieure, ol de la taille du rayon de la sphére intérieure. Ainsi, lorsque ’on place dans une
sphere diélectrique d’indice ny une sphere diélectrique intérieure d’indice no, le piégeage peut soit étre
amélioré (ny > nq), soit étre dégradé (ny < nq), l'effet dans chaque cas s’accentuant avec la taille de
la sphere intérieure.

Enfin, notre dernier objectif était de modéliser des pincettes optiques. Nous 'avons fait dans le cas de
faisceaux axisymétriques ayant un angle d’ouverture maximal d’environ 30°. Nous avons développé un for-
malisme pour relier la puissance lumineuse incidente a4 notre calcul de force, par I'intermédiaire
de l'irradiance du faisceau. Nous nous sommes servi de ce formalisme afin de comparer deux modélisations
différentes: la modélisation gaussienne et celle de Davis. A ’aide de cette derniére, nous avons démontré
la nature axisymétrique des forces optiques pour des grandes spheres.

6.2 Perspectives

L’une des principales ouvertures qui peut suivre ces travaux est une étude dynamique. En effet, le
point de piégeage est ici déterminé par la position ou la force s’annulle. Deux limites & cette modélisation
apparaissent: d’une part 'abscence de la prise en compte du mouvement Brownien, toujours présent
méme dans le vide (& cause du rayonnement cosmologique & 3K); d’autre part la force de viscosité,
proportionnelle a la vitesse et dirigée dans le sens inverse du mouvement. En quoi ces deux éléments
peuvent-ils changer notre modélisation?
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Le mouvement Brownien empéche tout piégeage; en effet, prenons le cas & une sphere: lorsque celle-ci
est piégée, elle se situe dans un puits de potentiel d’une profondeur donnée Ey. Mais il existe toujours
une probabilité non-nulle pour que le milieu transmette & la sphére une énergie cinétique E > Ej, et
ce quel que soit Ey : la sphere sort ainsi du piege. Bien siir cette explication n’est qu’une explication
simplifiée, mais on peut démontrer en utilisant la physique statistique qu’en ’absence de viscosité, une
sphere est toujours sortie d’un puits de potentiel par le mouvement Brownien.

La viscosité est elle inversement proportionnelle & la vitesse: elle ralentit donc le mouvement, mais
a pour effet d’accélérer le piégeage. Lorsqu’une sphere est mue par les forces optiques, elle ne se piege
pas directement au point de potentiel le plus bas. Elle le dépasse dans un premier temps, pour ensuite
étre & nouveau attirée par une force de rappel. La sphere oscille ainsi autour du point de piégeage. La
viscosité, en diminuant la vitesse de la sphere, réduit le temps d’oscillation.

Une autre perspective de travail est I’étude du piégeage des organites biologiques. En effet, notre
code permet de traiter les spheéres enrobées, ce qui est le cas d’organites biologiques composées d’une
membrane entourant un milieu cellulaire. Modéliser ’absorption, ce qui nous est possible, peut étre
primordial dans les applications biologiques des forces optiques. En effet, on peut esperer manipuler une
cellule sans la détruire, ot bien la détruire sans détériorer le milieu environnant.

La modélisation de faisceaux pincés peut s’avérer étre un champ d’étude vaste a explorer. En effet,
les pincettes optiques peuvent avoir des angles d’ouvertures de ’ordre de 70°, et le modele de Davis que
nous avons utilisé ne permet pas d’obtenir des angles d’ouvertures supérieurs & 30°. Que se passe-t-il
lorsque l'intensité lumineuse des lasers est plus localisée? Nous avons vu que le point de piégeage ne
se situe pas tout a fait au point focal du faisceau, mais un peu apres, avec une modélisation de Davis.
Avec un faisceau plus pincé, le gradient d’énergie potentiel plus fort devrait faire en sorte que le point de
piégeage se rapproche du point focal du faisceau. Mais une autre conséquence plus importante résulterait
dans 'ordre de grandeur des forces, que I’on peut supposer plus élevé dans le cas de faisceaux plus pincés.

Nous pouvons aussi modéliser des métaux, et ainsi étudier les forces optiques dans le cas de sphéres
métalliques. Dans un systeme interférentiel composé d’une onde stationnaire formant une succession
de franges brillantes et de franges sombres dans des plans paralleéles, on peut supposer que des spheres
métalliques se piégeraient plus volontiers dans des franges sombres que dans des franges brillantes. En
effet, un métal & son champ électrique interne nul. Il serait alors logique de trouver des spheres piégées
aux points ol le champ électrique est minimal.

Notre code numérique modélisant les spheéres enrobées nous permettrait alors d’étudier les plasmons
de surface. Ces derniers apparaissent lorsqu’un diélectrique est recouvert d’une couche métallique.

Enfin, le cas a plusieurs spheéres semble celui qui présente le plus de possibilités d’études. En effet,
considérons un systeme interférentiel en 2 dimensions, comme celui proposé par Jean Marc Fournier et
modélisé dans la section 2.4.14. Sa structure hexagonale laisse & penser que des sphéres diélectriques
pourraient reproduire la structure des interférence, et ainsi former des cristaux photoniques bidimension-
nels. Une étude théorique permettrait de déterminer le pas d’interférence de fagon a ce que la strcture
soit la plus stable, et ce grace aux forces induites. Le systéme une fois stabilisé, notre code permettrait
d’évaluer les champs réfléchis et transmis par le cristal ainsi formé: on pourrait quantifier ses capacités
en réflexion et en transmission.

Les structures cristallines & 3 dimensions seraient alors ’aboutissement final de notre démarche: on
pourrait exécuter le méme travail qu’a 2 dimensions, c¢’est a dire calculer les performances du miroir ainsi
formé; mais un autre intéret serait I’étude du guidage de la lumiere dans de telles structures.
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A THEOREME DE TRANSLATION ADDITION

Appendices

A  Théoréme de translation addition

Le théoréme de translation-addition est ’équivalent en géometrie sphérique du théoreme de Graf en
géometrie cylindrique. Si 'on connait le développement en vecteurs harmoniques sphériques (VHS)
centré sur une origine O associée & un repére g d’une fonction vectorielle a(r), il permet de connaitre le
développement en VHS de a(r) dans tout repére R, image de Ry par une translation u connue.Considérons

le développement en (VHS) de a(r):
a(r) = ¥'(r)-a’

Le vecteur coefficient a contient I'information relative & la fonction a(r). La base infinie ¥¢(r) répond &
la définition:

M) |
Mo, ()
_[M@) ] _ :
¥ (r) = [ N () ]— N (1)

Nm;l (r)

ol les vecteurs My, (kr) et M, (kr) sont définis & partir des VHS X, Yom et Zpy, (cf annexe B).
Ce que nous voulons, c’est ’expression de a(r) dans le repere R, image de Ry par la translation suivant
le vecteur u, c’est & dire le développement:

’ ’ ’
a(r)=9r)a’
,
r =r—u
. . . . ’ LY . . . .
La seule inconnue est donc ici le vecteur coefficient a . Il est relié & a par une simple relation matricielle

a =A-a

ol A est une matrice que nous allons déterminer. Pour ce, on démontre les relations de changement de
base suivantes, avec (u, 0y, ¢,,) coordonnées sphériques du vecteur u :

Tl(r) = W(r')-J(u) ro>u (1)
Ul(r) = Ry {\Ilt(r,)} -H(u) r<u (2)
Ry {W'(r)} = Rg{qlt(r’)} J(u) vr (3)

Le terme Rg stipule qu’il faut prendre la partie dite réguliere du développement quand le probleme
Pexige, c'est & dire pour éviter que le développement de a(r) tende vers U'infini en des points ou il devrait
avoir une valeur finie. Les relations (1) et (2) correspondent donc & des fonctions développées sur des
bases irrégulieres, et la relation (3) & des fonctions développées sur une base réguliere. C’est le cas avec
n’importe quelle onde incidente. Les matrices J et H sont les matrices de translation-addition régulieres
et irrégulieres. Nous reviendrons par la suite sur leurs expressions. Considérons par exemple I'expression

(3):
Rg {¥'(r)} :Rg{\Ilt(r,)}-J(u) Vr
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A THEOREME DE TRANSLATION ADDITION

. .7 \ ’ .
On a en un point M auquel sont associés dans nos 2 reperes les vecteurs r et r 1’expression, pour une
fonction vectorielle a(r) réguliere:

’

a(r) =a(r)
Rg{¥'(r)} a' = 'R,g{\Ilt(r,)} at
Rg{\Ilt(rl)} J(u)-a' = Rg{\Ilt(r/)} a’t
Ainsi, on a pour une fonction vectorielle a(r) réguliere:
a’ = J(u)-a*
Pour une fonction irréguliére, on a, grace aux relation (1) et (2):
a’ = J(u)-al P> (1)
o' = H(u)-a" r<u (2)

Voyons 'expression de J(u). Elle se déduit de celle de H(u). Cette derniere est définie par:

Hw - [ g B T(w) = R{H(w)

Les blocs A(u) et B(u) sont des sous matrices de méme dimension, qui se calculent selon les formules:

T 1 1
(vsp)i(nym) = 5 V(V -+ 1)n(n ¥ 1) [Q:U‘ma (v,p);(n,m)
+ \/ n_ n+m+]‘)\/( _N)(V‘FH“‘l)a v,u+1);(n,m+1)

S
(
+Vn4+m)n—m+ DV + v —p+1)a . 1) me1)]

1 [2v+1 1 -
Buwsmam = 3 \/ 21 u<u T Dn(n g 1) 2V @ 00y

+ \/ ’I’L - ’I’L +m+ 1)\/( p,)(y — K= 1)afu—1,u+1);(n,m+1)
+ \/ ’I’L +m (’I’L —m+ 1)\/(V + p,)(y +pt 1)afu—1,u—1);(n,m—1)]

Le coeflicient Z(,j, wi(n,m) est en fait le coefficient Zij de la i-eme ligne et j-ieme colonne de la matrice
A(u), sachant que:

i=v>+2w
j=u+2u
les nombres du genre afuy w):(num) étant définis grace aux relations de récurrence suivantes, pour m positif:

+ =8 — - =8 + =8 + =8
U —1,m (v, )s(n,m) = ~On—1m O, w)i(n—2,m) T C—1,50w—1,1);(n—1,m) T Wi 1,u¥(w41,1);(n—1,m)

+ =8 _ 1t =8 — =8
br—1,0-1%0 )i (mom) = O 1,5= 100 —1,5-1);(n—1,n-1) T 0014 1@t 1, = 1)3(n—1,n—1)

M,:_[m+m+nm—m+nr - Pn )m_mq%
™ (2n+1)(2n + 3) M (20 4+ 1)(2n — 1)

[t m+2)nt+m+1)]? . [n=m-Dn-m)*
a’tm_[ (2n +1)(2n + 3) ] b"m_[ (2n+1)(2n—1) ]
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Les premiers termes étant donnés par:
= S~ +
a?%ﬂ);(ﬂ,ﬁ) = VAT (=1 Y (Ou, du) ha(u)

C’est & cet endroit qu’intervient la différence entre J(u) et H(u).En effet, nous avons la relation: J(u) =
Rg{H (u)}; les fonctions de Hankel h, ne sont pas régulieres: elles tendent vers l'infini & l'origine. Ainsi,
la premiere ligne de la récurrence sur les coefficients @y, 1):(n,m) POUT calculer J (u) est:

a?l/,u);(O,O) = Viér (_1)V+M Yo, (Ou, du) ju(u)

ou les fonctions de Bessel de premier ordre j, sont elles régulieres.
Les relations ci dessus ne marchent que pour les valeurs positives du coefficients m. Pour les valeurs
négatives,il faut utiliser la relation:

— +mtv+n —gx *\ Qi
Al p);(nym) (1) = — (—1)prmeen Qly,—p)s(n,—m)(—1") si on calcule H(u)

(_ 1)M+m — 8%

Q. —p)s(n,—my(0") si on calcule J(u)

Aoy )s(n,m) (W) =

et recommencer la rc?currence‘ en C\al/culant Efl’f,_#);(nj._m)(—u*} et\ Efl’f,_#);(n,_m)(.u*). - .
Si le programme informatique a élaborer pour utiliser le théoréme de translation-addition est hardi, il

en est également de la théorie sur laquelle sont basées ces quelques explications qui n’ont pas vocation &
démontrer cette théorie, mais juste a expliquer les étapes indispensables & la programmation du théoreme.
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B Les vecteurs harmoniques sphériques.

Nous allons & présent voir précisément la définition de la base ¥(r) sur laquelle nous avons développé
les champs électriques et magnétiques lors de cette these. Pour son établissement, nous considérerons la
résolution de I'équation de Helmholtz en coordonnées sphériques et verrons que les vecteurs de base que
nous utilisons vérifient cette relation.

Pour le moment, nous allons donner quelques définitions ”fonctionnelles”, qui permettent la program-
mation numérique de la base ¥!(r) sans s’intéresser & sa provenance. Tout d’abord, considérons sur cette
base d’une fonction vectorielle quelconque a(r):

a(r) = ¥'(r)-a*
Comme nous 'avons déja vu, le vecteur coefficient a contient I'information relative & la fonction a(r).

Changer de fonction vectorielle revient & changer de vecteur coefficient. La base ®¥!(r) est une base infinie
dont les éléments sont:

M) |
M, ()
™M@ ] :
¥ (r) = [ N (r) ]— N (1)

Nm;l (r)

L’entier n peut varier entre 0 et I'infini. A chaque entier n est associé 2n + 1 entiers m. L’entier n
désignent I’ordre multipolaire de la fonction & laquelle il est associé. Ainsi, pour l'ordre dipolaire, on a
n=1et m=—1,0,1. La base ¥*(r) réduite & ses termes dipolaires s’écrit par conséquent:

Pour n = 1, elle contient 6 éléments. On démontre que pour un développement multipolaire d’ordre n,
la base ¥(r) contient 2(n? + 2n) éléments. Les vecteurs My, (kr) et M, (kr) sont définis & partir des
vecteurs harmoniques sphériques(VHS) X,m, Yam €t Zpm:

Mo (r) = hn (1) X (6, @)
N (®) = = { Vi Do (1) Yo 0, 6) + b ()] Zum (56,6)

Le point M formant avec l'origine O le vecteur r est défini par les coordonnées sphériques (r, 6, ¢).Les
VHS sont quant & eux déterminés & partir de ’harmonique scalaire Y5, (6, ¢) :

Yn,m (97 ¢) = rYn,m (97 ¢)
_ Vo.oYnm(0,9)Ar

Xo,m(0,¢) CESY
. VG,d)Yn,m(g’ ¢)
Zn,m(ev ¢) - n(n + 1)

ot Vg 4 est le laplacien angulaire défini par la relation Vg 4 = 9% + QSﬁ(% et Yi,m(0, ¢) défini par:

Vo (0, 6) = | 2 %Pﬁ(casmem
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avec P fonction de Legendre généralisée telle que:

Pre) = (1)1 2?3 L)

Ce formulaire permet la programmation des éléments de notre base ¥(r). Voyons & présent d’olt vient
cette base a travers la résolution de I’équation d’Helmholtz en coordonnées sphériques.

B.1 Equation d’Helmholtz: cas scalaire

Considérons I’équation scalaire d’Helmholtz, en coordonnées sphériques, décrivant la propagation d’un
champ & valeurs réelles ¥(r,t) dont 'onde qui 'accompagne a pour vitesse v:

AU(r,t) — v—lzlll(r, t)=0

En se placant dans le cas d’un régime harmonique, qui se traduit pour le champ par une dépendance en

exp(—iwt) et une pulsation spatiale k = £ = 27” , 'équation devient:

v
AV (r,w) + kE*T(r,w) =0
L’expression du laplacien en coordonnées sphériques est:

2 2
A\Ilzla—(r ) —1 2(sinGE‘)—\IJ)—l——.l a_q;

r Or? r2sin6 00 00 r2sin? § 0¢?
On démontre que puisqu’il n’y a pas de dérivées croisées, il est possible de rechercher des solutions avec
des variables séparées de la forme:U(r) = f(r)g(, ¢).

Il est & ce moment utile de séparer le laplacien en deux, avec d’un coté le laplacien radial A,, et d’un
autre le laplacien angulaire Ag 4. Ces derniers ont alors pour expression:

192
AU === (r¥
r@rQ(r )
1 0,. 0¥ 1 9%
Boo¥ = g0 90 T man7e 007

et ainsi on a:
AV = Ar\Il + A0,¢\I/

D’ou les équations:

AV = A[f(r)g(0, 9)] = {Ar + Do,6}[f(1)9(0, )] = 9(0, O)Ar[f(r)] + f(r)D0,6(9(0; F)]-

Puisque résoudre I’équation d’Helmholtz revient & retrouver des fonctions ¥ vecteurs propres de valeur
propre —k? pour le laplacien, on doit avoir :

Alf(r)g(6, )] = —k*f(r)g(6,9)

et par conséquent:

Ar[f(r)] = af(r) et Doglg(0, )] = Bg(0, ¢) avec aff = —k*

On revient donc & un probléme de recherche de fonction vecteurs propres pour les laplaciens radial et
angulaire, & = (6, ¢) n’étant pas dépendant de r et § = (r) n’étant dépendant ni de 6, ni de ¢.
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B.1.1 Laplacien angulaire

Etudions pour commencer les fonctions vecteur propre du laplacien angulaire. La géométrie du systeme
impose aux solutions g(f, ¢) la relation de périodicité sur ¢ : g(6,¢) = g(6, ¢ + 27). On recherche alors
la solution sous la forme d’un développement de Fourier:

m=-+0o0

90,0 = 3 gu(@)e™

les coefficients du développement étant calculables a partir de la relation :

1
Cor

21
Im(6) / 96, d)e=medg

L’équation Ag 4[g(0, ¢)] = Bg(0, ) devient alors, par projection sur la base de Fourier, pour tout m:

19 Hom@)e™?}, 1 {gm(O)e™?}

o 5 ? 90 r2sin 0 952

imeo
r2sin @ 90 Bgm(0)e

Le terme de gauche peut étrer exprimé sous la forme D(6)e?™? apreés avoir exécuté la dérivation sur
e’™®_ On peut ainsi simplifier par e™?, et de ce fait éliminer la dépendance en ¢. L’équation précédente

devient: )
~ m7gm(6)

1 9 9gm (0)

r2sinf % (Sln 0 00 ) r2sin2 0 = ﬁgm(e) (A2)
Pour m = 0, I’équation est:
1 9, . 0gm(0) _
7‘2 sint9 %(Slne 89 ) - 5gm (9) (A3)

Nous allons voir qu’une telle équation a pour solutions une famille de polynémes appelée famille des
polynémes de Legendre. Dans ce but, considérons un polyndéme de Legendre quelconque d’ordre n.
Celui-ci est défini par la formule de Rodrigue:

1 dav , n
Pu) = Gy g &~V
Il vérifie la relation: J 4P, ()
x
- [(1 - :cQ);—x] = —n(n+1)P,(x) (A4)
Posons x = cosf et donc dx = —sianO.Ainsi,% = d—ﬁd% = —ﬁd% et (1 —22) = sin?0, ce qui fait que

la relation précédente devient:

1 0 ,. ,0P,(cosH)
sinf 00 (sin 6 00

) = —n(n+ 1)P,(cosh)

Les polynomes de Legendre P, (cosfl) sont donc vecteurs propres de I’équation (A3), associés aux valeurs
propres %} Il y a donc dans ce cas une infinité de solution.

Pour résoudre (A2) avec un coefficient m non nul, utilisons les fonctions de Legendre généralisées
définies & partir des polyndémes de Legendre selon la relation suivante:

m d™P,(x)

Pr(@) = (-1 (1 -2t F

II est intéressant de remarquer dés maintenant que les fonctions de Legendre généralisées baties a partir
du polynéme de Legendre d’ordre n sont au nombre de (2n 4+ 1). En effet, en utilisant la formule de
Rodrigue définissant les polynomes de Legendre, on se rend compte que la formule précédente donne des
résultats nuls pour m > n et n’est pas définie pour m < —n. Cette formule donnent donc un ensemble
de fonctions P pour une valeur n donnée telles que I'entier m appartient a l'intervalle [—n;n].

En prenant la relation (A4), en lui appliquant membre & membre la dérivation % avec x = cosb et
en la multipliant par (—1)™(1 — 22)% , on obtient:

1

0 OP!™(cosb)
sin 6 060

00

2 pm
) M §C"39) = —n(n +1)P™(cos)
sin” 0

(sin@
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Les fonctions P sont donc solutions de I’équation (A2), associées aux valeurs propres ﬂrn;—l); chaque

- 1 X C g .
valeur propre Arn;-_) correspondant & une valeur de n est donc dégénérée, avec un espace de solutions de
dimensions 2n + 1. Ce qui nous amene a conclure que les fonctions généralisées de Legendre multipliées
par e"™® sont bien les fonctions vecteur propre du Laplacien angulaire en coordonnées sphériques. On
obtient:

. 1 .
Ap 4P (cosh)e™?) = —%Pﬁ"(cos@)e’mqﬁ
En définissant les harmoniques sphériques par: Y, (0, ¢) = /2341 (n_m)!Pm(COSQ)eim¢, la famille de

4 (n+m)!-n

fonctions {Yim } nin] forme une base de fonctions vecteur propre du laplacien angulaire. Le terme

neEN,me[—

multiplicatif , /2241 %Z;—::% est un terme de normalisation.

B.1.2 Cas du laplacien radial:

Comme dans le cas des coordonnées cylindriques, des fonctions spéciales appelées fonctions de Bessel
sphériques sont les solutions de ce laplacien. La forme la plus générale est la fonction de Hankel définie
a partir des fonctions de premiere espece j, et N, par la relation hy(r) = jn (1) + iNu (7).

Des considérations physiques peuvent cependant appeler & éliminer comme solution du laplacien radial
la fonction N, (r). C’est le cas par exemple lorsque 1'on veut une solution qui ne diverge pas & l'origine:
comme la divergence de N, a l'origine est avérée, on ne considére comme seule solution du laplacien
radial que la fonction de premiere espece j,.

La solution du laplacien radial est donc de la forme:

+o0
fry=">_ halr)

n=—oo

Nous avons séparé la fonction solution en deux fonctions f(r)g(6, ¢) a priori indépendantes. Nous allons
voir qu'il n’en est rien. En effet, la solution du laplacien angulaire vérifie:

Ao oYam(®.6)] =~ Dy 9.)

r2

On a donc, lorsque 'on décompose le laplacien:
Alf(r)g(8,¢)] = g(8, ®)Ar[f ()] + f(r)A0,4[9(0, $)]
— 96,9 | Aslr(r) - D e

2
A[f(r)g(8,¢)] = —k>f(r)g(8, ¢) par définition.
d’out:

A - M py) = k2

L’indice n de I’équation précédente est ainsi fixé par la solution du laplacien angulaire. La seule solution
de laplacien radial qui peut convenir est alors h,, (1), n étant fizé par la donnée de Yy, (6, ¢). De plus, n
est pour les solutions du laplacien angulaire, positif.

La solution la plus générale a I’équation d’Helmholtz scalaire en coordonnées sphériques
sera par conséquent la sommation suivante:

+oo0  +n

Ur)=> Y alhn(r)Yam(0,¢)

n=0m=—n

les termes a;* étant les coefficients du développement.

B.2 Equation d’Helmholtz: cas vectoriel

Nous allons a présent passer a la résolution de I’équation vectorielle de propagation en coordonnées
sphériques.
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A partir de ’harmonique sphérique Y;, 1, (0, ¢) , construisons les trois vecteurs harmoniques sphériques
(VHS) suivants :

Yn,m(oa ¢> = i'\Y;?,Jn(oa ¢>
Vo Ynm(0,0)AT

X,m(0,¢) O
. VG,d)Yn,m(g, ¢)
Zn,m(ev ¢) - n(n + 1)

ou T est le vecteur radial unitaire et avec Vg 4 = 0% +¢ﬁ % gradient angulaire, {?,é\,g/i)\} formant la base
orthonormée usuellement utilisée en coordonnées sphériques. Le VHS X,, (0, ¢) est par construction
orthogonal & T qui lui-méme est un vecteur radial On en déduit que X,, ,,,(6, @) est transverse; de plus sa
divergence est nulle. A partir de ces vecteurs harmoniques sphériques, on construit les deux vecteurs:

Mn,m(kr) = hn(kr)Xn,m(gv ¢)

N, m(kr) = %{[n(n + 1)]%hn(k7")Yn,m(‘9a @) + [krhp(kr)] Znm(0,9)}

Démontrons que ces deux vecteurs sont solutions de I’équation d’Helmholtz vectorielle, c¢’est a dire qu’ils
vérifient:

AM,,  (kr)+k*M,, 1 (kr) = 0
AN, (k1) +k2Ny n (kr) = 0

Pour ce, il nous faut calculer leurs laplaciens. Nous le ferons en calculant leurs rotationnels et leurs diver-
gences, puis nous utiliserons la relation VAV Aa = V(V.a) — Aa. Commengons par leurs divergences.
Il est intéressant de remarquer que M, ., (kr) est dirigé selon ’harmonique transverse X,, (6, ¢).En
effet, cette propriété va se révéler fort utile quand on écrira la continuité tangentielle des champs dans
la théorie de Mie, puisque cette continuité s’exprime par le fait que la divergence des champs est nulle
au sens des fonctions. Pour I'instant, elle nous permet d’affirmer que la divergence du vecteur M,, ., (kr)
est nulle. Nous allons & présent démontrer qu’il en est de méme en ce qui concerne la divergence de
N,..m(kr). Pour ce, on calcule, en utilisant la formule de la divergence en coordonnées sphériques:

Yo,m(0, )

on rappelle & cette occasion que Y, (0, ¢) ne dépend pas de r. On a ensuite la relation:
VZpm(0,¢)=-V-TAX,,.(0,0)

qui peut se développer grace a la relation div(a A b) = b - rot(a) — a - rot(b), et en tenant compte du
fait que VAT =0
V. Zn,m(g’ ¢) =-V- (/I'\/\ Xn,m(g’ ¢))
=r(VAX, .(0,9) =X, ,(0,6) - (VAT)

i‘\(v A Xn,m(ev ¢))

\/ 1
- %ayn’m(g’ )

n(n+1)

Vo Znm(0,9) = —F——Ynm(0,9)

La définition du vecteur N, ,, (kr) montre que celui ci est de la forme:

N () =g { gl -+ 1)

N=

9(r)Ynm(0,0) + [9(r)] Znm (0, 9)}
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ou l'on a posé g(r) = krh,(kr). En utilisant la relation div(aa) = adiv(a) + a - grad(«), on développe
la divergence du vecteur N, , (kr) :

VN lhr) = - k11°)2 1+ 9T - Yo n0.6) + Y, (0.9) - grad(; ki)Q fn(n + D]} g(r))
b (Y B (6,6) + 2,1 (6,6) - grad (- [o(r)])

[9(r)]’ est une fonction de r: son gradient sera donc dirigé selon le vecteur T. Or, le vecteur Z, ., (0, ¢) est
par définition transverse. On en déduit donc que Zy, (6, ¢) - grad(Z[g(r)]’) = 0. Gréce aux expressions
de V- Zym(0,9) et V- Y, m(6,9) que nous avons développé, la relation précédente devient:

kr)Qg(r)] B %]

=

V- Np(kr) = [n(n + 1)] 2 9 [(L

Yom(0,9) [WQ(T) 3

0 1 2 /
o [WQ(T)] = —WQ(T) + k[ig

On obtient la relation désirée:
V Npm(kr) =0

Nous allons a présent calculer les rotationnels de ces deux vecteurs. Dans ce but, calculons les 3 rota-
tionnels des vecteurs X, (6, ¢), Yn.m(0,9) et Zy,, (0, ¢) qui les composent.

VAYnm(0,0) =V A TYnm(0,9))
A laide de VA (vva) =V Aa+ YV Aaet VAT =0, on a:
VA @Ynm(0,0)) =V, m(0,9)AT

Puis on utilise les deux relations Vi = ?83—% + %VG,M/J et 3Y'+”T(0“¢) = 0 pour développer le gradient de

Y.m (0, ), ce qui permet d’obtenir:

1
VYo.m (0, qﬁ)/\?:; [Vo,Ynm(0,0)] AT

soit ’égalité:
1 ~
VAY,m(6,0) = [Vo,Ynm(0,0)] AT

en utilisant la définition de X, (60, ¢), on en arrive a I’égalité:

n(n+1
VA Yn,m(e, ¢) :¥Xn,m(9, ¢)
De méme, calculons le rotationnel de Z,, (0, ¢) :
1
VA Zpm(0,9) = —=====V AVo,6Ynm(0,9)

’ vn(n+1)

Or, puisque Vi) = ?g—’f + %V(Mﬂﬁ, on a en tenant compte du fait que

V9,¢Yn,m(9, ¢) = rVYn,m(O, ¢)

Oum(0:0) _ (.
5 =0

Donc 1
VA Zn,m(ev ¢) = T—Fl)v A (Tvyn,m(ev ¢))

Utilisons V A (a¥) = Va A ¥ + oV A ¥ ce qui nous donne, avec a =r et ¥ = VY, (0, ¢):

VA Zy (6, 0) = e [V A VYo (6, 6) 41V A VYo (6, )]

vn(n+1)
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Comme VAVY¥ =0, rV A VY, n(0,$¢) = 0. De plus, on a: Vr = ?% + %Vg,¢(r):?. On obtient alors:

1 ~
VA Zn,m(ea ¢) = mr/\VYn,m(e, gb)

Nous avons déja vu que VY, (6, ¢) :%V9,¢Yn,m(t9, ¢). Finalement, le rotationnel du vecteur harmonique
sphérique Z, (60, ¢) s’écrit, en utilisant la définition de Xy, (6, @) :

VANZpm(0,¢) =

1
’ IENICES)

Les rotationnels de Z,, m (0, ¢) et Y, m (0, ¢) sont ainsi dirigés selon Xy, 1, (0, ¢), donc selon M, (6, ¢).
Or, N, n(kr) est par définition de la forme Ny, ., (kr) =f(r)Ynm(0,¢)+9(r)Znm(0,¢). Il est donc
raisonnable de penser que le rotationnel de N, ,,(kr) sera donc orienté selon X, 1, (6, ¢), donc colinéaire
& My, (kr). Il faut pour le calculer précisément calculer des rotationnels du type V A f(r)Y . m (0, ¢)
et VAg(r)Znm(0,¢). Nous démontrerons de cette fagon que le rotationnel de Ny, ,,(kr) est en fait égal
a kM,, i (kr). Prenons pour commencer la relation:

~ 1
rAV9,¢Yn,m(97 ¢) = - ;Xn,m(ev ¢)

VA (pa) =V Aa+yPV Aa
qui implique:

m(0,9) = V() ANYpm(0,0) + f(r)VAYnm(0, )
VAGr)ym(0,0) =Vg(r) AZipm(0,0) + g(r)V A Zpm(0,0)

Le VHS Y, m (0, ¢) est par définition radial. De plus, le gradient de f(r) l'est aussi. Le produit vectoriel
VI(r) ANY,m(6,¢) est donc nul. On en déduit la simplification:

VA f(r)Yn,m (9» ¢) :f(r)v A Yn,m(av ¢)

soit combiné avec le résultat VA Y, m (6, ¢) = n(nH)Xn,m(O, @) Dégalité:

r

n(n+1)

VAF(r)Ynm(8,¢) =f(r) Xn,m(0,0)

De plus, on vérifie aisément & partir de leurs définition que:
i'\/\Zn,m(ev ¢) = _Xn,m(ev ¢)

En utilisant le fait que Vg(r) = ?% + 1V 4(g) = g (P et que VA Zpm(0,0) = —1X,m (0, ¢), on
arrive a:

’

VA9 Znm (@) = =L)X (0,0) 4 ()X m (0, 0)

on peut ainsi calculer le rotationnel de Ny, ,,,(kr). En effet, ce vecteur est de la forme:

Noym(kr) =f(r)Ynm(0,8) + 9(r)Zn,m (0, $)
d’ou:

’

—@xn,mw, ¢) - @Xn,mw, 9)=9 (1) Xnm(0,9)
)@ — M—g((”f‘))xn,m(ea ¢)

r

V ANy (kr) =

f(r)
(f(r
= F(r)Xn,m(0, )

ou 'on a posé:
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Ici, on a, pour respecter la définition de Ny, ,,, (kr):

£(r) = 7-lnn+ 1)) ha (k)
9(r) = o krhn (k)]

on en déduit:

sl 1) (k) + g rha (k) + (%[kmn(kr)@

Fir)=- kr?

Puis on développe le terme:

( = [krhn (kr)]) = b (k)] — g ko (k)]

donc:

F(r) = —gn(n+ Dha(kr) + 2 [krha (k)]

T2
On développe alors le terme dérivé deux fois par rapport a r en utilisant la relation:

[whn(x)]” = 2lhn(@)]” + 2[hn(@)]

relation qui pour x = kr donne:

d(ij‘) [krhy(kr)] = kra(iz) [ (kr)] +2.%[hn(kr)}
donc
LD (k) = 0(22) erhn (k1)
- é[kr%[hn(kr)] + 2.5 )]
= B )+ 2L )
L k) = 2ttt + 2 )

ainsi, on finit par obtenir la relation:

2 (k)] + [ (k7))

F(r) =~k |~ zgn(n + Dha(kr) + |

k2r2

La fonction h,(r) est par définition la solution de I’équation différentielle:

)+ 2+ (1= 2Dy = 0
)+ 2y = "D ) = <)

Gréace a cette équation, on obtient:

et, ainsi:

V ANy m(kr) = khp(kr) X m (0, ¢)
= kM,, p(kr)

On démontre par une démarche analogue la relation:

V A My (kr) = kNp o (kr)
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a partir des deux relations calculées:
VAXnm(0,¢) =vn(n+1)Ynm(0,¢) +Z,,,(0,¢)

VX (0.0) = L DY 0004 [ 1D )] 20 0,0)

Les relations sur les rotationnels des vecteurs de base donnent, lorsqu’on les combine:

V AV AM,m(kr) = E*°M,, (k)
V AV AN m(kr) = k*Np o (kr)
De plus on a d’une part la relation VAV Aa = V(V.a) — Aa, et d’autre part des divergences nulles
pour les vecteurs My, p, (kr) et Ny, ., (kr) d’apres ce qui a été dit précédemment. Donc:
AM,,  (kr)+k*M,, 1 (kr) = 0O
AN, (kr)+k* Ny, i (kr) = 0
les vecteurs M, ,,(kr) et N,, ,,(kr) sont solutions transverses de 1’équation de propagation
vectorielle.

Toute solution E(kr) de I’équation de propagation vectorielle telle que sa divergence est nulle s’écrit
donc sous la forme:

Bkr) = S S (Mo p(br)aM,, + [0, Ny (k1))

n=1m=—n
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C Décomposition d’une onde plane en harmoniques sphériques

Afin de décomposer une onde plane vectorielle en harmoniques sphériques, nous allons tenter de généraliser
la décomposition d’une onde plane scalaire:

exp (zﬁr) izq (2q+ 1)jq(kr)P, (k r) (A5)

q=0

qui, si on utilise la relation suivante sur les polynémes de Legendre:

Pq(iﬁ-?):2q+1 Z (O, 1) Yam (6, ¢) (A6)

donne:
exp <zk r) = 4%2 Z 1754 (k)Y 5 Ok, d1) Yam (0, ¢)
qg=0m=—q

Les coordonnées (0, ¢r) sont les coordonnées angulaire du vecteur d’onde incident k, (0, ¢) celles du
vecteur position r. On définit les vecteurs unitaires k = k/k et T = r/r. Définissons les 3 vecteurs
suivants:

__ L g+
1= /2 y

=)

z
—~ 1 .
— — X —1

=)

0

Ces 3 vecteurs forment une base, puisqu’ils vérifient les relations de fermeture et de complétude:

1
Z 55:5(\# = 1”» SC\Z : 557’ = 5u,r

p=—1

ol 1|| désigne le tenseur identité d’ordre 2. A partir de ces vecteurs, et en utilisant les coefficients de
Clebsch-Gordon, on peut définir d’autres vecteurs harmoniques sphériques que ceux que nous utilisons
habituellement:

1

Y:,:z]: Z(CI’m—M;l»M'nam)Yq,m—uS@v q:n_1»n7n+1
pu=-—1

Ces 3 vecteurs forment eux aussi une base:
/ dQ (Y:;%’q, (?)) YT (F) = Smms Ot Oy
Q
Y (Ym®) Y@ =1

n,m,q
Si I'on multiplie le développement (A6) par le tenseur identité d’ordre 2:

~ 0 471' mx m

On peut faire pareil avec le (A5) :
Uexp (ik-F) =dm 3 i, (kr) Yoy (O, 64) Y1050, 9)
n,m,q

Si l'onde plane est polarisée suivant un vecteur €;, et que 'on multiplie chaque terme de ’équation ci
dessus scalairement par ce vecteur de polarisation:

Siexp (i T) = 4m > o (kr) Yy (O, 6) Y1 (6, 0) - & (A7)

n,m,q
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C’est le développement en vecteurs harmoniques sphériques que nous recherchons. Il faut juste le réécrire,
afin de faire ressortir les vecteurs de base M,,;m et Nom:

1
Xnm = ;Y;’Lnn

n+1 z n B
Znm = <2n+1> Ym"—1+<2n+1> Yot

1
n n+1\?2
Yom = (2n+1) mn—1 = <2n+1> Yontt

S

soit:

Y, =i Xnm

n+1 3 n 3
Yo, 1= <2n+1> an+<2n—+1> Yom

1 1

n 2 n+1)\?2

YY" = Zom—|—— ] Y
mn—1 (2n—l—1> nm <2n—|—1> nm

D’apres la définition des vecteurs Y, ¢ peut valoir n — 1,n et n + 1. La relation (A7) donne pour
g=n-—1:

4 Z in_ljn—l(kr) Zl:_l (0/67 ¢k)Yzln—1 (07 ¢)

n,m

=dr Y "1 (kr)(

n,m

n+1

m Zym (9’ ¢) Z:,m (0/@, ¢k>

n
2n+1

pour q = n:

(n(n+1))*

Am Y " Gu(kr)Y 0 (O, $6) Y0 (8, 0) = 4 Y % (k)Xo (8, 6) X5 (O, k)

n,m

et pourg=n+1:

Am > i 1 (k)Y Ok, ¢k) Y41 (6, ¢)

= 4 3 " s (k) (5 B (6,6) 23 O 01)
Py 0 YOt~ LD G g G 6] + o6, 6V (B )
2n+1 nm b nm ks Pk 2n+1 nm b nm ks Pk nm b nm ks Pk

Ainsi, le développement (A7) se réécrit:
1 exp (ZE : ?)

= 4r > " (k) X (8, ) X, (01, 1)

n,m

-n—1
4m Y S [0+ 1) e k1) = 1 (k)] Zon(0,6)Zi O 60)

n—1

FAr Y S g1 (61) = (1 s (67)] Yo (6, 0) Y O 1)

‘n—1
+ 47"2 2; 1 V(n 4 1) [fn—1(kr) + jng1(kr)] [Yam (0, ¢) Znm, O, ¢1) + Zrm (0, 0)Y 50 (Ok, d)]

151
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Utilisons les relations de réccurence sur les fonctions de Bessel:
2n+1

(&) + i) = 2 e)
Njn—1(2) — (N + 1)jns1(z) = (2n + 1), (2)

2n+1 . I

[2jn(2)]

(n+ 1)jn-1(x) — njns1(x) =
notre développement devient:
1|| exp (zﬁ . ?)
=473 0 ) X 6,65 B 1)

+47TZZn 1 |: .'I}]n k?”)] :| an(e,(ﬁ)z;klm(ek,(ﬁk)

+47rzi"‘1 Un (k1) Yo (0, )Y o (O, 1)

OIS e 57) | (Xm0, 0)Zim 8, 60) + o (6. )Y o B )
= 47rZi"jn k) X (0, 8) X (O, d1)+

) = (V0 DY (6, 0) + [ (k)] Zoam (6,6) ) Zi (O 04)+

47{:@"1 ( 00+ 1) (k1) Zim (0, 6) + [ (k)] Y (0,6)) Yy (O, 68)

Cette derniere relation sera multiplié scalairement par €; pour obtenir une onde plane vectorielle. Cette
onde est transverse, et puisque Y, (0k, ¢x) est radial, on trouvera:

Siexp (ik ) = 47TZ ™ (k) Ko (0, ) XK (O, G1) - €+

471'21"1 ( n(n + 1)jn(kr)Yn (9,¢)+[xjn(kr)]’znm(e,qs))z;m(ek,%).@

Rappelons la définition de nos vecteurs de base:

M (kr) = jn (k1) Xpm (0, ¢)

Non(kr) = = (V000 F 1 (k) Zoa (0, 6) + [ (b)) Yo 0, 6))

nous obtenons finalement la reltion désirée:

&, exp (zﬁ : ?) =" Mo (kr) (47X, (O, k) - &)
+ ) Noum(kr) (47" 125, (O, dk) - &)

Si ’on définit notre repére sphérique en prenant le vecteur unitaire z tel que:

~

z=k

on en déduit tout naturellement les coordonnées du vecteur d’onde (k,0,0). Les fonctions XZ, (0k, o)
et Z¥, (0k, o) sont alors nulles pour ||m|| # 1 du fait des polynomes de Legendre qu’elles contiennent.
On démontrent que le développement d’une onde plane sur une base de vecteurs harmoniques sphériques
devient alors:

& exp (zﬁ : ?) = 3 "maV/m@n+ De[i0 + ¢] 0 & (M (kr) + Ny (kr))

n,[lm|l=1
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D modélisation d’un faisceau laser selon ’approximation de Davis.

D.1 Généralités sur les faisceaux lasers.

Nous allons tout d’abord utiliser le modele gaussien d’un faisceau laser et sa terminologie afin de définir
certains parametres. L’axe z du repére sera ’axe de propagation du faisceau. Ainsi, les plans transverses
seront perpendiculaires & cet axe z.

Le faisceau considéré est caractérisé par :

e Le rayon du faisceau w(z), qui est un indicateur pour savoir si oui ou non le faisceau est large. Si
E(r, z) est 'amplitude du champ électrique associé & 'onde incidente, w(z) est défini par la relation:

1E(O,z)

e

E(w(z),2)
La valeur minimale de ce rayon est appelée le ‘waist’, ou rayon de ceinture, du faisceau, et sera
appelée wg.

e La divergence ou longueur de diffraction du faisceau [; elle est liée au waist du faisceau et a la norme
du vecteur d’onde incident par la relation:

| = kwi

e Le parametre s, qui est défini a partir du waist et de la longueur de diffraction grace au rapport:

wo 1 A

§ = — —_

l - kwo - 2T W

il apparait ainsi comme étant la longueur d’onde divisée par la circonférence du faisceau dans le
plan du waist. Le parametre s est par conséquent sans dimension.

Apres cette introduction, nous allons décrire les différents champs associés au faisceau laser grace a
I'introduction du potentiel vecteur A dont ils dérivent.

D.2 Calcul des coefficients de la décomposition

La formulation de Davis permet d’obtenir une bonne approximation des faisceaaux laser. On part du
potentiel vecteur dont sont issus les champs:

A =(4,,0,0) (A8)
Aw (fL’, Y, %, t) =V ({L', Y, Z) exXp (”fz) exXp (_ZWt)
Les champs électriques et magnétiques sont liés & ce potentiel vecteur grace aux équations:
B =rotA

E= —%A—gradU: iwA —grad U

La fonction U est le potentiel scalaire que la condition de jauge de Lorentz nous permet de relier au
potentiel vecteur:

oU
divA+ 22 —
iv +026t 0
diva— Y
C
U:—%divA

On rappelle & cette occasion que toutes les dépendances temporelles sont en exp (—iwt). Ainsi, dériver
par rapport au temps revient a multiplier par —iw. De plus, la norme du vecteur d’onde k est liée a la
pulsation temporelle w du vecteur potentiel par la relation & = w/c. Nous allons & présent utiliser le fait
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que le vecteur potentiel A vérifie I’équation d’Helmholtz. Cela nous permettra d’exprimer la fonction
inconnue ¥ (x,y, z) et par la suite calculer les différents champs. Enfin, nous ferons les approximations
qui nous permettrons d’aboutir & I’expression des champs du faisceau laser.

Comme nous venons de le dire, le vecteur potentiel satisfait I’équation d’Helmholtz:

AA, +k2A, =0 (A9)

92 A )

Développons le terme suivant z:

o [PV @2 0¥ @ y,2)
@A:v = exp (1kz) {T —k*U (z,y,2) + QZkT}

développement ou on a négligé comme il est de coutume la dépendance temporelle. Réinjecté dans
I’équation de propagation, tout cela donne, apreés simplification par le terme propgatif exp(ikz):

2 92 92 )
a2 Y @y, 2) + 97 U(z,y,2) + 55V (@,9,2) + 2tk - (2,9, 2) = 0 (A10)

Nous allons & cet instant du calcul introduire les parametres sans dimensions:

§—w0, = ¢
”? 19 2 10 2 s 0

022 wj 06" Oy w062’ 022 wj 02

~|w

Cette introduction n’est pas fortuite: elle va nous permettre d’utiliser le parametre sans dimensions s,
qui va étre déterminant dans le cadre des approximations que nous aurons a faire par la suite. Pour
l'instant, en multipliant 1’équation de propagation par le waist au carré w2, on obtient:

wi o U (z,y,2) +wi o U (2,y,2) +wi o U (2,y,2) + 2ikw] 0 ¥ (x,y,2) =0
0 axz 7y7 0 ayz 7y7 0 822 7y7 0 az 7y7 -
équation qui a pour suite, en utilisant donc les parametres sans dimensions :
2 2

0
8—€2‘I’(§,ﬁ7C) + (9_1’}2\11 (5,7770 +2’L C

Cette équation comporte une infinité de solutions. Nous allons rechercher des fonctions ¥ telles que:

5 02
U (&n,¢)+s 8—42‘11(5717,() =0 (A11)
U =0q+ s2Ts + 52Ty + ...

Le fait de rechercher une solution sous cette forme est liée & la présence du terme en s? dans I’équation
précédente. En effet, cette équation s’écrit, lorsque I'on remplace ¥ par ’expression recherchée:

Py &n ¢+ 7y (€ C)+2’i—a Po (& ¢) =0 (Al2)
662 o\S, ", 8772 o\S, 7, ag o\S, ",
0? 0? 0 02
<_(9§2 + 55 +2 3() Vopto = “ae Wor n>0

On a ainsi une équation simplifiée permettant de calculer le terme ¥q. De plus, on remarque que méme si
on peut calculer les termes du développement de fagon récursive a partir de ¥y grace a ’équation (A12),
il est facile de faire des approximations & condition que s << 1, soit A << wy.

Le nombre des fonctions ¥y solutions de I’équation (A12) est infini. Nous allons en choisir une telle
qu’elle soit solution du mode 0 d’un laser. La fonction ¥q s’écrit ainsi:

Ty = —iQexp (iQh?)

avec

Q=- W2 =& 4’
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Vérifions dans un premier temps que cette fonction est bien solution de I’équation (A12). Calculons dans

. 8%y, .
un premier temps Je2 -

o
68_50 = Q*2¢ exp (iQh?)

(%szg exp (iQh?) = Q*2exp (iQR?) + iQ*4€” exp (iQh?)

' Vo o o s

donc 9 2Q% exp (iQh?) +i4Q°¢ exp (iQh?)
On obtient donc, en tenant compte du role symétrique joué par £ et n et découlant du fait que le faisceau

est transverse: 920 920

TQO + WQO = 4Q% exp (iQh?) + i4Q>h% exp (iQh?) (A13)

Accomplissons a présent les dérivées par rapport a (:

ﬁ_ﬁ 1 _ 2 o2
o T acival T Gt ¢

(% exp (iQh%) = —i2h*Q” exp (iQh?)

pour aboutir finalement & 1’égalité

Qiaﬁc(_iQ exp (iQh?)) = —4Q* exp (iQh?) — i4Q*h? exp (iQh?) (A14)

En sommant (A13) et (A14), on vérifie donc de cette fagon le fait que ¥y est bien solution de 1’équation
(A12):

02Ty 0%y .0
e + o + QZa—C‘I’O (&, ¢)

=4Q%exp (iQhQ) + i4Q3h? exp (iQh2) —4Q%exp (iQh2) — i4Q3h? exp (iQh2)
=0
Nous allons ainsi faire une approximation au premier ordre en s du potentiel vecteur, c’est a dire
prendre ¥ = ¥q. Le potentiel vecteur sera donc défini par:
A= (Aaca 0, 0)
A (z,y, 2, t) = Wgexp (ikz) exp (—iwt)

2
Ay (z,y,2,t) = —iQexp (iQ (:Cw_—i—y> ) exp (ikz)exp (—iwt)
0

A présent, calculons les champs électriques et magnétiques découlant de ce potentiel (on se place dans
le repere (O, x,y,z), avec z direction de propagation du faisceau incident et O point de 1’axe optique tel
que w(z) = wy):

B =rot A
0 0
= _Aac_ _Az
y@z Z@y

ce qui donne, en posant B = (B, By, B;) :
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relations & partir desquelles on calcule, en tenant compte du fait que @ ne dépend pas de y:
2

_I;y ) exp (ikz)
0

0 0 x?
B,= -2 k2) = — '
oy o0 exp (ikz) ayzQ exp <zQ

2 2,2 ~
= —QyQ—2 exp <2‘QCC +2y > exp (ikz) = —Qy%‘llo exp (ikz)
Wy Wo Wy

ot on a posé Ug = Q exp [iQh?] . En ce qui concerne B :

0
B, = 5 — A,
B, = 8—2 exp (ikz) + 1kVUq exp (ikz)
Il nous faut alors évaluer 3(;1; Q:
a\IIO o 8 . . 2
5, = —&zQ exp (th )
O 0Q o Oexp (iQh?))
= —i-exp (th ) — ’LQT
0¥y  .0Q a2 A 0Q o o
5, = g, &P (th ) — ZQEM exp (th )
Comme on sait que:
- —920)?
Q=20
_Zz
1
on trouve pour z- 90
9, 00, W
0z° 0zo0C° 1
ce qui nous permet de calculer ‘98‘12 &
0¥y  .0Q 2y 0@ o A2
5, — ~ig, o (iQh?) — ZQEzh exp (iQh?)
.2Q? . 2Q° .
=i——exp (thz) — Thz exp (iQh?)
0¥y 2Q 2y
W = l \I/O + Z l h
On trouve ainsi, pour By:
2,2
B, = ( k— ? +1 QQZ ) U exp (ikz)

8]
|

+1 Wqexp (ikz)
Wo Wo Wo

Y

(i 20, 2Q2h28> 3

expression dans laquelle on a bien siir utilisé la définition du parametre s et celle de {170 donnée précédemment:

Wo
§ = —

l

. Yoy -1 . . ’ .
Prenons comme valeur pour 'amplitude By du champ magnétique By = sw—n On peut ainsi écrire:

-1 N
B, = Sw_o (1 +i2Qs% — 2Q2h232) Wqexp (ikz)

= By (1 +1i2Qs® — 2Q°h*s?) T exp (ikz)
= BoUgexp (ikz) + O (52)
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1

et puisque | = kwg et s~ = kwo:

B, = _221%{170 exp (ikz)
Wy

= —2y—0 legQifg exp (ikz)

—1 -
= —28—%\110 exp (ikz)
wo l
B, = —2?—2130@0 exp (ikz)

Le champ magnétique devient, en négligeant le terme en s* de sa composante radiale B,:
B ~ . 2Qy , = .
B = (0, Bo¥gexp (ikz), —TBO\IJO exp (ikz)) (A15)

Pour le champ électrique, la démarche est analogue méme si les calculs sont un peu plus fastidieux. En
effet, on part & nouveau de 'expression de E a partir des potentiels vecteurs et scalaires:

E= —%A—gradU: iwA —gradU

E = iwA + %grad(div A)
expression de E dans laquelle on a utilisé la condition de jauge de Lorentz, puis le fait que la norme

du vecteur d’onde est constante spatialement. Calculons les différents termes de 'expression du champ
électrique en évaluant iwA et grad(div A). Comme on a:

A= (Aaca 0, O)
Az (x,y, 2,t) = Vg exp (ikz) exp (—iwt)

T +y
wo

2
Ay (z,y,2,t) = —iQexp (iQ < > ) exp (ikz)exp (—iwt)

on en déduit les expressions, avec s~1 = kwy et en tenant compte de l'invariance en z de Q:

iwA = [ckQ exp [iQ (52 + n2)] exp (ikz)]x = [wios_lQ exp [iQh2] exp (ikz)]x

) 9 2 2 22002 2 2 2602
divA = —Tg = —iQ—exp iQx —|—2y = :c622 exp iQx _I;y _ 20 exp [iQh?] exp (ikz)
Oz Ox wy wy wg wo
derniere expression ol 'on a réutilisé le parametre h:
hQ _ ‘TQ + yQ
==
0

On peut ainsi exprimer les différentes composantes du gradient de la divergence du potentiel vecteur. Sa
composante suivant x est alors:

[%v Ve A)] %Cexp (ik2) {a% (25@2 exp [iQh2]) }

z Wo

; 2 2
%exp (ikz2) {% (%) exp [iQhQ] + %% (exp [th2])}
: _ 9 (22Q? ot 4y?] | 22Q% 0 N e

%exp(zkz){%< ch )exp [zQx 2y ] + 3;6;2 7 (exszx " 4 )}

w 2
0 0 0 0
; 202 2, .2 Liz203 24,2
Ee}cp(ikz){iQQXp (sz +2y )—i— m:4Q exp (zQw —|—2y )}

k wg wg w, w§

0
[%CV (Ve A)] _ 2;632 (i — 26%Q) sexp [iQh2] exp (k=)
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Le raisonnement est le méme pour les autres composantes:

[%V(V . A)] _ %exp( kz) {ay (22632 exp [iQhQD}

Y

. 2
= %exp (ikz) rﬁCj 8y (eXp [lth])
= %Cexp (ikz) gQ ’LQ 2 exp [ZQhQ}
[%Cv (Vo A)] = ‘C4§ZQ386XP [1Qh?] exp(ikz)
v 0
FY e )| = g Qe 0 e k)

_ e 25 { 9024 Q2 o (thQ + 2kz)} exp [iQh?] exp (ikz)

2 ) 2R2 /0 .
55 o 20) 92 ()i
@ (_1 _ %3 2Q% 23) exp [iQh?] exp (ikz)

wo kwg kwq

[%V(v. A)L:

ce qui nous donne finalement:

1202 203
E, = {ios—lQ exp [iQ (52 + 772)] i ZCZ? sexp [iQ (52 + 772)] 5 Q 25K sexp [zQ (52 1 )] } exp (k=)

E, = 4c§nQ sexp [iQ (&% +n°)] exp (ikz)
B 25@2 4iQ  2Q°%h* P .
E, = o (—1 — k_wos + e s> exp [iQh?] exp (ikz)

En utilisant la fonction ¥g = Q exp [iQh?] et en définissant I'amplitude du champ électrique Ey = s,
on obtient:

E, = {EOQ exp [ith] + 2Fys°Q% exp [iQhQ] (l — 2§2Q) } exp (ikz)
= EoQexp [iQh*] exp (ikz) + O (s?)
= Eo\io exp (zkz)

E, = —4EgénQ3s? exp [iQhQ] exp (ikz)
=0 (82)

E. = 2(Q%E, (—s 2262 24 2Q2 ) exp [thz] exp (ikz)
wo

kw
= —2£QsQEqgexp [iQh*] exp (ik ) +0(s%)
= —52Q¢ g exp (ikz) + O (s)

= _821?_0x W exp (ikz) + O (82) = —QQTZE Tgexp (ikz) + O (82)
On aboutit finalement & lapproximation suivante du champ électrique (avec bien sur la dépendance
temporelle):
~ . 2Qx ~ .

E = (EoVgexp (ikz),0, - U exp (ikz)) (A16)
Dans les deux expressions (A15) et (A16), nous avons conservé les termes longitudinaux qui sont pourtant
en s. Généralement, ces deux termes sont négligés, assurant ainsi la transversalité de notre modele. Nous
avons décidé de les garder puisque notre approximation du développement ¥ = Uy + s2Uy + ... =
Yo+ O (32) est une approximation négligeant les termes du second ordre mais rien indique que nous
négligeons ceux du premier
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E Polarisabilité d’un dipdle
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