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Examen Mathématiques pour la physique PAI & Faculté
7 novembre 2017 : 5 exercices recto-verso

Durée de [’épreuve 2 heures.

1. Calculer les différentielles, dg et dh respectivement des fonctions suivantes :

z2Iny

(a) g(2,y,2) =

dg dg dg
8:vd +6 dy +a

In 2
=22 Y gy + —dy —
z 2y

dg dz

anyd
z

22

(b) h(p,¢) = sinh (p?) Vcos¢ .

dh = @dp—I— ¢¢

= 2p cosh (p ) \/cos ¢ dp — sinh (p2) Q\S/i% do

2. On mesure le périmetre d’une sphere a P = 84cm avec une erreur possible de AP = 0.5
cm.

(a) Utilise la différentielle afin d’estimer l'erreur (relative et absolue) dans le calcul de sa
surface S.

Puisque P = 27r
Ar AP 05 1

r P 84 168

dsS dr AS Ar 1

S =4 :>——2— =2— = — ~(.0119

=g Y
1 1P2 84
AS = — = ~9
= AS 845 31 - 67cm

2

S = P—N2246cm
T

(b) Utilise la différentielle afin d’estimer l'erreur, (relative et absolue) dans le calcul du
volume, V.
4 5 dV dr AV Ar 3

1
3T T Y T3 T Y T3 T e e = 00

1
= AV = V% ~ 179¢m?
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3. Considérer 'équation différentielle suivante :

d
—ysinera:Q:O.
dx

(a) Trouver la solution générale de cette équation par séparation de variables.

sinydy = —z?dx
/sinydy = —/a:2dx

23
:>cosy:§+0

23
— y (z) = arc cos [3 + C]

(b) Démontrer que votre solution est bien une solution de ’équation différentielle.
On considere
23
cosy=—+C
3
et on prend la différentielle de chaque coté,
— sinydy = —x’dx

d
= —ysiny+x2:0
dz

(¢) Trouver la solution particuliere ayant la condition initale de yy = 0 quand zy = 0.
Il faut choisir la branche positive de y.

3

X
yo:y(ffo)Zy(O):Cosy0:1:§0+C:C

= (=1

23
= y (z) = arc cos [3 + 1]

4. Trouver la solution générale de I’'équation linéaire de premiere ordre suivante :

d
—y+2wy:2x.
dx

Il y a en fait deux facons de résoudre cette équation. D’abord il y a la technique standard
pour résioudre une équation linéaire d’ordre 1. Avec cette approche, on définit :

et I’équation devient



et on cherch v comme la solution de I’équation homogene :

dv
— 4+ 220 =0
I + 2xv
ceci est séparable
d
/—v = /—2$d$ = —x?
v
— Inv = —2a?

= v (x) = exp (—xz)

Avec v comme une solution de I’équation homogeen, I’équation pour u devient

du 2z
dr v (x)

= 2rexp <x2>

qui est de nouveau separable et la solution est

/ du = / 20 exp («2) de

— u(x) = exp (:102> +C

On remonte maintenant a la solution complete :
Y=uv = (exp <x2) + C) exp (—$2>
=1+ Cexp (—x2)
On peut vérifier la solution

Zz = —2zC'exp (—$2) + 2z (1 + Cexp (—zQ)) =2

L’autre technique est de remarquer qu’il s’agit d'une équation séparable. On peut réécrire
I’équation :
dy

=2 (1—1) .
o r(1—y)

et résoudre par intégration :
dy
1-y)
dy
:>/7:/2xd95+01
(1—-y)
= —In(1—-y) =2+,
—In(l—y)=—2>+0C,

= 2xdx

ou Cy = —CY. On prend 'exponentiel de chaque co6té de la derniere ligne et on trouve :

1 —y = Cyexp(—a?)
— y =1+ Cexp(—2?),

ou C' = —C3 = — exp(Cy) est une constante arbitraire et ce qui nous donne le méme résultat
que par la premiere méthode.
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5. Trouver la masse d'une sphere de rayon R ou la densité de la sphere s’exprime :
r 21 win2
p(r,0,0) = po [1 - (R)} cos” fsin® ¢ .
On se rappel la relation :

cos (a4 3) = cosacos § — sin B sin a
— cos (2¢) = cos? ¢ —sin® ¢ = 1 — 2sin’ ¢

1
— sin® ¢ = 3 (cos2¢ +1)
L’élément de volume en coordonnées sphériques est :

dV = r’drsin 6dfde |

et on obtient la masse totale par intégration :
R r? m o
M = /// PdV = / r2drp0 (1 — 2) / C082 0 sin ede/ sin2 ¢d¢
0 R2) Jo A
/R 24 (1 T>/1 2, /27r1( 2¢+1)d¢ /R 20 (1 r2
- rar{l——o u”du — (cos S P2dr (11—
£o 0 R —1 0 2 Lo 0 R2

2 (R 2| (B 1 (B
= Wpog/o r2dr (1 — ;) = Wpog l/@ r2dr — @/0 drrﬂ

2 R3 1 R* 2 1 1
48] e

3 4

=53 w45
B 7poR3
18

ol nous avons aussi fait un changement de variables dans la deuxiéme ligne :

u = cosf du = — sin 6d60

6. Considérer I’équation différentielle suivante :

(x +y)sinydx + (rsiny + cosy) dy = 0

(a) Montrer qu’il ne s’agit pas d'une différentielle exacte.

M (z,y) = (v +y)siny
N (z,y) = (zsiny + cosy)

a—M—( +y) + sin #a—N—in
8y7w Yy)cosy + sy axfsy
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(b) Montrer que la fonction, g , définit tel que,

_ 1 (0N oM
9= oz oy )’

est une fonction uniquement de la variable .
Par substitution directe, on obtient :

1 ) i Ccos Yy
m(smy—smy— (r +y)cosy) = —

9= :
siny

ce qui est bien une fonction de y.

(¢) Trouver le facteur intégrant de I'éq.(T)), 4« (y), qui s’obtient de la fagon suivante :

u(y) = exp (/g(y)dy> :

[ sy = [ Yy = —n|siny| = n[siny]”
sin y
1

sin y

— p(y) = expln[siny| ™ =

(d) Démontrer qu’en multipliant l’éq. par u(y), on obtient une équation de la forme :
M (2,y)dz + N (,y)dy =0, (2)

et que cette nouvelle équation est une différentielle exacte.

On multiple l’éq. par u(y) et on trouve :

1(y) [M (z,y)dx + N (z,y) dy] = (M (z,y)dx + N (x,y)dy] =0

siny

— (z+y)dr + <x+cf)sy> dy =0
s y

ce qui nous donne

M (z,y) = (z +y)

]v(m,y) =+ c9sy
siny
C’est bien une différentielle exacte car
O iy 1= 2N
By (z,y) 5 (z,9)

(e) Trouver la solution de I’équation par intégration, c’est-a-dire trouver,

Fla,y) = [ M (w,y) do+ 6(y)
ou la fonction d’intégration ¢(y) est déterminée par la contrainte que,

of
a‘;j = N(z,y) .
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Par intégration on trouve,

flz,y) = /(x+y) dz + é(y)

2

x
=5 Ty +oy)
0 d
U vt )=t DY gy = Y, D
dy siny siny dy siny
s dp = C yd :>/d¢ /C?Sydy
sin siny

= ¢ (y )zln]smy[—{—C’

Mettant ¢ (y) dans f(z,y), on a la solution

2
x .
flw.y) = =+ oy + Infsiny| =

(f) Montrer que I'équation f(x,y) = Cte est une solution de I’équation différentielle de
I’équation . Autrement dit, démontrer que I’équation df = 0 est identique a l’éq..

0, 00y,

df = 5

e ()
sin y
= (z+y)sinydr + (xsiny + cosy) =0

ce qui est bien l’éq. et .
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