PEIP Polytech Electromagnétisme — TD9 2025

Induction

Eléments du cours :
Dans le langage de I’électrocinétique, 'expression «force électromotrice »est le plus souvent
réservée A U'intégrale de cette force sur un circuit fermé :

dF, — —
e(t) = =4 gb— ¢ (E+WdanB). db (1)
Z{ f( )

dq

ou on l'intégral s’effectue intégre sur le circuit entier (fermé) C. On peux aussi utiliser cette formule
pour calculer une différence de potentiel d’un circuit ouvert.
Dans la pratique, e(t) peut souvent étre calculé plus facilement avec la formule de Farraday :

et) = %7 ®)

ou ®(t) est le flux magnétique a travers le circuit :

B(t) = / /S . B(7.1) - hdS 3)

1. Force électromotrice Une tige métallique de longueur ¢ = 1.5m se trouve dans un champ
magnétique uniforme, constant B = 0,5T. La tige est perpendiculaire a § Elle bouge avec
une vitesse constante v = 4m/s dans une direction perpendiculaire & B et a la tige. Calculer
la différence du potentiel électrique entre les extrémités de la tige.

Solution : La partie de la force de Lorentz, ?m, qui, une fois intégré sur le circuit, donne e
(la « force électromotrice »),
F,

q:?/\ﬁ:élx;:? V™|

e:/ﬁ’”-?z:/?Aﬁ-cﬁzzg’::&v

q

2. Une bobine de rayon r = 4cm et constituée de N = 500 spires est placée dans un champ
magnétique uniforme, et qui varie dans le temps selon la loi : B(t) = at + bt*. La bobine est
perpendiculaire au champ magnétique et elle est reliée & une résistance R = 100€2. On néglige
la résistance de la bobine. A.N.: a =0.12 T/s, b=3 x 1074 T/s~%.

(a) Déterminer la tension électromotrice induite dans la bobine.

Solution : La force électromotrice est donné par la loi de Faraday :
d

elt) = — (!

Puisque le champ magnétique § est colinéaire & cﬁ ,

@Spire(t):/Lﬁ-cﬁ:\ﬁ\/[gdszg(t)sz (at + btt) mr2

Puisque le flux a travers la bobine est N fois le flux & travers une spire, on a ®popine(t) =
N(I)spire (t)

e(t) = ——®(t) = —%N (at + bt*) 7r® = =N (a + 4bt%) 70
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(b) Quel est le courant traversant la résistance a t = 5s 7
Solution :

e(t=9)=—N (a+4bt°)mr° = — 0124+4x3 x 10 (0.

5 N 4bt?) 7r? 500 (0.012 + 4 x 3 x 107°125) 7(0.04)?
= =500 (0.012 44 x 3 x 1077 x 125) 7(0.04)*
=—0.679 V

Le courant, I, dans le circuit est :

e(t =5)

= —0.00679 = —6.8107%2 A .
R

i(t=5) =

3. Force électromotrice Le plan d'un cadre conducteur carrée de coté a contient un fil de
courant constant I rectiligne infini qui ne touche pas le cadre (figure 1). Le cadre s’éloigne du
fil avec une vitesse constante, v = v&, orthogonale au courant et dans le plan du cadre.

4
10 a
1 A a
b >
X

Figure 1: Induction dans un cadre carré

(a) Calculer la tension électromotrice induite (force électromotrice) dans le cadre par le
champ magnétique généré par le fil infini portant un courant, I en fonction de la distance
b(t) = vt + by entre le fil et le cadre.

Solution : Le champ magnétique produit par le fil infini est :

et I’élément de surface est :
dS = ddz S — dSh = ded=¢

Un élément de flux magnétique est :
. I ~ ~ I
A0 (2) = B -7dS = "2 ¢ ¢drdz = 27 dudz
2 x 2 x

Le flux magnétique & travers le circuit carré est trouvé en intégrant d® sur toute la
surface a l'intérieur du circuit :

a b+a I b+a I
(I)circuit(t) = // d® = / dZ/ de (l‘) = #; a/ dﬁ = Iu;) ? In <b_|b_a> >
circuit 0 b ™ b x T
(4)
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La dépendance en temps vient ici du fait que b(t) = vt 4 by est une fonction du temps

,uOIal vt + by +a
n
2w Ut—Fbo

<I)circuit (t) —

d®circuit o UO ad

e(t)=— [In (vt + by + a) — In (vt + bg)]

-~ 2% dt
_ pola v v
27 |vt+bo+a  vt+b

~ polav L 1 ~ polv a’
21 |wt+by wt+bo+a| 27 | b®)[b(t)+a]f

(b) La spire carrée posséde une résistance R. Calculer le courant i(t) induite dans la spire
carrée.

Solution : Le courant induit, i(t), par la force électromotrice, e(t), est donné par
I’électrocinétique a chaque instant, ¢ :

ne(t)  polv a>
it)=— —2iR{b<t>[b<t>+a]}'

(c) Calculer la puissance dissipée par U'effet joule.
Solution :

v a? 2
Py (t) =i(t)Ug (t) = i*(t)R = % {M;IT b (D) + dl } avec  b(t) (t) = vt + by .

(d) Calculer la force de Laplace sur la spire carrée en fonction du temps, t.

z
1(?) a
Y DA a
b >
X

Figure 2: Induction dans un cadre carré

Solution : La force de Laplace ce calcul & chaque instant ¢ de la méme maniére que
dans le TD 8. On appel ceci le régime quasi-stationnaire.

Fr(n)= 7{( (t)dnB) = poalili) s  poali(f)g

2r a+0b 2r b
_poali(t) [ 11 P ~ poli(t) a? 5
27 at+b b7 27 bla+b)|
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Le champ E est constant, et On remarque que ceci vérifie le théoréme de Maxwell avec
dx = vdt. Le travail pour sortir le cadre est :

1 a’®
AW (t) = —F 1 (1) - Zdo = ”O;T(t) [b(a " b)] vdt .

La puissance versée pour sortir le cadre & chaque instant est alors :

AW () poli(t) a? 1 [polv  d? 2
P#t) = dt 027T {b(a—i—b)} |:§7T b(b—}—a)}

R
b(t):vt—i-bg.

(e) Reprendre les questions (a)-(d), en considérant la distance b fixe et le courant dans le fil
de type I(t) = Iy coswt.

i. Calculer la tension électromotrice induite (force électromotrice) dans le cadre par le
champ magnétique généré par le fil infini en fonction de la distance b entre le fil et
le cadre.

Solution : Le calcul du flux magnétique est identique & celui en ’éq.(4) :

T b+a I
(I)circuit(t) = MOQ(t)a / dj = Ho (t)a In <b + (L>
i b x 2m b

sauf qu'ici b est une constante dans le temps et le courant, I(¢) est une fonction du
temps. La force électromotrice, e se calcul par la loi de Faraday :

q)circui I .
e(t):—d ! :—d—Mln (b—l—a) :IOwsm(wt)M n<b+a> :

dt dt 2w b 2w b

ii. La spire carrée posséde une résistance R. Calculer le courant i(¢) induit dans la spire
carrée.
Solution :

iii. Calculer la puissance dissipée par effet joule.
Solution :

Py (t) = i(Uk (t) = ()R = % [“Ogjrwa sin(wt) In (b : a)] B

iv. Calculer la force de Laplace sur la spire carrée.
Solution :

FL(t)zf(i(t)ﬁ/\B) _ _#l i) [ o’ ]5

™

polo cos(wt) Ipw poa . b+a a® N
_ HoZo COSIWT) J0W HO% i () 1
e GO S B Iy

T (52) ]
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4. Disque de Faraday

Parmi les nombreuses expériences effectuées par Faraday pour étudier le phénomeéne d’induction,
une fut dédiée & montrer qu’'un courant apparait dans un conducteur en mouvement dans un
champ magnétique. Pour cela, il considéra un disque conducteur mobile autour de son axe et
placé dans un champ magnétique uniforme colinéaire & ’axe du disque. Un circuit contenant
un galvanometre reliait le centre du disque au bord du disque par un contact glissant (figure
3). Faraday observa que quand le disque tournait, 'aiguille du galvanomeétre subissait une
déflexion.

Bl. a0 A

Figure 3: Disque de Faraday

On considére un disque d’axe (Oz), de rayon a et d’épaisseur h, en rotation a la vitesse w et

placé dans un champ magnétique B = BZ uniforme.

(a) Expliquez lorigine du courant induit. Calculez la force électromotrice. Application
numeérique: B =0.2T, a =0.1m, w = 50s~!.
Solution : L’origine du courant vient de la partie électromotrice de la Force de Lorentz.

On choisit 'axe Oz alin qu’il porte I'axe de rotation. Le vecteur O]W est porté par ’axe
Oy. La fréquence angulaire s’écrit @ = wZ avec w = ’3‘ = 20 x 2rs~ . La vitesse &

une distance p du centre O dans la direction Olq est :
Ta(p) =B AD =wpd .

Le champ magnétique est constant est donné par § = Bz.

- ~ ~ ~ . . )
Puisque d€ = dpp + pdop ¢ + dzz, la force électromotrice le long du chemin entre ’axe du
disque et le bord du disque est :

e:/oa(ﬁﬁl/\§>-ﬁ

=/ wa$A2-ﬁdp=/ pwBp-pdp
0 0

“ wB wB
:wB/ pdp = 5 [02}82 7aQ

0
AN. 510! x 2.1071 x 1072

2
=5x 1072V = 0,05V = 50mV .
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5. Auto-inductance d’un solénoide

On considére un solénoide toroidal de section carrée et parcouru par un courant I (coté
h = 4mm, Le rayon intérieur a = 8 cm, N = 1000 spires).

Figure 4: Bobine torique de section carré avec rayon intérieur, a, et rayon extérieur, b = a + h.

(a) Calculer, a I’aide du théoréme d’Ampeére, le champ magnétique et son ﬂux
Solution : L’invariance du probléme en ¢ et les symétries donne ﬁ B (p, 2).

théoréme d’Ampeére nous donne que le champ & 'extérieur du solénoide est § =
et le champ magnétique & l'intérieur du solénoide est :

2mpB; = uoNI
~ B, = a" oNT
27Tp
On calcul le flux magnétique & travers une spire de la bobine en prenant dS = dzdp et
n= d) :
NI b NI +h woN T h
splre—//§ ndS = 'UO hln — Ho hln a4 Ho hln —
27 a 27
~ LON[ h? .
2ma

Le flux a travers le bobine(solénoide) est :

N?I h N2h?
Ho hln |14+ — ) ~ LI
2 2ma

(I)bobine = N(I)spire =

(b) A partir de 'expression du flux magnétique, déduire ’inductance propre du tore L.
Solution : La définition de 'inductance propre est :

b, =LI1

donc,

L=

“0N2h1 h NM
- 2ma

L’énergie propre magnétique du circuit :

b=a+h 27 277272
pgN=1
1 = d d d
! 2#0/// Mo/ z/ pp/ ¢ 42 p?
1 2N212 b=ath qp 1 pugN? Lh 1 1o N2h? 1
=K 27rh/ e S T SR ) Pt L Y
2 4m? “ p 2 2 2ma

Ce qui donne bien entendu exactement le méme résultat que I'induction du solénoide de
I'éq.(5) obtenu par l'autre méthode.
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(c¢) Estimer sa valeur numérique.
Solution : L’approximation pour L avec h/a < 1 avec,
N2h?  4r 105 x 16 x107¢ 4
_ Mo _ om0 x b x =~ —4107°H
2ma 107 27 x 8 x 102 10°
=40pH |

L

ce qui correspond & ’approximation de champ & l'intérieur constant et égale & sa valeur
ap=a.

Sachant que le champ diminue en fonction du rayon, p, on s’attend que la résultat pour
L, sera plus juste si on fait ’approximation d’évaluer adopte la valeur du champ au centre
du cadre,

_ woNZh? 4r 109 x 16 x 107%  3.902
S 2m(a+l) 1072w x82x 1072 10°
= 39.02uH .

=39.02107°H

Ce résultat est trés proche au résultat exacte :

polN2h h 47 105 x 4 x 1073 0.4
L= n(l+-)=——"—""In(1+— ) ~39.03uH.
or n( L) T o TR .

(d) Trouver la tension U(t), entre les bornes du solénoide quand le courant a la forme :
I(t) = Iy cos(wt). AN. w = 2750 et [y = 0.5 A.
Solution :
dl

U(t) = —er (t) = LE = —LIyw sin(wt)

1
= —4.10—5§2w5o sin(wt)

= 271073 sin(wt) .

6. Soit U (t) = Upcos(wt). Pour quelles valeurs de Iy et ¢, I(t) = Iy cos(wt + ¢) est-il solution

6 ; 21 al . I _ dU 9
de 'équation LGy + R + 5 = 7 °

Solution : On peut résoudre cette équation entiérement avec des fonctions de sinus et cosinus.
11 est nettement plus facile de dire que les fonctions recherchées sont :

U (t) = Re {Upe’"}

I(t) =Re{Z.e™"}

ot Z, = Ipe?® est un courant a valeur complexe : Une solution particuliére de I'équation :

d21 dl I dU
Lty te=a
est :

2 Jwt Jwt Jwt Jwt
Ld (Ice ) +Rd(Ice ) N (Ice ) d(er )

dt? dt C dt
d2 (ejwt) d (ejwt) 6jo.;t d (ejwt)
— 7. |L p7e) + R 7t + o= Uy 7
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Ce qui donne I’équation caractéristique :

1 1
Z. {—Lw2 + jwR + C] = Upjw — jwZ, [ij + R+ ]wC] = Upjw

—>IC[R+j[wL—1”:UO
wC

avec la solution :

2
I. = Ie?? = Uy 1 = R+l WL]2
(R~ j[ge —wL]] R? + [wL — 5]
Uy R+j[L —wL]

ce qui nous permet d’identifier :
Uy
DRl ViR el = g’

ce qui nous permet de déterminer 'angle, ¢ avec :

1 1
—=~ —wlL — —wlL
tan ¢ = “’CT = ¢ = arctan (“’C> .

7. En t = 0, un condensateur de capacité C portant une charge Qg est connecté a une hobine de
self L. Calculer, pour tout temps, la charge du condensateur, I’énergie de son champ électrique
et I’énergie du champ magnétique dans la bobine.

Solution :

d’1 I 1
W:—m )_IOCOS(wt+¢) LC

I:% = /dQ /Iosm wt+¢)d

=Q(t) = I;bln(&lt+¢) Qosin(wt+¢):>QU:%

La phase ¢ est déterminé par la condition initiale :

Q(t=0) = Qo= Q(t) = Qosin (wt + 7 ) = Qo cos (wt)

aQ

I =5

= —Qowsin (wt) .

Les potentiels aux bornes du condensateur et de la bobine sont respectivement :

Qc(f) UL (t) = Lﬂ — —LQowM = —LQow? cos (wt)

Uc (t) = dt dt



PEIP Polytech Electromagnétisme — TD9 2025

La puissance dissipée dans le circuit est :

2
P(t)=Ucl + ULl = —% sin (wt) cos (wt) + Q3 Lw?w sin (wt) cos (wt)
Q% sin (2wt) Q2 sin (2wt)
T Yo T Yo

— Pu(t) + P (t) =0,

ol nous avons utilisé :
sin (2wt)
5 .

Bien entendu la puissance dissipée dans le circuit est nul puisque nous avons adopté le cas
d’une résistance nulle.

sin (wt) cos (wt) =

Qo

L’énergie dans champ électrique a t = 0, est W, o = 55. L’énergie dans le condensateur est
déterminé en intégrant la puissance délivré au circult
We (1) = We (t) + Wep = / P, (t)dt + ;260, = —w% sin (2wt) dt + ;2(2 f(g [cos (2wt) —

2 2 2

ﬁ - ﬁ sin? (wt) = =L cos? (wt)

t 2 t Q2
Wi, (t) = / Py, (t)dt = wo/ sin (2wt) dt = <L [1 — cos (2wt)]

2

= % sin? (wt) |
oll nous avons utilisé :
cos (a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos (2wt) = cos? (wt) — sin? (wt)
cos (2wt) — 1 = —2sin? (wt) .
Les énergies sont données par :
1Q* _ Qf
We (t) = 30 ﬁ cos? (wt)
Wy, () = §L12 % sin? (wt) .
Bien entendu, comme il n’y a pas de résistance, nous avons la conservation d’énergie :
Q2
We () + Wy, (1) = % .

On voit que ’énergie oscille tout en se transférant entre étre stockée en énergie électrique et

magnétique.

8. Un circuit RLC avec R =20, L = 1073H, C = 1073 F (en série) est branché sur une tension
alternante avec valeur maximale Uy = 100V (U(t) = Up cos (wt)). Trouver sans calculette le
courant maximal pour les fréquences angulaires (pulsation : w) de la tension: 0 Hz, 10 Hz,
102 Hz, 103 Hz 10* Hz, 10° Hz. Faire un plot du courant maximal versus le logarithme de la
fréquence.

Solution :
Uo A.N. 100

VR D - &) e e - )

9
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Figure 5: Courant Mazimal, Iy(w),

100
w = 0Hz = Iy = 5 — 0A
YA+ w102 - ]
2
w=10"Hz = Iy = 100 =~ 10 — 1A
_ 2
\/4 + (1072 — 5] \/ [102]
100 102
w = 10°Hz = Iy = =~ — 10A
_ 2
Va+ 10— )7 /oy
100 102
w = 10°Hz = Iy = = 5 50A
441 —1) v
100 102
w = 10*Hz = Iy = =~ — 10A
2
\/4 + [10' — ] \/ [107]
100 102
w = 10°Hz = Iy = =~ — 1A
2
\/4 + [10% — 5] \/ [102]
10° 10! 102 10° 10* 10°
50 :_I T T T T I_
40t .
30f .
T oa0f ]
10f 1
0 :_I 1 1 1 1 I_
10° 10! 102 10° 10* 10°

10

dans un circuit RLC en fonction de fréquence



