PEIP Polytech Electromagnétisme — TD4 2026

Energie électrostatique

Eléments du cours :
Le moment dipolaire (électrique) d'un systéme de N charges ponctuelles est donné par :

7= icﬁ — [[[ srear. 1)

ol la seconde égalité s’applique a une distribution continue de charges, représentée par une densité
volumique de charge p.

L’énergie potentielle & (M) d'une charge ¢ en un point M dans un champ électrique s’exprime
par :

Ee(M) = qV (M), (2)

ou V(M) désigne le potentiel électrique en ce point.
L’énergie électrique d’un systéme de N charges ponctuelles s’écrit :

N
47T€ Z qzq-j B 47'('60 ZZ q;lqj - %Zqzv@ ’ (3)

couples Tij i=1

Ee =

ou V; désigne le potentiel électrique créé par tous les charges & l'exception de la charge g;.
Pour une distribution continue de charges, I’énergie électrique s’écrit:

_ ;///p(P)V(P)dV, (4)

Une application de cette équation & un systéme de N conducteurs portant des charges, Q;, et
des potentiels respectifs, V; :

1
= QEZ:QZV@, (5)

Un condensateur posséde deux armatures en influence quasi totale, ce qui implique que Qo =~
—(@Q1. Par conséquent, ’énergie stockée par le condensateur est :"

| L, Q3

58 (lel + QQVQ) — Ql (Vl VQ) - §Q1U12 = §CU12 = 56 . (6)

N)\»a

On a dérivé en cours que I’énergie électrique se calcul aussi en intégrant D-ﬁ /2 sur tout l'espace

:;// D.-Eadv. (7)

1. Charge traversant un potentiel

Quelles sont 1’énergie cinétique en Joules et la vitesse en m/s d’un noyau de oxygéne 60 (8
protons, 8 neutrons) aprés une accélération par une différence de potentiel de AV =107 V ?

AT =128 x 10711

Vn ~ 3.1 x 10'm/s

Ici on a invoqué une unité d’énergie, «electron volt » (eV). C’est ’énergie transféré a un
électron quand il descend 1 Volt de potentiel. C’est une unité trés pratique quand on parle
d’énergie a I’échelle atomique. Pour transformé en unités SI, on utilise 1leV = 1.609 107 J.
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2. Energie potentielle

(a) Trois charges ponctuelles identiques avec ¢ = 1.2uC sont situées aux trois sommets d’un
triangle équilatéral de coté 0.5m. Calculer I’énergie potentielle du systéme.

(b) Quatre électrons sont situés aux sommets d’un carré de coté 2a=10nm et une particule
« (charge +2e) est située au centre du carré. Calculer le travail nécessaire pour déplacer
la particule a du centre du carré au milieu d’un coté.

Solution :

AU, = AE(0) = qVop = 2¢, [V(B) — V(0)] = 24, [V(B) — V(O)]
~ —0.038¢V ~ —6.1510721J .

Potentiel
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Figure 1: Potentiel d’une carré d’électrons entre le centre et un bord du carré

Figure 2: 2D plot du potentiel d’une carré d’électrons

3. Energie propre d’un dipole
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Un dipole peut étre modélisé par deux charges ponctuelles g et —¢q séparées d’une distance a.
La quantité ? = qﬁ est appelée moment dipolaire.

Déterminer I’énergie propre, Uy, du dip6le en supposant que, la position de la charge +q étant
fixée, on approche la charge —q depuis l'infini jusqu’a la distance a.

¢ 1
Ameg a

Wy =

4. Energie d’un cristal

Figure 3: Cristal linéaire.

Considérer un «cristal» formé d'une ligne infini de charges (ions) (4+¢q) et (—g) alternées,
séparées par une distance a (voir figure 3).

(a) Déterminer I’énergie nécessaire afin de retirer un ion de ce « cristal » .

2

E = In2
c 27r60a .

Le travail nécessaire pour arracher cet ion doit donc compenser cette énergie potentielle, ce
qui donne : W, = —&..

Démonstration de la série In2 : On commence avec la série géométrique :

1

=1-z2422-2+... |z| <1
142
On intégre le premier membre :
T odz
—— =In[l+z|-In|l| = 1n]1+x:>/ =In2 (8)
o 14+2
et ensuite la deuxiéme :
T 2 3 4
l—z2+22-3+ Jde=a-2 4+ - 4
/0 (1—z+2"=2>+..)dz=2z st3 -7+
11 = (1"
— 1— — dz=1——-+-—- 9
/ 2422 -2 4. ) dz 2+3 —|— Z (9)

n=1
Comparaison de 1'éq.(8) et 1’éq.(9) nous donne :

11 1
2 =1— -4 — ...
" 53 4"
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5. Energie emmagasinée dans un condensateur

Une sphére conductrice pleine, de rayon a et charge +q, est placée au centre d’'une deuxiéme
sphére conductrice creuse, de rayon intérieur b et rayon extérieur c. La sphére creuse a une
charge —q. Un diélectrique de permittivité relatif, ¢., remplit I’espace, b > r > a entre les
deux sphéres. Calculer I’énergie potentielle emmagasinée dans ce condensateur :

(a)

en utilisant la capacité du systéme.

Solution :

Nous avons vu dans le cours que I’énergie électrique, s’écrit £, = %CU 2= %%2 :
Avec les méthodes du cours et TD n°3, la capacité de ce condensateur s’écrit :

ab

= drege,
c TEYE ;

I’énergie électrique est donc :

en intégrant la densité d’énergie électrique.

Solution : On utilise le théoréme de Gauss afin de déterminer que que dans la région
b>r>a.

D(7)=-L7 e ﬁ(?)_B(?) -

= r = )
4dmr? €0Er Arege, r?

L’énergie électrique du systéme se trouvent en intégrant, %GOB . ﬁ sur larégion b > r > a
_ —
car en dehors de cette région, B = E = 0, donc :

1 " 1 b 7> 1 ¢ b dr
E== B-Edvzz;/d: a
© 2// 2 " o A2mlege,r? " 2 4mege, r2

a
1 ¢ 1] @ b—a
2 4mege, 2 4meperab

a b

. 2
Comme nous avons trouvé en cours que 1’énergie d’'un condensateur est & = %% on
retrouve domnc a partir des considération purement énergétique que la capacité est donnée
par

6. Dipéle dans un champ uniforme

Un dipole est plongé dans un champ électrique Eext uniforme. Son moment dipolaire ? fait

un angle 5 avec Feyt (voir figure 4).

(a)

Calculer la force totale exercée sur le dipole.

Solution : Sous l'action du champ extérieur, le dipole est soumis & une action mé-
canique. Cette action est caractérisée par une force extérieur, F'oyt, donné par la somme
des forces sur la charge négative, F'n et positive, F'p :

?ext - ?N + ?P = _qﬁext + qﬁext = ﬁ )

car les deux forces sont opposées. Le gradient est nul car le champ électrique externe est
uniforme. De méme, le moment dipolaire est constant.
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(b)

—> —> E.. _—  —
a 9 P=qa
—> —> Z4 —>
07 \B
—> —> —> —>
-q
—> —> —>

Figure 4: Dipéle dans un champ extérieur uniforme.

Calculer le moment ? des forces exercées sur le dipole. Quelle est la position d’équilibre
dans le champ extérieur 7

Solution : Le moment des forces n’est pas nul par contre :

¥-0P/F,+ONAF. F.-F -8 OP-2 ON- NO- 2
¥ - OBAF.—ONA (%)) - (0P+NO) AT, - (NG +OP) n F.
_yNPANE—qd AE

_PANE — ]?):pE\Smm.

La position d’équilibre correspond a celle ot le moment est nul, donc lorsque 8 = 2k.
Dans ce cas, le dipole et le champ électrique sont alignés. Si 5 = 0, ’équilibre est stable,
si B = m, ’équilibre est instable.

En déduire le travail qu’il faut fournir au dipéle pour le faire tourner d’un angle g & partir
de sa position d’équilibre. Exprimer alors ’énergie d’interaction U (énergie potentielle)
avec le champ environnant.

Finalement :

U=—pE(cosB—1)+cte = -7 E+Cte

Pour quelles valeurs de g cette énergie est-elle extrémale 7

Expliquer quelle est ’action des forces si le champ Eext est central 7
Solution :

TP AE

Donc, un dipole @ dans un champ ﬁ, aura tendance a s’aligner (afin de minimiser) son
énergie. Ceci n’est pas tout : On a vu en (6a) que la force sur un dipole est nulle dans
un champ homogéne, mais un champ central n’est pas homogéne. Le plus simple est
d’utiliser la méthode des travaux virtuels :

F=-VU=NY (0B +pyE, +p.E,)

(5

Dans le cas d’un champ créé par une charge électrique, E,(r) =
dipdle est radial,

q 1
Tno Tg, la force sur le

51’13‘:: pg 01 pg 1
dmeq Or r? 2meg 3
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Ce phénomeéne est bien connu pour des charges placées dans un liquide diélectrique. Ceci
s’appelle U'effet d’écrantage du champ électrique et son effet est de diminuer le champ
électrique par rapport a la valeur qu’il aurait eu si la charge était placé dans le vide.

Exercices Supplémentaires

7. Deux charges ponctuelles fixes sont situées le long de I’axe Ox, une de charge ¢;= 3nC située
a origine et une de charge go=-3nC située au point x=3cm. Une particule de masse m=5ug
et charge qo=2nC se déplace le long de 'axe Ox & partir du point a (z=1cm), ou elle se trouve
au repos, jusqu’au point b (z=2cm). Quelle est la vitesse de cette particule au point b?

Solution : Sachant la formule générale pour le potentiel produit par N charges ponctuelles

4meq — Pzﬁ}

le potentiel le long de 'axe Oz (en fonction de x) est :

1 Q1 q2
Vv _ 41
@) = e <yg; * ]w—3>

Aux points V(z, = 1072m) et V(2 = 210~ %m):

1 g
V(M) = Z’ ;

910 x 3107? 1
=107 =" (11— ) =1
V(z 0%) e < 2) 350V
9102 x 3107?
Ve, =210~ - T (2 —1)=-1350V
(wb ) 102 (2 )

La différence d’énergie électrique potentiel en passant du point a au point b est :
AU=qo (Vi — V) =2x 107 x 2.70 x 10° = —5.4107%J

L’énergie cinétique acquis lors de ce déplacement est :

1 1
AT—§mvb —§mv =AU =541079]

Puisque v, =0, on a lmvb AT, la vitesse de la particule en arrivant sur b est :

2A 2 4106
vp = \/ T x 5410 m/s ~ 1.47Tm/s

5106

8. Moment dipolaire

Soit un triangle équilatéral de coté £. On place sur ses sommets une charge négative —2q et
deux charges positives gq.
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(a) Calculer son moment dipolaire électrique.
Détails de la solution :

- w0P,

1l convient de placer le triangle dans un plan z = 0. On choisit 'origine au centre d’une
base du triangle de maniére que les deux charges positives ¢ = g2 = ¢ se trouve aux
positions O—ﬁl = {—¢/2,0}, @2 = {£/2,0}, et la charge, g3 = —2¢ au sommet a la
position 0?3 = {0, éf}

B = qOP + qOPs — 20 Ps — —200 Py — _2q¢2§€2: —q\fz.

(b) Déterminer ’énergie propre, Uy = E., de ce dipole.
Solution :

- % [=2qV (Ps3) + qV (P1) + qV (Py)]

1142 -~ ¢ 1 3¢

d7eg 2 12 B dreg v

oll nous avons utilisé :

q q 2q
V(P3) = =
(7s) dregl  dmegl  4dmegl

2q q q
P = P = — = —
V(P) =V(P) dregl  4dmegl 4menl

On aurait pu obtenir le méme résultat pour Uy en sommant I’énergie des trois couple
d’interaction.

(¢) Quelle est la valeur absolue maximale de la force que ce dipole exerce sur une charge ¢
placée a une distance de 1000¢ du dipdle ?
Solution : On se rappel que le potentiel d’un dipdle est:

V(ﬁ)_im

 dweg 12

Le potentiel et ses variation sont les plus forts dans la direction de ?, et dans cette
direction nous avons:

g L P

Vi(r0=0)= Ameg 12
B (7) = —gradv = 7L 00=0 _ 1 2z
or Ameg 13

’fz (10005)’— 1 2pg 1 23¢% 1 2V3¢?
a  Ameg 3103 4dmey 03103 dmeg 2103

9. Une «maille» d’un cristal ionique (de type NaCl) est formée de huit charges ponctuelles situées
aux sommets d’un cube de coté d. Les charges des ions sont +q et —g. Calculer ’énergie
potentielle de cette «maille» . Commenter le résultat.
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(a) Calculer le moment dipolaire électrique de la maille.
Solution :

(b) Déterminer ’énergie propre, Uy, de cette maille.

Solution : Le plus simple est de compter le nombre de couples de méme sorte. Il y a

12 arétes, 6 faces, 4 diagonales. On calcule ’énergie pour chaque type de couple, qui

donne:
. bord _ 1 —¢°
12 bords : S
. face—diag 1 q?
12 diagonaux sur les faces : & = Treo a3
. in0— _n2
4 diagonaux centrales : glling—cent _ 47360 d—\%

1 ¢iq; 7> ( 12 12 4 ) q? < 3 1 >
0 ° dre CO%:TGS Tij 47eq d  dv2 dVv3 weod NIEERVE)




