Electricité et magnétisme - TD n°4
Energie électrostatique

Eléments du cours :
Le moment dipolaire (électrique) d’un systéme de N charges ponctuelles est donné par :

N
B=d uri = [[] oireas. 1)

ol la seconde égalité s’applique & une distribution continue de charges, représentée par une densité
volumique de charge p.
L’énergie potentielle £ (M) d’une charge g en un point M dans un champ électrique s’exprime par

ge(M) = qV(M) ) (2)

ou V(M) désigne le potentiel électrique en ce point.
L’énergie électrique d’un systéme de N charges ponctuelles s’écrit :

4 i 1 N
47re 2 qq7‘4moZqu]=22qM, (3)

couples K

ou V; désigne le potentiel électrique créé par tous les charges a ’exception de la charge ¢;.
Pour une distribution continue de charges, I’énergie électrique s’écrit:

_ ;///p(P)V(P)dV, (4)

Une application de cette équation & un systéme de N conducteurs portant des charges, @Q;, et des
potentiels respectifs, V; :

=35>, o)

Un condensateur posséde deux armatures en influence quasi totale, ce qui implique que Q2 >~ —Q)1.
Par conséquent, ’énergie stockée par le condensateur est :"

1Q?

(@Q1V1 + Q2Va) — Ql Vi—Vp) = *Q1U12 CU122 =5 (6)
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On a dérivé en cours que I’énergie électrique se calcul aussi en intégrant D - E /2 sur tout l'espace :

:é// D-Edv. (7)

1. Charge traversant un potentiel

Quelles sont I’énergie cinétique en Joules et la vitesse en m/s d’un noyau de oxygéne 00 (8
protons, 8 neutrons) aprés une accélération par une différence de potentiel de AV =107 V ?

Solution : Le fait que énergie est conservée dans ce probléme implique 7 + U = cte, ou T
est 'énergie cinétique de 'O et U son énergie potentielle. Il s’agit ici d’un transfert d’énergie
potentielle en énergie cinétique. On a donc AT 4+ AU = 0 ce que nous donne :

AT = =AU = —qgAV =8x107eV =8 x 1.6107 x 10" = 1.28 x 107 1J



ol AT = Tan — Tinit et AU = Ug, — Uinit- Puisque notre point de départ est que I'oxygéne est au
repos, Tinig = 0, on a :
1

AT = 5movfm mo =~ 16m, ~ 16 x 1.7 x 107*kg ~ 2.7 x 10~ ?%kg

La vitesse finale du noyau d’Oxygéne est :
2T6n 1.28 x 10~11 1.28 x 1016 7
V o \/8 ¥ 1,7x10-2 _ \V 8x 17 X 107m/s

AT =1.28 x 10711

Vo ~ 3.1 x 10'm/s

Ici on a invoqué une unité d’énergie, «electron volt » (eV). C’est I’énergie transféré a un électron
quand il descend 1 Volt de potentiel. C’est une unité trés pratique quand on parle d’énergie a
I’échelle atomique. Pour transformé en unités SI, on utilise 1eV = 1.609 10719 J.

2. Energie potentielle

(a) Trois charges ponctuelles identiques avec ¢ = 1.2uC sont situées aux trois sommets d'un
triangle équilatéral de coté 0.5m. Calculer ’énergie potentielle du systéme.
Solution : Par définition, I’énergie potentielle électrostatique vaut :
1 gy 1 3q2_9109x3x1.210—6
47T€0 Tij N 47T€0 0.5 N 0.5

couples

g = = 0.0778J

(b) Quatre électrons sont situés aux sommets d’'un carré de coté 2a=10nm et une particule «

(charge +2e) est située au centre du carré. Calculer le travail nécessaire pour déplacer la
particule o du centre du carré au milieu d’un coté.
Solution : On positionne le centre du repére sur le centre du carré. On a donc les
sommets aux coordonnées P, = (—a,a), P» = (a,a), P3 = (a,—a), Py = (—a,—a). Le
probléme demande & calculer le travail nécessaire pour faire bouger la particule du centre,
O = (0,0), vers un bord B = (a,0). On peut bien entendu calculer le tel travail fait
par le champ électrique lors de cette déplacement, mais comme le champ électrostatique est
conservateur, c’est bien plus facile de servir directement du potentiel électrique et on calcule
la différence de potentiel entre ces deux positions.

; ¢ 4 9109 x 1.609 1017
V(0{0,0}) = % _ 4 .

4 x ~ —(0.819V
47reg “ 10; " dmepa \f V2 x 51079

V(B{0,a}) =

qi 1 Ge 1 Ge ge 2
= 2 = 24+ — | = —0.838V
47T60 Z rEi 47T60 a + 4dmeg /5a  4mega < + \/5)
La différence de potentlel est :
Upo =V (B{0,a}) — V(0{0,0}) ~ —0.019V .

ce qui est assez faible en comparaison avec la valeur du potentiel. En effet le potentiel entre
ces deux points est presque plat.
Le travail nécessaire pour déplacer une particule a entre le point O et B est

AU, + AT =0 = AT = -AlU, .
Solution :

AU, = AE(0) = ¢Vor = 24, [V(B) — V(0)] = 2g, [V(B) — V(0)] = —0.038eV = —0.038 107197 .
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Figure 1: Potentiel d’une carré d’électrons entre le centre et un bord du carré

Figure 2: 2D plot du potentiel d'une carré d’électrons

. Energie d’un dipéle

Un dipéle peut étre modélisé par deux charges ponctuelles g et —¢q séparées d'une distance a. La
quantité ? = qﬁ est appelée moment dipolaire.

Déterminer I’énergie propre, Uy, du dipdle en supposant que, la position de la charge +q étant
fixée, on approche la charge —q depuis I'infini jusqu’a la distance a.

Solution : On calcul le travail fait par une force externe, ?ext = —?e requis pour amener la
charge depuis l'infini, jusqu’a sa position finale a une distance a de la premiére charge :

uo(a):ﬁ?ext-fe:—ﬁ?e-ﬁ:qﬁﬁ-c?z
Fext:_qﬁ ) E ¢

Puisque la force est radiale, il suffit de prendre un déplacement selon la direction radiale :

 Awegr?

(ﬁ:?dr



Nous avons donc :

2 [ lFe 2 OOd 2 100 21
e R e I . } _ 1
a r a

4d7eq 4d7eq r2  dmey 1], dmeg a

Quand ’énergie de liaison, Uy est négative (comme pour un dipdle) ceci veut dire que les charge
sont liées et qu’il faut fournir une énergie de dissociation, Wy, afin de dissocier le dipole W, =
U()—U(a) = Uy .

2
q 1
Wy = -
d 4meg a

. Energie d’un cristal
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Figure 3: Cristal linéaire.

Considérer un «cristal» formé d'une ligne infini de charges (ions) (+¢) et (—q) alternées, séparées
par une distance a (voir figure 3).

(a) Déterminer I’énergie nécessaire afin de retirer un ion de ce « cristal » .

Solution :

L’énergie potentielle d’une particule placée dans un champ électrique correspond au travail qu’il
faut fournir pour amener cette particule de Iinfini & la position voulue. Il faut donc calculer
cette énergie.

Supposons que 1’on se concentre uniquement sur 'ion central ¢q. L’énergie potentielle de cet ion
due aux interactions avec tous les autres ions situés a sa droite est donnée par :

g_qQ L1t 1 ¢ gLl
° drme a 2a 3a 4a ) Adrmea 2 3 4 )

ou nous avons fait appel a relation mathématique bien connu (et démontrée ci-dessous) :

n

i (—;) =—In2.

n=1

ce qui donne finalement :

2
E = a In2.

dmepa

L’énergie potentielle due aux ions situés a gauche de l’ion central est identique & celle provenant
des ions situés & droite. L’énergie potentielle totale pour cet ion s’écrit donc :

2

Ee = — g In2
2mega

Le travail nécessaire pour arracher cet ion doit donc compenser cette énergie potentielle, ce qui
donne : W, = —¢&,.



Démonstration de la série In2 : On commence avec la série géométrique :

1
1+ 2

On intégre le premier membre :

=1-z4+22-2+... |z] <1

z 4 1 d
/ Z:ln\1—|—$|—ln|l|:ln|l—|—x|:>/ BN
0 1+Z 0 1_l’_z

et ensuite la deuxiéme :

T 2 3 4
l—z24+22- 284 . )de=a—— 42 -2 4

/0( z+z z° + )z x 2+3 4+

1 e

1 1 1 (—1)n
= [ (1- 2P+ )dr=l— st ==
/0( Z+z A )z 2+3 4—i— 7; -
Comparaison de 1'éq.(8) et 1’éq.(9) nous donne :
1 1 1
n2=1—=4-—~+4...
= In 2+3 4+

. Energie emmagasinée dans un condensateur

Une sphére conductrice pleine, de rayon a et charge +g¢, est placée au centre d’'une deuxiéme
sphére conductrice creuse, de rayon intérieur b et rayon extérieur c¢. La sphére creuse a une
charge —q. Un diélectrique de permittivité relatif, ¢,, remplit I'espace, b > r > a entre les deux

sphéres. Calculer I’énergie potentielle emmagasinée dans ce condensateur :

(a) en utilisant la capacité du systéme.
Solution :
2
Nous avons vu dans le cours que ’énergie électrique, s’écrit & = %C’U 2 = %Q

Avec les méthodes du cours et TD n°3, la capacité de ce condensateur s’écrit :

ab

C = 4rmege, 2

Solution : L’énergie électrique s’écrit :
e _ 1¢° B @ b—a
©2C 2 4dwegerab

(b) en intégrant la densité d’énergie électrique.

< .

Solution : On utilise le théoréme de Gauss afin de déterminer que que dans la région

b>r>a.

D)=L 7 e E(?)—B(ﬁ)— -

= =7 = )
4mr? €0Er 4dmege,r?

L’énergie électrique du systéme se trouvent en intégrant, %603 . E sur la région b > r > a

. —
car en dehors de cette région, B = E = 0, donc :

1 1 b ¢ 1 ¢ b dr
g == B-Edv—zl/d— /
c 2// 9 " o 427m2ege,r? " 2 dmepe, J, T2

1 ¢ [1 1]_(12 b—a  1¢

- 24mepe, |la b 2 dmegerab  2C




6. Dipéle dans un champ uniforme

Un dipole est plongé dans un champ électrique ﬁext uniforme. Son moment dipolaire ? fait un
angle 8 avec Eeyxt (voir figure 4).

Figure 4: Dipéle dans un champ extérieur uniforme.

(a) Calculer la force totale exercée sur le dipole.
Solution : Sous 'action du champ extérieur, le dipdle est soumis & une action mécanique.
Cette action est caractérisée par une force extérieur, F'ey, donné par la somme des forces
sur la charge négative, F'§ et positive, F'p :

?ext = ?N + ?P = _qﬁext + qﬁext = 6> )

car les deux forces sont opposées. Le gradient est nul car le champ électrique externe est
uniforme. De méme, le moment dipolaire est constant.

(b) Calculer le moment ? des forces exercées sur le dipole. Quelle est la position d’équilibre
dans le champ extérieur ?

Solution : Le moment des forces n’est pas nul par contre :

T=0PAF,+ONAF_ F,= F_—qE OP=
?:@A?+—OT\M(F+):(07>+1W)A?+:(1W+
_yNPANE—=qd AE

—PAE — ’?‘:pE|Sinﬁ|.

cﬁ%:_ﬁ:_fz
)7 Fs

SLee

La position d’équilibre correspond & celle oil le moment est nul, donc lorsque 8 = 2knw. Dans
ce cas, le dipdle et le champ électrique sont alignés. Si 5 = 0, I’équilibre est stable, si g = ,
I’équilibre est instable.

(¢) En déduire le travail qu’il faut fournir au dipole pour le faire tourner d’un angle 5 & partir
de sa position d’équilibre. Exprimer alors I'énergie d’interaction U (énergie potentielle) avec
le champ environnant.

Solution : Le travail infinitésimal qu’il faut effectuer pour faire tourner le dipéle d’un
angle df vaut dVW = —I'df. Pour le faire tourner sur une plus large plage angulaire, il faut
donc intégrer le travail différentielle :

= —-F . db—T -dp
IW=F . -d+T . dp



On remarque avec la figure que la direction de ? est opposée & celle de cﬁ, donc:

dU = pFE sin Bdf
dW = —pFE sin 8dp

B B
W:/dW:—pE/ sin@d@sz/ d (cos®)
0 0

= pFE cos B}g =pE (cosf — 1)

B
U= /dl/{ :pE/ sin@df = pE (1 — cos 3)
0
On se rappelle que le travail et ’énergie potentiel du systéme sont liées par :

T—H/l:Etot = cle

Finalement :

U:—pE(cosB—1)+cte/:—?-E+cte

(d) Pour quelles valeurs de (3 cette énergie est-elle extrémale ?
Solution :

?:ﬁ = £8=0 ou B=m

(e) Expliquer quelle est ’action des forces si le champ Eext est central ?
Solution :

T—-BAE

Donc, un dipdle ? dans un champ E, aura tendance & s’aligner (afin de minimiser) son
énergie. Ceci n’est pas tout : On a vu en (6a) que la force sur un dipole est nulle dans un
champ homogéne, mais un champ central n’est pas homogéne. Le plus simple est d’utiliser
la méthode des travaux virtuels :

? = *?Z/{ = ? (prx +pyEy +szz)

9

Dans le cas d’un champ créé par une charge électrique, E,(r) = 47350 T%, la force sur le dipdle
est radial,
0 01 1
oyl |B| -0l L
0 4dmeq Or r? 2meg 13

Ce phénomeéne est bien connu pour des charges placées dans un liquide diélectrique. Ceci
s’appelle l'effet d’écrantage du champ électrique et son effet est de diminuer le champ élec-
trique par rapport a la valeur qu’il aurait eu si la charge était placé dans le vide.



Exercices Supplémentaires

7. Deux charges ponctuelles fixes sont situées le long de ’axe Oz, une de charge ¢;= 3nC située a
lorigine et une de charge go=-3nC située au point x=3cm. Une particule de masse m=>5ug et
charge go=2nC se déplace le long de 'axe Oz & partir du point a (z=1cm), ou elle se trouve au
repos, jusqu’au point b (z=2cm). Quelle est la vitesse de cette particule au point b?

Solution : Sachant la formule générale pour le potentiel produit par N charges ponctuelles :

N
1 i
ran= 4meo ; ‘PiM 7

le potentiel le long de 'axe Ox (en fonction de z) est :

1 Q1 q2
Vig) = — (2L, 92
@)= e <|x| * |q:—3|>
Aux points V(z, = 1072m) et V(zp = 210 2m):
910° x 3107° 1
=107 =" (1-2) =1
Vi(ze = 1072) e ( 2> 350V

- 910% x 31077
N 102

V(xy =21072) L 1) = —1350V

2

La différence d’énergie électrique potentiel en passant du point a au point b est :
AU = qo (Vi — V) = —5.41076J

L’énergie cinétique acquis lors de ce déplacement est :
1 1
AT = imvg - §mv2 = —AU=541079]
1,2

Puisque v, = 0, on a gmuy = AT, la vitesse de la particule en arrivant sur b est :

2A 2x5410°6
vb—\/ T_ . m/s ~ 1.47m/s

m 5106

8. Moment dipolaire
Soit un triangle équilatéral de coté £. On place sur ses sommets une charge positive 2¢g et deux
charges négatives —q.

(a) Calculer son moment dipolaire électrique.
Solution :

? = ]VZ:::SQ’LO?Z

Il convient de placer le triangle dans un plan z = 0. On choisit l'origine au centre d’une
base du triangle de maniére que les deux charges positives ¢1 = ¢2 = ¢ se trouve aux
positions (ﬁl = {-¢/2,0}, 0?2 = {¢/2,0}, et la charge, g3 = —2¢ au sommet a la
position (ﬁg =0, gﬁ}

P = qOP, + qOP, — 20P; = —2q0P; = _Qq\f&: _q\fg.



(b) Déterminer ’énergie propre, Uy = &, de ce dipole.

Solution :
3 3
1 1 Qin 1
uO - o § [E— o E Q'L‘/z
dmep 2 i=1,j=1 ‘Png’ 2
i#j

1 1[—4q2—q2—q2} 1 3¢2
4dmen 2 14 dmeg 4
oll nous avons utilisé :
q q 2q
V(2q) = — - = —
(24) dregl  4dmegl 4menl

V(—q) = 29 9 _ g
dregl  dmegl  Amepl

(¢) Quelle est la valeur absolue maximale de la force que ce dipole exerce sur une charge ¢
placée a une distance de 1000¢ du dipdle 7

Solution : On se rappel que le potentiel d’'un dipéle est:
1 p-7
V(7)) =
( ) dmeg 12

Dans la direction de ? nous avons:

1
V(r,6 =0) P

" dmer?
*gl OV (r,0 =0 1 2p_.
E (7) = —gradV = —r (r ) = Ly
or deg 13
1 2 1 2V3¢% 1 2V3¢?
’Fq (10005)‘ - P _ V3Pl Vg
Ameg 43103 4dmey £3103 ey 02103
enumerate

9. Une «maille» d’un cristal ionique (de type NaCl) est formée de huit charges ponctuelles situées

aux sommets d’'un cube de coté d. Les charges des ions sont +q et —q. Calculer I'énergie
potentielle de cette «maille» . Commenter le résultat.

(a) Calculer son moment dipolaire électrique de la maille.
Solution :



(b) Déterminer ’énergie propre, Uy, de cette maille.

Solution : Le plus simple est de compter le nombre de couples de m

éme sorte. [l ya: 12

arétes, 6 faces, 4 diagonales. On calcule ’énergie pour chaque type de couple, qui donne:

. bord __ _1 —¢*
12 bords : gbord — RTIJ
12 diagonaux sur les faces : £rce 48 — _1 —¢
. € dmeg dr/2
4 diagonaux centrales : gdiag—cent _ 47360 ﬁ;
1 i) 2 12 12 4 2
4meg conmtes Tid 4me d dv2 dV3 Teod



