Electromagnétisme - TD n°2
Théoreme de Gauss - Champ électrique créé par des distributions de charges
données

Eléments du cours :
L’équation différentielle de la loi Maxwell-Gauss s’écrit :

divﬁzg (V-E:i}) (1)

L’autre équation de I’électrostatique est :

rotE =0 (VXE:ﬁ), 2)

ce qui n’est valable quand les charges sont stationnaires. Cette équation implique que ﬁ est un champ
conservateur, ce qui veut dire qu’on peut toujours définir un champ de potentiel électrique V (7) tel
que :

B(7) = -aadv(?) (B (7)=-vV(7)) 3)

Mettant ceci dans ’équation (1) on obtient 1’équation de Poisson :

P —av=--L (4)

—
divgradV = ——
€0 €0

ou nous avons introduit le Laplacien, A = divgrad = V - V. En coordonnées cartésiennes ceci s’écrit

o’V 9’V 0%V
= 92 + oy? * 072 (5)

AV

La solution intégrale a cette équation est :

von=o— /[ ‘P%‘p(mdvp (6)

Prenant le gradient de cette équation on obtient une solution intégrale du champ électrique :

B (M) = 47360 / / / %p(P)dvp %

Quand on considere des densités de charge surfaciques et linéiques on récrit 1'éq.(7) comme :

E (M) = 47360 / / %U(P) dSp

E(M)LL;EO/ggA(P)dﬁp,

et avec des charges ponctuelles 1'éq.(7) s’écrit :

1 PM
E(M) ~ 47 Z% m‘?’ ’




ce qui est la formule que nous avons appris a utiliser dans TD®1.
Le théoréme d’Ostrogradsky (voir cours): relie le flux d’un champ vectoriel X, arbitraire, a
travers la surface fermée, S, du volume a U'intégrale de la divergence du champ X sur le volume V:

#Z~ﬁd8:///vdivzd1} ®)

Loi de Gauss intégrale : Grace au théoreme de Green-Ostrogradsky, la version intégrale du
théoreme de Gauss est une conséquence de sa version différentielle :

ﬁfﬁ-ﬁdS:///vdivﬁdV:///vepOdV:Qei;t, 9)

ou dans la deuxieme égalité, on a fait appel a la version différentielle de la loi de Gauss :

dvE =" (10)
€0

Ceci complimente la dérivation inverse de la version différentiel de la loi de Gauss a partir de sa version
intégrale comme démontré dans le cours (voir aussi 2.I1IT du Perez).

Différence de potentiel :

Si 'on connait le champ E(?) dans une région de l'espace, on peut déterminer la différence de
potentiel électrique entre n’importe quelle paire de points A et B en effectuant I'intégrale de circulation
le long de n’importe quel chemin reliant ces points:

VA—VB:/ABE-CTE (11)

1. Loi de Gauss

(a) Dans une région de l'espace, le champ électrique E est uniforme. Utiliser la loi de Gauss
pour prouver que cette région doit étre électriquement neutre. Est-ce que le réciproque est
valide, c’est-a-dire dans une région de I'espace ou il n’y a pas de charge le champ électrique
doit-t-il étre uniforme ?

Solution : La nature différentielle de la divergence implique que la divergence d’un champ
uniforme est nulle, ce qui conduit a I’absence de charge dans le volume associé, car :

P _awE (12)
€0
donc p = 0. En revanche, I'inverse n’est pas vrai : ’absence de charge a U'intérieur d’une
surface fermée n’implique en rien que le champ électrique y soit homogene. Prenons, par
exemple, le champ électrique inhomogene créé par une charge isolée. Le champ a 'intérieur
de toute surface fermée ne contenant pas de charge n’est manifestement pas homogene,
méme si la charge a I'intérieur de cette surface de Gauss soit nulle.

(b) On considere une densité volumique de charge p constant, implique-t-elle que ﬁ soit uni-
forme 7
Solution : Non, une densité de charge uniforme p n’implique pas que le champ E soit
uniforme dans cette région. Il est facile de fournir un contre-exemple :

divE _ oFE, . 0F, . o0F,

ox ox or ¢ (13)




est satisfait par le champ :

B(7) = (;? - g (25 + yi + 23) (14)
puisque
ﬁ:%(1+1+1):0. (15)

En revanche, si C = 0, (divergence nulle), ceci est compatible avec un champ uniforme
(E: Cte u partout)comme nous 'avons vu dans la question (a).

2. Charge linéique

On considere un long fil rectiligne portant une densité de charge uniforme )¢ (approximation du
fil infini).

(a) Quelle est la symétrie du probleme? Quelles sont les invariances? Que pouvez vous en
conclure pour le champ électrique ?

Le champ électrique sera de la forme :

E(p,6,2) = Bplp)p (16)

(b) Déterminer le champ E créé en un point M situé a une distance p de la ligne.

e A partir de l’expression intégrale du champ électrostatique de Coulomb.
Solution : Bien que cette méthode fonctionne, elle est nettement plus lourde que la
méthode de Gauss. Vous n’avez probablement pas le temps de faire ¢a en séance TD,
donc voici les détails :
Selon la loi de Coulomb, le champ électrique en un point M situé a une distance p de
la ligne s’écrit :

E (M(p.6.2)) = 47:60/ If_—]l\\;:‘gA(P)dep

AMP)=A(z) =X Vz

N 47"-60 —00 |PM|3

dzp

PM = pp — zZpZ
| = (7 + )"
B o [ P Ao [* pp—zpZ
T Y
dmey /o |PM| dmey J_ oo (p2 + z]%) /

On sait par symétrie que le composant E, du champ est nul. If suffit donc de calculer

I'intégrale pour le composant, F, = F - p on peut évaluer I'intégral en introduisant un
variable angulaire —5 < a < 3 :

zp
tana = — — zp = ptana
p

— ‘Pﬁ’ S
COS «x

p
CoS o = ———
]

dzp = pd (tan o) =

2

COs” «v



Comme dans le cours, on calcul E, (p) en évaluant I'intégrale:

E,(p) = E (M) -p=

Ao /°° PM -5 Ao /”/2 P p

dzp =
3 p3 2
dmen J_ oo ’PW‘ /2 Ly COST

~ dmeg
/2 3 1 w/2
Ao / cos @ do = Ao / cos ado

~ 4re —epp P ocosa Ameop
[ . . ] )\0 Z1 z92
= SN (v — SIN G| = —
dmegp dmegp (p? —I—z%)l/Q (p? +z§)1/2
Ao 21/p z2/p

— dmegp (1 N (21/,0)2)1/2 (1 . (22/p)2>

Dans le cas d’une tige finie le champ possédait également un composant selon la direc-
tion z. On sait par symétrie que cette composante est nul pour le fil infini, mais on
peut vérifier ceci par un calcul direct si I’on veut :

o / —zp o /W/Q . p
— 7 azZp = — al & CoS xao
dmey J_oo ‘m‘d ampeo J /2

o a1 —m/2 .
= sin avdav
«

1/2

E.—E (M) 5=

4700 Joy—n /2
[ ] Ao 1 1
= COS (¥1 — COS (xg| = -
47 peg 4meq (02 +zf)1/2 (02 +z§)1/2
Y 1 1

— 0

Ao (1 + (21/,0)2)1/2 ) (1 + (22//))2)1/2

dans les limites a; — 5, ap — = (21 — 00 et 20 — —00 ).
Notre résultat final est :

Ao
E - 5 17
(p0.2) = 5p (17)
e En utilisant la loi de Gauss.
Le champ électrique déduit a partir de la loi de Gauss s’écrit :
Ao
E - 5 18
(1r02) = 52 (18)

On remarque que c’était nettement plus facile d’obtenir E par la loi de Gauss, qu’avec
la loi de Coulomb.

(¢) En déduire le potentiel, V(p) au point M.
Solution :
Ao
V(p)=—=—Inp+cte (19)

27meq

3. Spheére chargée

Soit une sphere de rayon R portant une densité volumique de charge uniforme pq.



(a)

Quelle est la symétrie du probleme? Quelles sont les invariances? Que pouvez-vous en
conclure pour le champ électrique ?

Solution : La symétrie sphérique du probléme se caractérise par le fait que tout plan
contenant l’origine est un plan de symétrie, ce qui implique que l'orientation du champ
est nécessairement selon 7. L’invariance par translation (c’est-a-dire par rotation) des
coordonnées 6 et ¢ indique que E, ne peut pas dépendre de ces coordonnées. On en déduit
que le champ électrique s’écrit :

E(r)=E. ()7 (20)

En utilisant la loi de Gauss, calculer le champ électrostatique E(r) a lintérieur et a
lextérieur de la sphere de rayon R. En déduire le potentiel V(r) en tout point de ’espace.

Solution : La surface de Gauss appropriée est une sphere de rayon r, et on trouve :

ﬂ E -7dS = 4nr2E, (r) = Qi (21)
S

€0

A DP’extérieur de la spheére : la charge a U'intérieur de la surface de Gauss est simplement
la charge totale de la sphere, Qsphere, €t 1'é9.(21) nous donne la dépendance su champ
électrique sur 7 :

Qint _ Qsphére
€0 €0
Qint _ Qsphére

Amr2ey  4mr2eq

471'7“2Eext,7~ (r) =

Eoxir (1) = (22)

oll Qsphere €st la charge de la sphere.
En se rappelant que charge total pour la sphere pleine s’écrit :

Qsphére = /// pdv £o /// dy = 7TR3P0 ) (23)
vsph sph

nous pouvons écrire le résultat de 1'éq.(22) en fonction de la densité volumique de la spheére,
po:

Qe 57Rp0  RPpy 1

E X = = =
extyr (1) 4dr2e 4dr2eg 3eg 12
R3p0 1
Eoxr (1) = ot r>R (24)

A Yintérieur de la sphere : une surface sphérique est toujours la surface de Gauss
adaptée, mais la charge a 'intérieur d’une surface de Gauss sphérique de rayon r s’écrit :

Qint (7 /// pdV = po /// dy = *71’7“ 00 5 (25)

ou r est la distance radiale a laquelle on souhaite mesurer le champ (& ne pas confondre
avec le rayon de la sphere) :

. i 4 r3
/ Emt ‘nds = 47rr2Eint,r (r) = Qint (1) — T Po
S

€0 3 €

Tpo
Eint,r (T) = 3760 (26)



B (r) = D= P05 r<R (27)

360 N 360
On remarque qu’a la surface de la sphere, on a F(R™) = %pé’ évalué juste a l'intérieur de la
surface et E (RT) = 47%;60 = %Re—ﬁo. Donc le champ électrique est continu a la surface. Ceci

est un exemple du regle générale qu’en absence charge surfacique, la composante normale
du champ électrique est continue.
Le champ électrique déduit avec la loi de Gauss est :

E 3%7 r<R 0
(r) = %i‘;o %27/"\ r>R (28)
Le potentiel a 'extérieur de la sphere est :
" — - 1~ ~
Vext (1) = —/ ﬁext -dl dl = dr'r’ + =dh0 + ———do
0 r! r/sin 6
r D3 1
- [ AR
00 €0 T
RBpO " dr! R3P0 1 Qsphére 1
360 Joo T 3eg T dmteg T
Le potentiel a la surface de la sphere est :
R3p0 1 R2p0 Qs here 1
Vext (R) = — = = Rt 30
«(R) 3¢ R 3eg dmeg R (30)
Le potentiel a 'intérieur de la sphere est :
" 1~ 1 ~
Vi (1) =V (B) = = | B b ab = dr'7 + 06+ ——dod
R r 7’ sin 0
:_/ ;—Or’?"-?}'drl
R 9€0
po [, PO 2 "
=2 dr' = — 22
360 /R rar 6€0T R
= —6%0 (r? — R?) r<R (31)
0
. _ P02, PO p2
Vint (1) = 6607‘ + 660R +V(R)
PO 2 PO 2 2P0 5o
=—— —R+—R
660T + 66() + 660
= g—o (3R* —1?) r<R (32)
€0

(c) Tracer les graphes |E(r)| et V(r).

(d) Reprendre les questions dans le cas d’une sphere chargée avec une densité surfacique og
uniforme.
Solution :

_ Qsphére dm R g0

Eext,r (1) = 4dmr2eg - 4d7r2eq
R?oq
ﬁoxt (7) - 2 205 r>R (33)

7"2 €0



——

Figure 1: E.(r) et V(r) d’une sphére de rayon R replie d’une charge volumique homogéne, pg.

Eint (r)= 0 r<R
S \ere1 4 2 1 2
Vo (r) = Sophire L _ 4001 00 2 r>R
dmeg T dmeg 71 € T
oo R2 (o))
mxt(r):%xt(R): —=—R r<R

e R €

On remarque que le potentielle a 'intérieur de la surface sphérique de charge est constant.

1 —

Figure 2: E.(r) et V(r) d’une surface sphérique rayon R possédant une densité surfacique og homogeéne.

4. Charge surfacique portée par un plan

On considere un plan (P) infini portant une densité surfacique de charges uniforme oy, (figure
3a).

(a) Quelle est la symétrie du probleme? Quelles sont les invariances?
Solution : Ce probleme est détaillé dans le cours dans section -3.1.5) . Il y a une symétrie
par rapport au plan z = 0 ainsi qu'une symétrie par rapport a n’importe quel plan x = cst
ou y = cst. On a donc forcément E = E,(x,y,2)z. Il y a de plus invariance selon z et y.
On a donc B = E.(2)z.



Donc:

E (7) = E. () ﬁz (34)

(b) En utilisant la loi de Gauss, exprimer le champ électrostatique E a une distance h de part

et d’autre du plan (P).
Solution :

2AE, (2) = Qint = oA (35)
€0
E.(2) = % (36)

(¢) Exprimer la discontinuité du champ a la traversée du plan en fonction de o et €.

(d) Tracer le graphe E,(z).

(a) Wl M

+++++++++++ (+0)
0

P)

g

+++++++H++++ (+6),T/
i

Figure 3: o)1 plan chargé. b) Deuz plans chargés

5. Deux plans chargés

Soient deux plans paralleles, situés a une distance h 'un de I'autre. Ils sont chargés avec des
densités surfaciques de charge o¢ pour I'un et —og pour autre (figure 3 b).

(a) En exploitant la symétrie du probleme et en utilisant 1’équation de Laplace, calculer le
potentiel V', en tout point situé entre les deux plans, en fonction de h et de leurs potentiels

V1 et VQ

La solution de I’équation de Laplace entre les armatures s’écrit :

Vo =W

Vi(z)=z -

+ V.

(b) Donner I'expression vectorielle du champ électrostatique, E, en utilisant E = —gragv.

Solution :

E = —graa}V = —E%V (2) = EVI — Ve

h



()

Trouver une autre expression du champ électrostatique E entre les 2 plans en utilisant le
théoreme de superposition et les résultats de ’exercice 4.

Solution :

E=23 (37)

€0

Ces différentes méthodes sont consistantes puisque :

2 h
Vl—VQ:/ E-Zé:/ D% 54, = -2,
1 0o €o €0

En déduire I'expression de la capacité du condensateur formé par les deux plans chargés.
Solution :

_ 5%

“=

(38)

La capacité du condensateur dépend donc de sa taille et de I’espacement entre les deux
plaques, mais pas de la densité surfacique.

6. Une différence de potentiel de 480V est établie entre deux plaques métalliques paralleles. On
considere que le potentiel d'une plaque est 480V et le potentiel de 'autre est 0V. La distance
entre les deux plaques est de 1.70cm.

(a)

Tracer les surfaces équipotentielles qui correspondent a 0V, 120V, 240V, 360V et 480V.

Solution : Les équipotentielles sont forcément des plans z = cst, de part la configuration.
D’apres 'exercice précédent, on a :

V(z) :—%+v1 :z:hw (39)
Donc
zo = h =1.7cm
z120 = h = 1.7% = 1.28cm
2940 = h = 1.7% = 0.85cm (40)
2360 = h = 1.7% = 0.43cm

2480 — Ocm

Tracer les lignes de champ électrique. Commenter.

Solution : Les lignes de champs électriques sont elles orientées selon I’axe z, elles sont per-
pendiculaires aux surfaces équipotentielles. Elles vont forcément dans le sens des potentiels
décroissants.

Exercices Supplémentaires




7. Une sphere de masse m = 1.5g et charge ¢ = 8.9 x uC pend d’un plafond par un fil entre
deux plaques paralleles verticales. Les deux plaques ont une densité de charge uniforme sur leur
surface de +o0 et —o et sont espacées de d = bcm. Quelle doit étre la différence de potentiel
entre les plaques pour que le fil soit incliné d’un angle 6 = 30° par rapport a la verticale ?

Solution : On met une sphere entre deux plaques paralleles verticales, attachée a mi-distance
entre les deux armature. On a donc un champ électrique qui est porté par ’axe Z , si on suppose
que cet axe correspond & la normale aux deux plaques. L’axe gy est le long des deux armatures.
On fait un bilan des forces en présence : force d’attraction gravitationnelle, force électrostatique
et force de tension du fil. Quand la sphere est au repos, on a donc :

_>
Fy+F.+T =0
ce qui en projetant sur les axes nous donne deux équations :

qi—s —Tsinf =0 en projetant sur &
—mg+ T cosf =0 en projetant sur ¢y
donc, si on se rappelle que %3 = AV/d,

qoo

= tand
€omyg
AV
28 _ tano
mgd
AV — mgd tan 6
q
_3 1
_ 1.5107° x 9.81 x 0.05 x Vi _ oy
8.910-6
8. Deux charges positives identiques sont fixées sur l'axe z en z = a et z = —a. Calculer leur

potentiel sur un point M dans le plan 20y a une distance p de 'axe Oz, en déduire le champ
électrique sur ’axe dans ce plan.

Solution :

OM (p,$,0) = pp

1 q q
Vv ’ 70 = = =~ = =
069 = s (51 * ez 1)

1 q q
= —— ——— + — —
dmeo (x/(GZ+pp) (@2 +pp)  \/(—aZ+pp) - (—az +pp)>

1 q n q 1 2q
dmeo \ \/a2 +p2 /a2 + p? dmeg /a2 + p2

E _.0
=YV () = bV ()
2¢ 0 ;9 | 9 -1/2 2qp .
= — — |a + =
4#60p<9p ( 7) Areq (a2 _|_p2)3/2p

Par symétrie, £, = E4 = 0.

_0 ~1 0 0



9. Disque chargé

On considere un disque de rayon Ry, d’axe (Oz), chargé avec une densité de charge uniforme oy.

(a) Calculez le potentiel V(M) en tout point M de l'axe du disque. En déduire le champ
électrostatique E(z).
Solution : La solution pour le potentiel s’écrit :

V(M

SRRy : W‘dsp

Il faut utiliser les coordonnées cylindriques.

V(o,o,z)=4;€0/”f%‘ dSp = / /27r pd (T\f‘)

Ro 27
d
471'60/ / p ¢ (p? +22)1/2

OP = (p,6,0)  OM = (0,0, 2)

(Considérons un anneau de rayon p et d’épaisseur dp centré sur le trou. La charge dq
contenu dans cet anneau est dqg = 0¢dS = oo2mwpdp)

ou

Le potentiel sur 'axe z est donc :

Ro 21
00 p
V(0,0,2) = / d / d
( ) dmeg Jo p(p2+22)1/2 0 ¢

Ro
_ 90 pdp (42)

2¢0 Jo  (p2 + 22)1/?

Changement de variables

u? = p* + 2*

udu = pdp (43)
Donc,
R R
d
V(o= 20 [fudu_ @ "
2¢0 Jo u 2¢€p
o) (R2+z2)1/ o)) 2 oy 1/2 oy 1/2
=90 e T {(R )= ()
_ 00 2 2\ 1/2 _ 1/2
V() =g (B4 2) = ()] (44)
On peut connaitre F, sur 'axe z seulement :
oo d oy 1/2 2 o\ 1/2
E.(2) = —gradV = - 20 % [ R }
(2) = —gradv = - 24224 (124 2)
oy [ = z
_ 90 [~ _ __ 4
2¢0 <|z| (Rz+22)1/2> (45)
On aurait pu calculer E, de fagon direct.
B 1 /OoquOSGZZUO oo pdp (46)
T odreg Jrp PP 22 20 Jr o (p2 + 22)P?



S’il n’y avait pas de trou, on obtient avec le théoreme de Gauss :

gg 2 <

E(z) = (47)

€ 2]

Considérons un anneau de rayon p et d’épaisseur dp centré sur le trou. La charge dq contenu
dans cet anneau est

dq = 0pdS = oo2mpdp (48)

Le composant 2z du champ di & un anneau de charge dp de rayon p centré sur la charge est

1 dgcos# 1 zog2mwpd
dE, = dreo (pg 1 22) e ( i 25)372 (49)
ou :
cosf) = —— (50)
02 + 22
Le champ E, est donc :
R

B=g | (piZZ)w (51)

On obtient avec et le changement de variables :

d
u? = p? + 2° udu:7p,0
(p? + 22)°/2
On obtient :
=200 [T _pdp _Z@'o/vaudu
200 mdu _zog 1 V22
20 Jo u?z 2¢p u|,

gpz 1 1
= — - 2
2¢0 [’z’ (R2 +22>1/2] (52)

Une autre facon de faire ceci est en dérivant

d(COS 9) = d <z> = —%QPdp (02 + 22)73/2 — —Ldp (53)

Vp?+ 22 (p2 + 22)/

Le champ total est :

> 1 /qucosﬁ_zao R pdp
0

® drmeg pP2+22 2¢ Jo (P2 + 22)3/2
o0 z/V R?+422 - T
= —— d(cosf) = —— cosf|” "
2¢0 e 2¢ 2/V22
g0 z z
_ % |1~ _ __ 54
2¢0 [’z‘ (R2+22)1/2] (54)

ou nous avons effectué un changement de variable vers cos 6.



(b) On suppose que Ry devient grand devant x. Que devient alors E(m)‘? Pouvait-on prédire

ce résultat d’une autre fagon?

Solution : On remarque que si Ry — 00, on récupere le résultat d’un plan de charge
infini.
gy <
E,=—— 55
° 22 (55)

On considére maintenant un plan percé d’un disque de rayon Ry et uniformément chargé
avec une densité de charge gg. Calculez le champ électrostatique créé sur I’axe du disque.
Solution : Par superposition :

o gy <= g0 z z
T 20 |2| 260 | 2] (R2 + 22)1/2
o0 z

260 (R2 + 22)12 (%)

On remarque que F, est maintenant continu puisque il ne transverse une charge surfacique.



