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1. Questions courtes :

(a) Un potentiel électrique dans une certaine région de I'espace s’écrit V(z,y,z) = —Cz?y2z3 ou
C' est une constante. Trouver le champ électrique, E(z,y, z), associé.
Solution :
p—1 ov ov 8V
E (z,y,2) = —gradV = —Uy— 7 Gy — U, = 20:1:3/23795+C:c z?’ﬁy—i-?:C'a: yz U, .
Ox

(b) Si les coordonnées x et y ont les dimensions de meétres, quelle doivent étre les dimensions S.I.
de la constante C' dans I'exercice précédent.

Solution :
[C]=V.m™ 5.

(¢) Un champ électrique dans une région de l'espace est de la forme E(m,y, z) = Cozyt, +
C’ymyQUy + CZ:U22272, ou Cy, Cy et C, sont des constantes ayant des unités appropriées.
Trouver la distribution de charge associée avec ce champ.

Solution :
p(z,y,2) —éngVE ( E—i—aaE —l—aaE)
0 0 19}
=€ <8mescy + 8—yC'yxy + &sz z )

=€ (ny +2Cyxy + 2CZ9322) .

(d) Considérer un champ électrique constant, E = FEot, + 2E07y. Trouver le flux du champ
électrique a travers une surface d’aire égale a S et orientée avec une normale a la surface,

7=V, - 12,

Solution :

b= [[ BB [[Boas - [[ e vomzy - (Y 7, as
= EO\/§2_2 //dS = Eo‘/g; ’s .

2. Champ électrostatique

L’intérieur d’une sphere de rayon a, contient une distribution de charge volumique :

Po {1 - (5)2} r<a
p(r,0,¢) =

0 r>a

ou pp est une constante et  est la coordonnée radiale en coordonnées sphériques (r, 6, ¢). Indice :
on se rappelle que 1’élément de volume en coordonnées sphériques s’écrit dV = r2dr sin 0dfdo.



(a) Déterminer la charge contenue dans une sphere de rayon r < a.

Qint (1) = ///p(r)dV:47rpo/ r? ( — 2) dr
0
r r ?”2
:47Tp0/ 7"2d’l“—47'1’,00/ T‘Q—er
0 0 a

dm 5 dwpy [T 4, AT 4 41 po 10
a2/rdr—3rp0 a’> 5

Solution :

(b) Déterminer la charge totale de la sphere.

Solution : - )
Qsphére = Qint (CL) = 47TP0(13 {3 — 5] = 4ﬂpoa3T5 .

(¢) Quelle est la symétrie du systéme ? Quelles sont les invariances ?
Solution : Le systeme a une symétrie sphérique et par conséquent invariant par rapport a
translations (rotations) en 6 et ¢. Le champ électrique est dans la direction radiale partout
puisque E doit se trouver dans tous les plans de symétrie du systeme, et ne peut que dépendre
de la coordonnée r a cause des invariances, c.-a-d. E (r,0,¢) = E, (r)7T .

(d) Déterminer le champ électrostatique en tout point de l'espace (c.-a-d. quand r < a et quand
r > a) en faisant appel a la Loi de Gauss.
Solution :

zjﬁﬁ-ﬁds :ﬁSET (r)7-7dS = E, (r)#dS:Er (r) drr? .

On obtient le champ électrique donc avec le théoreme de Gauss :

E,. (r)4nr? = L“fo(a) = mpoa’ r>a

. 2
E, (r)4mr? = 76212:)(71) = 4 por> {% — —522} r<a
ce qui nous donne pour E,(r) :

Qsphére p0a2 %5 r>a

4meqr? €T

E.(r)=

Qins(r) _ por [l _ ] r<a

dwegr? ~ e |3 5a2

Ce n’est pas demandé, mais en coordonnées sphériques, la divergence s’écrit,

0E, n cot 6 18E9 1 0F,

2
ivE = -E, E ,
div r * or o r 00 rsinf 0¢

et on peut vérifier que I'équation div E = % est vérifiée , d’abord pour r < a,

divFE, (r) = %E (r) + %Er (r)

_2pr (LN Opor (LN opo (1N ol podr?
re \3  5a? or e \3 5a2) Te \3  5a2 €3 € Orba?

2 2 2

po P00 T po T P0 r

— _ — 3= ="—=11- — r<a
€0 €0 Ha? €0 Ha? e ( )



et en ensuite pour r > a,

. 2 0
div (TET (T)) = ;Er (T‘) + EET (T)
— 2 Qsphére g Qsphére
r dmwegr?  Or 4mwegr?

=0 r>a

(e) Déterminer le potentiel électrostatique, V (), en tout point de 'espace avec I’état de référence
V(o0) = 0.
Solution :

0o 3
V(r) /Edﬁ—/ E,( r= 20 2(13/ ﬁzﬂzi r>a.

r2eq 15 2 el r’
On peut obtenir le potentiel & la surface de la sphére en prenant la limite & r — a™

Qint (@) _ 2poa’
dTega 15¢9

V (a) :V(r—>a+) =
On peut maintenant obtenir le potentiel & 'intérieur de la sphere (r < a)
V(r)—V(a)—/aE ﬁ—/aw l—i dr r<a
N r N r €0 3 5a?
a 3 a a

Po r r Po 4] 3
= — ——— |dr=— dr — d

€0 /r (3 5a2> " 360/r rar 560&2/7n rar

2 2 2

_ P (2 g2y P04 ey _port (L T ) poa” 1_1)
~ beo (r* - ) 20€a? (rt=a') = 260 (3 10a2> " 26 (10 3

2 2
pPoT 2 2 poa” 7
prm— 1 —_— —_— .
60epa? ( Oa” = 3r ) e 60

Le potentiel a I'intérieur de la spheére est donc,

2
V(r) = 22 (100® - 3r?) - m“l+VU

6060&2 €0 60
2
por 2 2 poa® 7 po 8 a2
= 10a” — 3 — —
6%&(a ) 0 60 60"
PoT‘2

(10a2 — 31”2) + @icﬂ r<a.

- 60ega? € 60

On peut bien vérifier que le potentiel est continu a la surface de la sphere puisque dans la
limite & r — a~
po 1 a2
6060 €0 60
_ poa’ 74 PO 1 12 2 poa’
60¢q €o 60 15 ¢

° (100% - 30%) + 2

Qsphbrc L

dmegr r>a

l
15

a?
T

2
POT 1 2
e (10a? — 3r?) + EO 0 sa r<a




(f) Calculer le Laplacien du potentiel, AV, a tout point de I'espace (c.-a-d. quand r < a et quand
r > a), sachant qu’en coordonnées sphériques :

L2 (20 L0 g2y L0
Af(r.0,6) = lar (T ar) t sin0 o0 (Smeae T 0?6 042

. . . . ) , RV . )%
Solution : Pour un potentiel qui ne dépend que du coordonnée r, les dérivées partielles G5

et (?d% sont nuls. Le Laplacien s’écrit alors (au choix),

_ 10 (201 _20f o
AV(T)_TQ&“ (T 8r> ot AV(T>_T8T+67”2'

(g) Est-ce que I’équation de Poisson est vérifiée par le V(r) que vous avez calculé ?
Solution : C’est obligé qu’elle soit vérifiée si on n’a pas fait d’erreur de calcul. Dans la région
r<aonas:

po 1 0 50 4 2 2
AV = — 17— 10a” — 3
60a2eq 2 ar or ( “ " )
4

po 1 0 3 9 5 poria® —r
PO T (g2 —3t) = 012 T
15a2eq r2 Or ( ra " ) e 12a?

:p”<1—rz> .
€0 a

et dans la région r > a on a :

_ Qsphéreg 221 o
AV = 4meg 8rr 87“7“_0

Donc I’équation de Poisson est vérifiée :

AV (r) = =
£ (1 - ﬁ) r<a €0

€0



