Chapter 1

Systemes de coordonnées

1.1 Repere cartésien

Un repére cartésien est défini par un point origine O et trois axes (Ox, Oy, Oz) perpendiculaires
entre eux. Les vecteurs unitaires portés par les axes sont: €,,€,,€,. (voir figure 1.1a))
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Figure 1.1:

On doit bien noter la disposition relative des directions (Ox,Oy,Oz). Telles qu’elles sont
placées, elles définissent un triedre direct. Dans un tel triedre, un bonhomme transpercé des pieds
a la téte par Oy, regardant la direction Oz, a la direction Ox a sa gauche. On peut noter aussi que
Oz, Oy, et Oz sont respectivement orientés selon les directions du pouce, de I'index et du majeur

de la main droite. Un point M de Pespace est repéré par les trois composantes du vecteur T
—

joignant O & M (T = OM) (voir fig. 1.1a) :
T (1,y,2) = 28, + ye, + 26,

M’ est la projection de M dans le plan (z0y). Les composantes = et y de T sont les coordonnées
du point M’ dans ce plan. La composante z est obtenue en tracant la parallele & OM’ passant par
M. On dira indistinctement qu’un objet se trouve au point M ou en T .

1.1.1 Repérage d’un vecteur en coordonnées cylindriques

Quand il s’agit de repérer un vecteur A (M) dont le point d’application est situé au point M (x, y, z),
ou T (,y,z), on peut décrire ce vecteur avec le méme base de vecteurs unitaires €,,@,,e, (voir
fig.1.1b)). Nous appelons donc €, €,, €, un répeére orthonormé global parce qu’on peut l'utiliser
a décrire un vecteur ayant n’importe lequel point d’application.
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1.2 Coordonnées cylindriques

1.2.1 Repérage d’un point en coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, un point M de I'espace est repéré comme un point de cylindre (droit,
a base circulaire) dont I'axe Oz est généralement confondu avec ’axe Oz du repere cartésien.
Le point M (ou ?) est repéré par

e le rayon p du cylindre sur lequel il s’appuie
e 2 sa cote par rapport au plan de référence xOy
e ¢ l'angle (Oz,OM’) ou M’ est la projection de M sur le plan zOy.

. — . . N N 7 .
La notation T’ (p, ¢, z) vient se substituer & T’ (z,y, z) du repeére cartésien. Vous pouvez facile-
ment vérifier que, pour un point donné, les composantes cartésiennes et cylindriques sont liées par

T = pcoso y = psing z=z

Figure 1.2:

1.2.2 Repérage d’un vecteur en coordonnées cylindriques

Nous nous posons la question de repérer un vecteur dont le point d’application est situé au point
M(p,,2), ou T (p,b,2). Pour cela nous attachons & M un repere orthonormé local (€, €4,€:).
Nous I'appelons local parce qu’il n’est pas le méme pour tous les points M de I'espace. Ce repere
local est fait de 3 vecteurs unitaires de base orthogonaux (€,,€4.,€;) :

N N . =
e €, (ou U, ou p) est un vecteur parallele 4 OM'.

~

e €, (ou Uy ou @) est parallele au vecteur tangent en M’ au cercle de rayon OM’ contenu dans
le plan 2Oy

e €, (ou U, ou z) est parallele a 'axe Oz

Dans ce repere, le vecteur champ électrique a 3 composantes et s’écrit

— ~ ~ ~ —
E (M)=E,e,+ Eye,+ E.e, ou E(M)=| E,
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Au point M, la relation entre les vecteurs unitaires (€,,€4,€.) et les vecteurs unitaires cartésiennes
(€z,€y,€;) s'écrivent :

€, =Ccos¢€,; +singe,

€y = —singe, +cospe,

6. =6, (1.1)

On peut voir cette relation comme une relation matricielle (tensorielle)

€, cos¢ sing 0 e, €,
€ | = —sing cos¢p 0 e, | =T &
e, 0 0 1 e, e,

Les relation inverses sont obtenues en prenant 'inverse de la matricel’. Puisque les deux bases
sont orthonormées, on a T—' = T?* ot T est la transpose de la matrice T. On obtient de cette
maniére les vecteurs unitaires (€,,€,,€.) en fonction des (€,,€4,€.) :

e, cos¢p —sing 0 €,
e, | =| sing cos¢p O €y
e, 0 0 1 e,

c’est-a-dire.

e, =cospe, —singe,
e, =singe, +cospe,

€, =6,

On peut également vérifier ces relations avec de la géométrie.

1.2.3 Position et déplacement (différentielle) en coordonnées cylindriques
On se rappelle qu’en coordonnées cartésiennes, le vecteur position s’écrit

. N R N

OM = ze, +ye, + ze,
et la différentielle de cette position s’écrit

— J0OM o0OM oOM
dOM = dx + dy +
Ox oy

dz=¢e;dr+e,dy+e.dz

En coordonnées cylindriques par contre, on écrit
. N N
OM = pe, + ze,
et la différentielle s’exprime :

__. pOM _ 0OM .. oOM
JOM = d d d
R Pl

—
Si 'on veut exprimer dOM en coordonnées cylindriques, il faut tenir compte du fait que le vecteur
unitaire local €, dépend de la coordonnée ¢ (voir eq.(1.1)) :

—
8OM*6+ 86”*6
op 7 pap_P
—

oOM  Je,

0 _ C oy P PN
e pa—¢ = pa—¢ (cos ¢e, + singe, ) = p (—sin g€, + cos g€, ) = pey

Un déplacement en coordonnées cylindriques s’exprime donc

—_— R ~
dOM = €,dp + €eypdp + €.dz (1.2)
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Cette formule est tres utile afin d’en déduire des volumes et des surfaces élémentaires. Par exemple,
un élément de volume élémentaire en coordonnées cylindriques s’exprime

dv = (dp) (pde) (d=) = pdpdedz (13)

Exemple : On peut utiliser ce résultat a dériver la formule pour un cylindre de rayon R et de

cote L :
27 27
st [ [ e [ s

cylindre

=27 / pdp = TR?L
0

1.2.4 Gradient en coordonnées cylindriques
La différentielle en coordonnées cylindriques d’un champ scalaire ® s’exprime :

dd = ‘9—% +a—:I;d¢+ 9% .. (1.4)

Le gradient en coordonnées cylindriques est définie telle que :
d® = grad ® - dOM (1.5)

Une comparaison entre (1.2), (1.4) et (1.5) montre que Pexpression du gradient en coordonnées
cylindriques s’écrit :

6<I>A 109 (9<I>,\

grad® = — 3p —|— 9 €y + —— 9% (1.6)

Exemple : Lorsque le potentiel électrique V(M) est exprimé en coordonnées cylindriques
(p,0,2), les composantes du champ électrique dans le repere cylindrique attaché au point M sont
données par:

E (p,¢,2) = —gradV(p, ¢, 2)

E = _9V

— P )
E = E,e,+ Eyses + E.86, Ey=—-15

Jo—cld

z 0z

Le potentiel créé par une distribution linéique de charge avec une densité par unité de longueur
A est donné par V(p) = In (p) + Cte. On obtient immédiatement le champ électrique par

27750

A s
2megp

E (p) = —gradV(p) = €

1.3 Coordonnées sphériques

1.3.1 Repérage d’un point en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, un point M (r) est considéré comme un point d’une sphére centrée sur
O. Le point M est repéré

e par le rayon r de la sphere a laquelle il appartient

— — —_— —
e L’angle 6 entre la direction Oz et la direction OM. 6§ = (Oz, OM)

N B
e l'angle ¢ entre la direction Ox et la direction OM’ ot M’ est la projection de M dans le
sy —
plan z0y.: ¢ = (Ox,OM’)
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Figure 1.3: Coordonnées sphériques

Un point M (r) étant donné, on trouve que ses coordonnées cartésiennes s’écrivent en fonction
des coordonnées sphériques; ainsi:

x = rsinf cos ¢ y =rsinfsing z=rcosf

En géographie, ou on est amené a repérer un point sur la sphere terrestre, ’angle 6 indiquerait
la latitude par rapport au pole nord et 'angle ¢, la longitude est par rapport au méridien de
référence.

1.3.2 Repérage d’un vecteur en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, un vecteur E(M ) (ou simplement E(?)) attaché au point M(r) est

repéré par trois composantes (E,, Eg, E4) dans un repere orthonormé local (e,,€g,€4) :
g o~ ~ -~
IE(A4) ::Eber<+-Ebe9—Fl§¢e¢

avec

~ A~ A \ N 7
e €, (ou U, ouT) est un vecteur parallele & OM.

~

e & (ou Uy ou 0) est parallele au vecteur tangent en M au cercle de rayon r décrit dans le
—_—
plan qui contient & la fois les directions Oz, OM et OM’.

~

e €, (ou Uy ou @) est tangent en M au cercle de centre M" et de rayon MM = OM’, contenu

—
dans le plan perpendiculaire a Oz.
Au point M, la relation entre les vecteurs unitaires (€,,€g,64) et les vecteurs unitaires
cartésiennes (€, €,,€,) s’écrivent :
e, =sinfcospe, +sinfsinpe, + cosfe,
€9 = cosfcospe, + cosfsingpe, —sinfe,
€4 = —singe, +cosge, (1.7)
On peut voir cette relation comme une relation matricielle (tensorielle)

e, sinfcos¢ sinflsing cosf e, €,

€ | =| cosfcos¢ cosfsing —sind e, | =T| ¢
€y —sing cos ¢ 0 e, e,
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ainsi que les relation inverses

ex 67" 67"
/éy =7! €y =Tt €y
e, €y €y

sinfcos¢ cosfcos¢ —sing e,

= | sinfsing cosfsing cos¢ €

cosf —sind 0 €

ou nous avons encore utilisé le fait que les deux bases sont orthonomés donne implique
T-'=1T¢

Exemple de coordonnées sphériques : Considérons le potentiel et le champ électriques
créés par une charge ponctuelle ¢ placée a l'origine O. En coordonnées sphériques, ceux-ci s’expriment

entierement en fonction du vecteur radial T et du coordonnée radial r = H?H :
q 1 = q e q T
V )= — E ? = b = J—
(r) dmeg 1 ( dmeg 12 4mweg 13

ce qui est plus simple et “naturel” que les expressions en coordonnées cartésiennes :

q 1 — q x€,+ye, + ze,

= E =
47T60 N + y2 + 22 (:E7 Y Z) 471'60 (.CCQ + y2 + 22)3/2

1.3.3 Position et déplacement (différentielle) en coordonnées sphériques

V(x,y,2)

En coordonnées sphériques, le vecteur position s’écrit simplement
-
OM = re,
. 7’ . - 7 ) 92 .
La différentielle, dOM, en coordonnées sphériques s’éxprime:

. 90OM OOM HOM
AOM = =5 dr + =5=df + =5 =do

—
Afin d’exprimer dOM en coordonnées sphériques, il faut tenir compte du fait que le vecteur unitaire
local €, dépend des coordonnées 0, et ¢ (mais pas sur r) :

—_—

801\/1_a +ra€T—€
or " or "
—_—

oOM g8,

a0 ag
—_—

—8OM = ra—/ér = rsinfe
o0 09 ¢

Un déplacement en coordonnées sphériques s’exprime donc

—
dOM = dr@é, + rdf ey + rsin 6dp e, (1.8)

Cette formule est tres utile afin d’en déduire des volumes et des surfaces élémentaires. Par exemple,
un élément de volume élémentaire en coordonnées cylindriques est

dV = (dr) (rdf) (rsin 0d¢) = r2dr sin 0dfde (1.9)
Exemple : On peut utliser ce résultat a dériver la formule pour le volume d’une sphere de
rayon R :
R ™ 2 R ™ 2m
Volume :///dV :/ dr/ d9/ r? sin@dd):/ err/ sin@d@/ do
sphere de rayon R 0 0 0 0 0 0

sphere

R 1 R A
= 27T/ rzdr/ d(cosf) = 47r/ r?dr = —R?
0 -1 0 3
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1.3.4 Gradient en coordonnées sphériques

La différentielle en coordonnées sphériques s’écrit :

0P 0P 0P — oM
AP = Fodr + 550+ 52do = grad & - dOM (1.10)

Une comparaison entre cette équation et ’éq.(1.8) montre que l'expression du gradient en coor-
données sphériques est donnée par :

o0 100 1 9P

dd=¢e 1.11
gra —er——i-egrﬁ—i—e(pma—(b (L.11)

or

Exemple : Pour une charge ponctuelle située a 'origine par exemple, si on se rappelle que
son potentiel électrique, s’écrit V (r) = ¢/ (4megr), on obtient toute suite son champ électrique en
coordonnées sphériques :

= — oV q 01
E T = — d :—AT—:_—AT__
() gradV(r) °ar 47T€0e orr

q_ &

47eq 12

alors que le calcul est plus onéreux en coordonnées cartésiennes

q (A(?V ..oV A6V>

—

—_—
E('rvya Z) = _gradv('rvya Z) =

+ez_

Tdre \ 0z Ty T,

q X ~ y ~ z ~
= e, + €, + €,
47T60 <($2 + y2 + 22)3/2 (ZC2 + y2 + 22)3/2 4 (ZC2 + y2 + 22)3/2 )
_q x€, +ye,+ ze,
a 47T60 (ZC2 + y2 + 22)3/2






