Master de Physique Examen du 6 janvier 2006

Universités Paul Cézanne et de Provence Propagation électromagnétique

Ce document contient 3 page(s) et comporte 33 questions.

Les seuls documents autorisés sont les formulaires distribués en cours.

Durée de l’épreuve : quatre heures (08 :00 — 12 :00)

Vous rendrez deuz copies distinctes une pour la partie 2 (20 % du total des points) et une autre pour les
autres.

Vous vous appliquerez a indiquer lisiblement les questions auzquelles vous répondez.
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1.

Questions de cours sur I’Optique Guidée

Pour le guide d’onde plan diélectrique, quelle propriété remarquable vérifient entre eux les modes
guidés ? La définir mathématiquement.

2. Quelles sont les fonctions propres de I'opérateur parité P 7

3

. Pour le guide d’onde plan diélectrique symétrique, en définissant 'opérateur £ dans le cadre des

notations du cours par £ = j—; + w206, (y), quelle relation a t’on entre P et L7

. Pour le guide d’onde plan diélectrique symétrique, quelles sont les conséquences pour les modes guidés

de la relation existant entre P et L7

. Quelle différence cruciale y a t’il entre le guide d’onde plan diélectrique asymétrige et le guide d’onde

plan diélectrique symétrique pour ce qui est du mode fondamental 7

. Signal se propageant. On notera s(z,t) le paquet d’onde centré en 3,. Donner le sens physique de la

vitesse de groupe. Définir mathématiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe. On note L
la, demi-largeur du signal, définir mathématiquement L?, quelle inégalité L vérifie t’elle ?

. Que vaut L?(t)? (Pexpression exacte des coefficients n’est pas demandée!), quelles conclusions en

tirer ?

. Pour une fibre optique circulaire & saut d’indice, comment se dénomme le mode fondamental, quelle

est sa coupure ? Quels sont les trois modes d’ordre supérieur les plus proches du fondamental, quels
sont leurs coupures ?

Développement multipolaire du potentiel vecteur
On donne :
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. Expliquer en quelques mots comment, on a obtenu cette expression.

. Montrer que lorsque r = |r| est grand devant les dimensions caractéristiques de Q i.e. [r| > |r/| pour

tout r’ dans €, alors on a :
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avec T =r/r.

. En déduire le développement multipolaire du potentiel vecteur.

. Le terme A, qui est le premier terme du développement fait intervenir l'intégrale fQ j(x')dr’. En

utilisant la continuité de la charge et le théoréme d’Ostrogradsky et en admettant que j-fjpq = 0
(i.e. la composante normale de j s’annule sur le bord de ), montrer que :

/Q @) dr = —iw /Q v (') dr’ | (3)

. A quoi correspond le terme de droite ?

Guide d’onde planaire diélectrique et symétrique (GOPDS)

On va étudier la propagation dans un guide d’onde planaire diélectrique et symétrique. Ce guide

d’onde est supposé invariant suivant la direction (Oz) et (Ox).
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3.1

le cas ou l’indice de réfraction est constant par morceaux

On prendra les notations et hypothéses suivantes :

n1 pour lindice des couches extérieures et ne pour l'indice de la couche interne comprise entre les
plans y = —e/2 et y = ¢/2.

ny < ng

la direction de propagation sera (Oz)

on prendra une dépendance temporelle en exp(—iwt)

le milieu est non magnétique, et il n’y a ni charges, ni courant

1. Donner les équations de Maxwell en temporel en unités S.I., en déduire les équations de Maxwell en
fréquentiel en unités S.1.. Quelles équations suffit’il de considérer pour étudier le probléme ?

2. Comment simplifier I’étude du probléme ? Le simplifier et nommer cette simplification ?

3. On cherche les solutions de propagation dans le GOPDS sous la forme d’ondes guidées. On notera 3
la constante de propagation le long de ’axe (Oz). En tenant compte des propriétés géométriques du

GOPDS :

3.2

1. obtenir deux équations de propagation (on rappelle que ei = €,,n?)

2. donner les conditions aux limites générales & utiliser pour les champs électromagnétiques (E, H, D, B)

au niveau d’une interface entre deux milieux. Particulariser ces conditions au sein du GOPDS
(ps = 0,js = 0) en utilisant les relations constitutives B = pH (que vaut p dans notre étude 7),
et D = €E avec € = €,€r¢iatif

3. En reprenant un résultat de la question 1 (on pourra utiliser les relations vectorielles suivantes

VAU =V()ANU+ fV(U) et aA (bAc)=(a.c)b— (a.b)c) que peut on en conclure sur
la validité des équations de propagation précédemment obtenues ?

4. On g’intéresse aux ondes se propageant vers les z positifs. On suppose que la condition suivante

est vérifice : 8 € [2521, 222] oi1 ), est la longueur d’onde dans le vide. On pourra ne traiter que

le cas le plus simple (voir la question 2).

1. Exprimer cette condition en faisant apparaitre k,.
2. Qu’implique cette condition sur les solutions ?

3. Quelles sont les formes des solutions dans les différentes parties du GOPDS?

le cas ou l’indice de réfraction a un profil parabolique (début de I’étude)

Ce cas est une des rares situations autre que celle de la section 3.1 ot une solution analytique existe.
On prendra les notations et hypothéses suivantes :

le profil de 'indice de réfraction sera tel que

n*(y) = n3(1— (y/y0)?) (4)

la direction de propagation sera (Oz)
on prendra une dépendance temporelle en exp(—iwt)
le milieu est non magnétique, et il n’y a ni charges, ni courant

Le profil décrit par I’équation 4 suppose que ’on se limitera & I’étude des modes localisé au voisinage du
plan y = 0.

1. En partant des équations de Maxwell en régime harmonique obtenir I’équation générale de propa-
gation pour le champ électrique dans le cas d’un indice non homogéne. Dans toute la suite de cette

exercice, on va négliger le terme de droite en —V/(

E.V(eon® (1))

@) ) de I’équation obtenue a cette question.

A priori, & quoi correspond cette approximation ?

2. On se limite dans la suite des questions & 1’étude des modes TE de constante de propagation 8. En

faisant le changement de variable Y = %y ol o

2 _ Ao

7o, avec o > 0 et A la longueur d’onde, réécrire

I’équation de propagation des modes TE en tenant compte de hypothéses, en fonction de o, 3, ny,
et \.

3. On pose ";(ﬁQ — n?(%’r)% = —(2v+1) ol v est un entier. Simplifier I’équation obtenue a la question
précédente.

4. L’équation différentielle vérifice par les polynomes d’Hermite d’ordre v est H, (z) — 2zH, (z) +
2vH,(x) = 0. On pose f,(z) = H,(x)exp(—2?/2), vérifier que f,(z) est solution de I’équation
différentielle f, (z) + (2v +1 —2%)f,(z) = 0.

5. En déduire la forme des solutions de ’équation des modes TE pour le profil parabolique.
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4 Approximation de guidage faible

On va établir les premiers résultats nécessaires & une description précise de 'approximation du guidage
faible pour une fibre optique circulaire de rayon a. On considére que les champs électromagnétiques d’un
mode guidé selon I'axe (Oz) d’un guide d’onde invariant selon cet axe peuvent s’exprimer sous la forme :

E(r,y,2) = Ei+E.2= (e +e.2)e’™ (5)
H(‘Tvy; Z) Ht + HZZ = (ht + hzi)eiﬁz (6)
(7)

ol Z est le vecteur unitaire suivant 'axe z, 3 la constante de propagation. En coordonnées cartésiennes
on pourra aussi utiliser la décomposition suivante :

e = e X+ e, (8)
he = hoX + hyy 9)

On supppose le milieu non magnétique, sans charges ni courant et on note le profil d’indice par
n =n(x,y) (en coordonnées cartésiennes) (10)

1. Préliminaire : en se plagant en régime harmonique (exp(—iwt)), montrer en partant des équations de
Maxwell et des relations constitutives que :

(V2 4+ k2n?)E = —V(E.V¢(In(n?))) (11)
ol kg = <. On rappelle que V¢ est un opérateur tel que V¢ Ay = aa‘if + 8£f-
2. réduire cette équation en utilisant ’équation (5) pour obtenir :
(Ve2 + kgn® — B¥ey = —Vilee.Vi(In(n?))) (12)
(Ve? +kgn® = B%)e. = —if(ee.Vi(In(n?))) (13)

3. On va admettre que le champ e dépend de la fréquence normalisée V et du paramétre décrivant le

2 2

. . n.—n

saut d’'indice A = —5—5*¢
nC

Rappelez les définitions des paramétres modaux U et V. En utilisant : n?(x,y) = n2(1 — 2Af(z,y))
avec f > 0 transformer I’équation (12) en faisant intervenir a, V, et U de fagon & obtenir :

oil 1. et ng sont les indices maximaux repectivement du cceur et de la gaine.

(a®Ve? +U? = V2 f)ey = —aVi(e.aVi(In(n?))) (14)
4. Montrer que 'on peut exprimer 3 sous la forme :

=V orea - aalye (15

Z a 2A

5. On note U la valeur de U quand A — 0 et 6 la constante de propagation associ¢e. On suppose que
U peut se développer de la facon suivante : U(V,A) = U + AU® | montrer que ’on peut écrire un
développement de 3 de la forme :

4 A

B=p- UUN(S) (16)

Vous rendrez cet énoncé a la fin de ’épreuve.

Nowm : PRrRENOM :

Page 3/ 3



