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Résumé

L’intensité d’un champ électromagnétique de longueur d’onde λ enregistrée par
une caméra ne peut présenter de fréquences spatiales plus grandes que 2/λ. Cette
limite fondamentale provient du filtrage passe-bas imposé par la propagation des
ondes et ne peut être évitée. Ainsi, la résolution des meilleurs microscopes optiques
classiques est de l’ordre de 200 nm. Cependant, de nombreuses applications, en parti-
culier dans le domaine de la biologie, bénéficieraient de techniques de microscopie
optique présentant une meilleure résolution. La question est alors, comment extraire
des informations fréquentielles sur l’échantillon au-delà de 2/λ à partir d’images
forcément limitées en fréquence à 2/λ. Une solution largement répandue est de com-
biner les diverses informations sur l’échantillon contenues dans des images acquises
sous différentes illuminations.

Ainsi, la méthode Random Illumination Microscopy (RIM) introduite en 2019 pour la
microscopie de fluorescence, permet de reconstruire une image de l’échantillon deux
fois plus résolue que celle d’un microscope standard à partir d’une centaine d’images
obtenues sous différents éclairements de speckle inconnus. L’intérêt principal de cette
méthode est qu’elle se passe de l’estimation a posteriori des éclairements lors de la
reconstruction. Pour cela, RIM se base sur la résolution d’un problème inverse non
linéaire de type variance matching. En pratique, ceci revient à chercher à trouver
l’objet dont la variance théorique correspond au mieux à la variance des images
mesurées.

RIM a été développé dans le cadre simplifié d’un échantillon bidimensionnel (2D),
où seule la fluorescence au niveau du plan focal contribue au signal utile, et la fluo-
rescence provenant de structures hors-focus est modélisée comme un bruit de fond.
L’objectif de ma thèse est l’extension de RIM à la reconstruction d’échantillons tridi-
mensionnels (3D). Cette extension requiert d’améliorer les méthodes numériques,
afin de pouvoir traiter des données bien plus nombreuses, et d’étudier les montages
optiques, pour préciser les modalités d’acquisition des images tridimensionnelles.

Pour cela, j’ai développé deux nouveaux schémas d’inversion pour la reconstruction
RIM, basés sur l’écart-type plutôt que la variance des données. Le premier schéma est
un algorithme approché. Il propose une déconvolution linéaire de l’écart-type par un
filtre adapté. Cette déconvolution permet des gains de résolution de l’ordre de 50% sur
des objets denses, avec un temps de calcul compatible avec une reconstruction temps
réel. Le deuxième schéma de reconstruction estime de manière itérative la densité de
fluorescence de façon à minimiser l’erreur entre l’écart-type expérimental et l’écart-
type modèle. En introduisant un préconditionneur adapté, cette inversion itérative
basée sur l’écart-type s’est avérée au moins 20 fois plus rapide que la méthode itérative
de variance matching précédemment développée, tout en conservant le même niveau
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de super-résolution.
J’ai ensuite étudié les différentes modalités d’acquisition d’images 3D couramment

utilisées en microscopie optique (translation de l’échantillon ou translation du plan
focal objet par remote focusing). J’ai montré que les images 3D réalisées avec un
système de remote focusing sont parfaitement adaptées à l’extension de la théorie
RIM en 3D. Elles permettent d’obtenir des reconstructions avec des résolutions axiale
et transverse optimales. Cette approche est particulièrement adaptée aux applica-
tions qui souffrent d’un budget de photons limité. J’ai montré également que des
acquisitions obtenues en translatant l’échantillon, plus simples à mettre en œuvre
expérimentalement, ne dégradent que faiblement la qualité de l’image reconstruite.

La dernière contribution de cette thèse sort du cadre de la microscopie de fluores-
cence, et s’intéresse à l’applicabilité de la méthode RIM pour l’imagerie cohérente.
Dans ce cas, on peut montrer qu’une image d’intensité standard acquise en brightfield
ou darkfield, est directement équivalente à une variance asymptotique d’images sous
éclairements de speckle. On montre alors que la méthode RIM est équivalente à une
méthode de Ptychographie de Fourier Multiplexée, qui permet simultanément une
augmentation de la résolution ainsi que la récupération de l’information de phase. Le
formalisme de RIM apporte cependant une nouvelle vision sur la Ptychographie de
Fourier puisqu’il permet de réduire le nombre d’images nécessaires à la reconstruc-
tion.

Mots clés : Imagerie computationnelle, Super-résolution, Microscopie de fluores-
cence, Speckle, Problème inverse quadratique, Reconstruction de phase, Ptychogra-
phie de Fourier
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Abstract

The intensity of an electromagnetic field of wavelength λ recorded by a camera
cannot have spatial frequencies greater than 2/λ. This fundamental limit arises from
the low-pass filtering imposed by wave propagation and cannot be avoided. As a
result, the resolution of the best conventional optical microscopes is of the order of 200
nm. However, many applications, particularly in biology, would benefit from optical
microscopy techniques with better resolution. The question then is how to extract
frequency information on the sample beyond 2/λ from images necessarily limited in
frequency to 2/λ. A widely used solution is to combine the various information on the
sample contained in images acquired under different illuminations.

The Random Illumination Microscopy (RIM) method, introduced in 2019 for fluo-
rescence microscopy, reconstructs an image of the sample with twice the resolution
of that obtained with a standard microscope, from around a hundred images ob-
tained under different illuminations of unknown intensity. The main advantage of this
method is that it dispenses with the need for a posteriori estimation of illuminances
during reconstruction. To achieve this, RIM is based on the resolution of a nonlinear
inverse problem of the variance matching type. In practice, this means trying to
find the object whose theoretical variance best matches the variance of the recorded
images.

RIM has been developed within the simplified framework of a two-dimensional (2D)
sample, where only fluorescence at the focal plane contributes to the useful signal,
and fluorescence from out-of-focus structures is modeled as background noise. The
aim of my thesis is to extend RIM to the reconstruction of three-dimensional (3D)
samples. This requires improvements in numerical methods, to be able to process
much more data, and the study of optical setups, in order to specify the methods used
to acquire three-dimensional images.

To this end, I have developed two new inversion schemes for RIM reconstruction,
based on the standard deviation rather than the variance of the data. The first scheme
is an approximate algorithm. It proposes a linear deconvolution of standard deviation
by a suitable filter. This deconvolution enables resolution gains of the order of 50%
on dense objects, with a computation time compatible with real-time reconstruction.
The second reconstruction scheme iteratively estimates the fluorescence density
to minimize the error between the experimental standard deviation and the model
standard deviation. By introducing a suitable preconditioner, this standard deviation-
based iterative inversion proved to be at least 20 times faster than the previously
developed iterative variance matching method, while maintaining the same level of
super-resolution.

I then studied the different 3D acquisition modalities commonly used in optical
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microscopy (sample translation or translation of the object focal plane by remote
focusing). I have shown that 3D images produced with a remote focusing are perfectly
suited to extend RIM theory into 3D. They enable us to obtain reconstructions with
optimal axial and transverse resolutions. This approach is particularly interesting
to applications that suffer from a limited photon budget. I have also shown that
acquisitions obtained by translating the sample, which are simpler to implement
experimentally, only slightly degrade the quality of the reconstructed image.

The final contribution of this thesis goes beyond fluorescence microscopy, and looks
at the applicability of the RIM method to coherent imaging. In this case, it can be
shown that a standard intensity image acquired in brightfield or darkfield, is directly
equivalent to an asymptotic variance of images under speckle illuminations. We
then show that the RIM method is equivalent to a Multiplexed Fourier Ptychography
method, which simultaneously increases resolution and recovers phase information.
The RIM formalism brings a new perspective to Fourier Ptychography, as it reduces
the number of images required for reconstruction.

Keywords: Computational Imaging, Super-resolution, Fluorescence Microscopy,
Speckle, Qudratic inverse problems, Phase reconstruction, Fourier ptychography
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Notations

Ce manuscrit utilisera les notations suivantes
— Les quantités scalaires, réelles ou complexe, seront notés sans particularité :

d , N ,K
— Les vecteurs seront notés en minuscule, avec des caractères gras et italiques

u,x,y
— Les matrices seront définies par des lettres majuscules en caractères gras A,M,Ti

Pour les quantités complexes, z∗ désigne le conjugué de z et A† désigne la matrice
trans-conjuguée (adjointe) de A.

L’opérateur de transformées de Fourier sera noté F :

[F ( f )](k) :=
∫

f (x)e−ik·xdx

Dans les cas la transformée de Fourier simple, cette notation sera abrégé en f̃ =F ( f ).
Les fonctions explicitement définies dans l’espace des fréquences (de variable k)
seront également notés avec un tilde, même si leur équivalent dans le domaine direct
n’est pas directement défini.

Ce manuscrit s’appuiera également beaucoup sur le support de la transformée de
Fourier des fonctions, qui seront notésΩ f :

Ω f := {ν ∈Rd |F ( f )(ν) 6= 0}
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Introduction

La microscopie de fluorescence est une méthode d’imagerie permettant d’observer
un échantillon fluorescent avec un grossissement, afin d’observer des détails qui ne
sont pas visibles à l’œil nu. Dans ce cadre, on peut montrer que le microscope agit
comme un système d’imagerie actif, dont l’équation d’observation est donnée par
(Mertz2019) :

y(r) =
∫

h(r−r1)ρ(r1)A(r1)dr1 +ε(r). (?)

Dans cette équation, h désigne la réponse impulsionnelle ou PSF, ρ la densité de
fluorescence que l’on souhaite observer, et A l’activation locale de la fluorescence. En
première approximation, la fonction d’activation peut être externe, si l’on considère la
structuration spatiale de la lumière atteignant les fluorophores, ou interne pour mo-
déliser la réponse stochastique de certains fluorophores à une illumination uniforme.
Les mesures sont également perturbées, et l’on modélise ici cette perturbation à l’aide
d’un bruit additif ε.

Commençons par supposer une activation uniforme de la fluorescence (i.e., A est
constante), ce qui correspond à la microscopie à champ large (widefield) convention-
nelle. Par définition, l’image d’une source ponctuelle au travers du microscope sera
donc toujours égale à la PSF, avec éventuellement une variation d’intensité liée à la
valeur de la fonction d’activation. La PSF du microscope n’étant pas réduite à un point,
elle possède une extension spatiale non nulle, deux points relativement proches ne
pourront pas être séparés sur l’image enregistrée.

Ce phénomène s’explique en regardant la transformée de Fourier de la PSF, h̃ corres-
pondant à l’OTF du microscope. L’équation (?) étant une convolution, son contenu
fréquentiel est toujours limité au support de l’OTF Ωh. Si sa forme précise dépend
de la géométrie du système utilisée, celle-ci est toujours bornée, et on montre que ce
support est toujours contenu dans un disque de rayon 2

λ
avec λ la longueur d’onde

d’émission de la fluorescence. Le microscope agit donc comme un filtre passe bas, qui
supprime de l’image enregistrée toutes les fréquences de la fluorescence à l’extérieur
de Ωh. Dans le cas de l’imagerie conventionnelle, la totalité de la fluorescence est
active et l’information structurelle de taille plus faible que 2

λ
est simplement perdue.

Cependant, si l’on utilise des activations non uniformes, l’image obtenue, bien
que limitée en fréquence à 2

λ
, devient, par un effet de modulation, sensible à des

fréquences de l’échantillon supérieures à 2
λ . Il est alors possible de combiner l’infor-

mation de plusieurs images basses fréquences pour reconstruire une unique image
synthétique super-résolue.

Parmi les différentes méthodes de super-résolution existantes, la méthode RIM
Random Illumination Microscopy développée depuis 2019 en collaboration entre
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l’Institut Fresnel (Marseille), le Centre de Biologie Intrégrative (Toulouse) et le LS2N
(Nantes), construit cette image super-résolue à partir d’images acquises avec des
éclairements structurés inconnus. Pour cela, la méthode RIM exploite les statistiques
des images. En effet, ces dernières ne dépendent que des statistiques des éclairements
et non des motifs des éclairements. Or, si les éclairements sont des speckles (tavelure),
leurs statistiques sont parfaitement connues (Goodman2007). RIM se place alors à
mi-chemin entre les méthodes par éclairements structurés qui nécessite la connais-
sance des illuminations lors de la reconstruction (Chakrova2015), et la méthode
SOFI (Dertinger2009) basée sur les statistiques des images, mais avec une fonction
d’activation interne.

La méthode RIM a déjà fait ses preuves pour la microscopie 2D. Il a été montré que
ses performances sont équivalentes à celles des microscopies à éclairement structuré
classique (SIM périodique et scanning SIM), tout en étant plus robuste aux aberrations
et beaucoup plus facile à implémenter et utiliser (Mangeat2021).

L’objectif principal de cette thèse est d’étendre la méthode RIM à l’imagerie tri-
dimensionnelle. Si la théorie RIM est suffisamment générale pour s’étendre directe-
ment au cadre de la microscopie 3D, cette extension laisse deux problèmes pratiques à
résoudre. Le premier concerne l’explosion du temps de reconstruction lié à l’augmen-
tation du nombre de données lors d’une acquisition 3D. Le second porte sur la mise
en œuvre expérimentale, puisqu’il existe de multiples façons d’acquérir une image 3D
sur un détecteur 2D, qui ne sont pas équivalentes dans le cadre de RIM.

Les quatre premiers chapitres de ce manuscrit forment un tout consacré à l’étude
théorique et pratique de la méthode RIM pour des acquisitions 3D. Le premier chapitre
de cette thèse établit le lien entre l’image d’un microscope et l’échantillon (?) à partir
des équations de la physique. Il présente un état de l’art général sur l’estimation de la
densité de fluorescence aussi bien en microscopie conventionnelle qu’en microscopie
super-résolue.

Le chapitre suivant rentre plus en détail sur la théorie de la microscopie par éclai-
rements aléatoires en rappelant ses résultats clefs. Il démontre la capacité de super-
résolution de RIM : Sous certaines conditions, il y a une bijection entre les fréquences
spatiales de la variance des images de speckles et les fréquences spatiales de l’objet
dans un domaine étendu correspondant au support du carré de la psf d’observation,
h2. Ce chapitre propose aussi une approximation qui permet de relier l’écart-type des
images de speckles à l’échantillon par une simple convolution.

Les difficultés algorithmiques et expérimentales liées à la mise en œuvre de RIM 3D
sont abordées dans les deux chapitres suivants. Le chapitre 3 décrit deux nouvelles
techniques de reconstruction de l’échantillon à partir de l’écart-type plutôt qu’à partir
de la variance des images de speckles. Cette nouvelle approche s’avère beaucoup
plus efficace en temps de calcul et en nombre d’itérations pour retrouver les hautes
fréquences spatiales de l’objet que la méthode de variance matching précédemment
développée dans le cadre d’imagerie bi-dimensionnel Mangeat2021. Ces nouveaux al-
gorithmes sont directement applicables à des images tridimensionnelles, sous réserve
que le modèle d’observation corresponde effectivement à l’équation (?).

Le chapitre 4 est consacré à l’étude et à la comparaison de différentes méthodes
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d’acquisition des images tridimensionnelles. On distingue la technique classique
consistant à translater l’échantillon le long de l’axe optique, de la technique moins
répandue consistant à changer la position du plan focal à l’aide d’une lentille accor-
dable (remote focusing). Lorsque l’éclairement est structuré dans les trois dimensions,
ces deux modalités produisent des images tri-dimensionnelles différentes. Après avoir
défini les modèles des images, j’ai montré que l’écart type et de manière générale
les moments statistiques des images étaient les mêmes Quelle que soit la modalité
d’acquisition. En revanche, le préfiltrage utilisé sur les images brutes, qui permet de
diminuer l’influence du bruit et de rehausser les fréquences spatiales élevées, doit être
adapté à chaque modalité d’acquisition. Ce chapitre démontre la supériorité d’une
reconstruction basée sur une modélisation tri-dimensionnelle de l’écart-type par
rapport à un traitement des données ’bi-dimensionnel’ (dans lequel chaque plan de
l’écart-type est traité de manière indépendante des autres). Il permet aussi de montrer
l’intérêt du remote focusing pour acquérir une image 3D, en particulier lorsque le
budget de photons est limité.

Le dernier chapitre de ce manuscrit est une extension de la méthode RIM à la mi-
croscopie de diffraction. Il s’agit de retrouver le contraste de permittivité (complexe)
de l’échantillon à partir de la variance du champ électrique sous éclairement de spe-
ckle. Cette variance correspond tout simplement à l’image enregistrée par la caméra
lorsque l’éclairement de l’échantillon provient d’une source incohérente ou partielle-
ment cohérente. Pour reconstruire la permittivité complexe de l’échantillon, une seule
image de variance est insuffisante. Nous proposons alors d’utiliser plusieurs images de
variance avec des éclairements présentant des statistiques différentes. Nous pouvons
alors établir un lien entre la technique RIM adaptée à l’imagerie de diffraction et les
techniques de type Ptychographie de Fourier. L’approche RIM permet de proposer
différentes configurations expérimentales permettant de reconstruire de manière
quantitative la permittivité complexe d’un échantillon tout en limitant le nombre
d’images à enregistrer.
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1. Généralités sur la microscopie de fluorescence – 1.1. Modélisation de l’image d’un
microscope

1.1. Modélisation de l’image d’un microscope

1.1.1. Description du champ électrique
Un microscope est un appareil conçu pour mesurer l’intensité moyenne du champ

électrique au niveau d’un plan donné, avec un facteur d’échelle. Classiquement, le
champ électrique se modélise comme un champ vectoriel dépendant à la fois de l’es-
pace et du temps. L’aspect vectoriel de cette modélisation n’étant pas exploité au cours
de ce travail, nous adopterons l’approximation scalaire du champ électrique. De plus,
nous considèrerons dans ce manuscrit uniquement des champs monochromatiques,
c’est-à-dire avec une dépendance temporelle harmonique de fréquence ν. Avec ces
hypothèses, le champ électrique peut se décrire à l’aide de nombres complexes :

Eelec(r, t ) ∝ Re(E(r)e2iπνt ) (1.1)

où l’amplitude complexe E encode simultanément l’amplitude locale (avec son mo-
dule) et le déphasage (avec sa phase) du champ électrique. À la fréquence d’oscillation
du champ ν est associée une longueur d’onde λ telle que λν= c avec la c la vitesse de
la lumière dans le vide.

Dans le vide, le champ complexe E obéit aux contraintes de la propagation libre,

(∆+k2
0)E = 0 (1.2)

avec k0 = 2πν
c = 2π 1

λ
1, ∆ l’opérateur désignant le laplacien.

Dans la suite, on prend en compte la géométrie particulière du microscope. Un point
r de l’espace sera décomposé en r = (x, z) où z indiquera l’axe optique du microscope
et x indiquera les coordonnées dans un plan transverse (voir Fig. 1.1). Le champ peut
être décomposé sur une base de Fourier transverse,

E(x, z) =
∫

Ã(k⊥, z)e ik⊥·xdk⊥. (1.3)

En injectant cette décomposition dans Eq. (1.2), on trouve,

Ã(k⊥, z) = Ã±(k⊥)e±iγ(k⊥)z (1.4)

avec, γ(k⊥) =
√

k2
0 −|k⊥|2. (1.5)

Pour une valeur arbitraire de k⊥, le champ électrique décrit par Ã±(k⊥)e±iγ(k⊥)z ,
s’appelle une onde plane, car ses surfaces équiphases sont des plans parallèles, de
vecteur normal k= (k⊥,γ(k⊥)) On constate alors une séparation explicite du champ
selon les ondes qui se propagent dans le sens des z croissants, qui seront associées à
la contribution Ã+(k⊥)e+iγ(k⊥)z et celle se propageant dans le sens des z décroissants
Ã−(k⊥)e−iγ(k⊥)z . Dans la suite, l’axe des z sera dirigé de l’échantillon à la caméra.

1. Si le milieu de propagation du champ n’est plus le vide, il faut remplacer c par c
n , avec n l’indice

optique du milieu.
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1. Généralités sur la microscopie de fluorescence – 1.1. Modélisation de l’image d’un
microscope

Le champ détecté par la caméra consistera donc uniquement d’ondes planes se
propageant dans le sens des z croissants.

Un autre point important à remarquer est que lorsque |k⊥|2 > k2
0 , la quantité γ(k⊥)

devient imaginaire pure. L’onde plane telle que décrite dans (1.4) affichera alors une
décroissance exponentielle lors de la propagation. Ces ondes sont dites évanescentes,
car leur contribution devient négligeable après une faible distance de propagation. Si
ces ondes trouvent certaines applications en microscopie, par exemple dans le cadre
de la microscopie en réflexion totale interne (TIRF) (Kenneth2009), elles ne seront
pas considérées ici.

Le but de cette section est de dériver les transformations sur le champ induites par
la propagation au travers d’un microscope. Nous verrons que dans la modélisation
choisie, le microscope se comporte comme un système linéaire invariant, qui peut
donc être étudié avec des outils tels que la transformée de Fourier. Cette section se
base sur les résultats proposés dans différents ouvrages consacrés à la microscopie
comme Goodman1996, Mertz2019 ou Carminati2021.

1.1.2. Principe du microscope
Nous nous intéressons ici à la configuration la plus classique du microscope, c’est-

à-dire le montage en 4f (voir Fig. 1.1), où deux lentilles minces sont alignées le long de
l’axe optique du microscope. Ces deux lentilles sont placées de sorte que le plan focal
image de la première et le plan focal objet de la seconde soient confondus dans le plan
de Fourier du microscope. Au niveau de ce plan, est placé une pupille P̃ , ne laissant
passer qu’une partie de la lumière incidente. Le microscope divise alors l’espace en
deux, l’espace objet, où sera placé l’échantillon, et l’espace image, où sera placé un
détecteur permettant de mesurer le champ produit par l’échantillon. Si les lentilles
sont construites selon la condition des sinus (Wassermann1949), alors une onde
plane dans l’espace objet porté par un vecteur d’onde transverse k⊥, deviendra dans
l’espace image une onde plane porté par un vecteur d’onde transverse αk⊥. De plus,
l’amplitude complexe de l’onde plane Ã(k⊥), est conservée entre le plan focal objet
z = zF , et le plan focal image z = zI . Une façon de modéliser ce phénomène est de
travailler avec une référence de phase dans l’espace objet et une autre dans l’espace
image, et de décrire la transformation du microscope par :

EObj(r) = Ã(k⊥)e ik⊥·xe iγ(k⊥)(z−zF ) → EIm(r) = P̃ (k)Ã(k⊥)e iαk⊥·xe iγ(αk⊥)(z−zI ) (1.6)
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Espace Objet Espace Image

Z

FIGURE 1.1. – Montage d’un microscope en 4f

Enfin, du fait de la présence de la pupille, une partie des ondes planes incidentes sera
filtrée par la pupille. On définit donc un angle d’incidence maximal θ, au delà duquel
les ondes planes ne sont plus transmises. Cet angle permet de définir l’ouverture
numérique du microscope NA, par :

NA = n sin(θ) (1.7)

où n désigne l’indice d’immersion de l’objectif (n = 1 dans le vide ou l’air).
En plus de couper certaines ondes incidentes, la traversée du microscope peut égale-

ment modifier l’amplitude complexe Ã(k⊥) de l’onde plane. Typiquement, les défauts
sur les lentilles induisent des aberrations qui se traduisent par une modification de la
phase associée à l’onde plane, ou mathématiquement, des valeurs complexes dans P̃ .
De plus, le module de P̃ n’est généralement pas unitaire, car les ondes arrivant avec
de grands angles d’incidence, sont généralement transmises avec une intensité plus
faible (Khadir2019). Notons par ailleurs que sur la description microscope Fig. 1.1, les
ondes planes sont exprimées avec un déphasage relatif aux plans focaux plutôt qu’à
la position z = 0. Ceci n’est pas un problème puisque l’on peut inclure ce déphasage
relatif dans l’expression de l’amplitude complexe du champ Ã.
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1.1.3. Champ en présence d’une source unique
Jusqu’à présent, nous avons décrit comment le microscope modifie un champ

électrique composé d’ondes planes, sans nous soucier des sources qui l’ont créé.
Dans ce paragraphe nous faisons le lien entre le champ et les sources présentes dans
l’espace objet. Commençons par nous intéresser à une unique source ponctuelle
placée à la position r0. Le champ produit par cette source unique est décrit par la
fonction de Green du champ, que nous noterons G (r,r0) dans la suite. Elle vérifie
l’équation de Helmholtz avec source(1.2) :

(∆+k2
0)G (r,r0) =−δ(r−r0). (1.8)

Le champ étant produit manière isotrope, il semble assez intuitif que ce champ soit
décrit par des ondes sphériques :

G (r,r0) = e ik·(r−r0)

4π|r−r0|
, (1.9)

dont une dérivation rigoureuse peut-être trouvée dans Sheppard2014.
Afin d’exploiter la propriété de transformation des ondes planes du microscope,

il faut réécrire l’expression de l’onde sphérique (1.9), sous la forme d’une somme
d’ondes planes (1.4). Ceci peut se faire à l’aide de la représentation de Weyl (Carminati2021[Chap.6.2]) :

G (r,r0) = i

8π2

∫
1

γ(k⊥)
e ik⊥·(x−x0)e iγ(k⊥)|z−z0|dk⊥. (1.10)

Plaçons-nous maintenant au niveau d’un plan perpendiculaire à l’axe optique, et
proche de la lentille décrit par sa position z, et tel que z > z0. La source étant placée en
amont du plan considéré, seules les ondes se propageant dans le sens des z croissants
sont présentes au niveau de ce plan. Le champ électrique mesuré est alors décrit par :

EObj(x, z) = i

8π2

∫
1

γ(k⊥)
e ik⊥·(x−x0)e iγ

(
k⊥

)
(z−z0)dk⊥

= i

8π2

∫
1

γ(k⊥)
e ik⊥·(x−x0)e iγ

(
k⊥

)
(z−zF )e iγ

(
k⊥

)
(zF−z0)dk⊥

=
∫

Ã(k⊥;r0, zF )e ik⊥·xe i
(
k⊥

)
(z−zF )dk⊥ (1.11)

avec :

Ã(k⊥;r0, zF ) = i

8π2

1

γ(k⊥)
e−ik⊥x0 e iγ

(
k⊥

)
(zF−z0). (1.12)

l’amplitude complexe des ondes plane, dépendante de la position des sources, et en
particulier de leur distance au plan focal objet.

Pour obtenir l’équation du champ dans l’espace image, il suffit alors d’appliquer la
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transformation des ondes planes du microscope (1.6). On obtient alors :

EIm(r) =
∫

Ã(k⊥;r0, zF )P̃ (k⊥)e i (αk⊥·x)e iγ
(
αk⊥

)
(z−zI )dk⊥. (1.13)

Cette dernière équation décrit le champ dans l’espace image (i.e., après le micro-
scope), produit par une source placée en (x0, z0). Il s’agit de la fonction d’étalement
du point du microscope, ou PSF (Point Spread Function) en champ (cohérente) du
microscope. que nous noterons H .

H (αx−x0, z, z0) = i

8π2

∫
P̃ (k⊥)

γ(k⊥)
e iγ

(
k⊥

)
(zF−z0)e ik⊥·(αx−x0)e iγ

(
αk⊥

)
(z−zI )dk⊥

Si cette PSF est invariante par translation le long des coordonnées transverses, ce n’est
pas le cas dans la direction axiale, à cause des dépendances en γ(αk⊥)z et γ(k⊥)z0.

1.1.4. Champ en présence de multiples sources
1.1.4.1. Champ dans l’espace objet

La fonction de Green et la PSF en champ sont des outils très pratiques pour décrire
le champ en présence de multiples sources. En effet, l’équation de propagation étant
linéaire, on sait que le champ produit par une distribution de sources S, sera simple-
ment la somme des champs produits individuellement par chacune des sources. Dans
ce cas, le champ dans l’espace objet est décrit par :

EObj(r) =
∫

G (r−r0)S(r0)dr0. (1.14)

Notons qu’ici, nous avons remplacé la dépendance en (r,r0) par une dépendance
en r−r0, car une telle dépendance apparaît clairement dans la description de la
fonction de Green (1.9). Le champ dans l’espace objet est alors directement décrit par
la convolution entre la distribution de sources et la fonction de Green en champ.

1.1.4.2. Champ dans l’espace image

Similairement, on peut utiliser la PSF en champ afin d’obtenir l’expression du champ
rayonné par cette même distribution de sources dans l’espace image du microscope.
Cependant, la PSF n’étant pas invariante à cause du grossissement, le modèle du
champ dans l’espace image :

EIm(r) =
∫

H (αx−x0, z, z0)S(x0, z0)dx0dz0 (1.15)

n’est plus une convolution. En pratique cela signifie que les objets proches du plan
focal objet seront correctement focalisés dans l’espace image, mais les objets qui en
sont éloignés ne pourront pas être focalisés. On peut cependant imposer différentes
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contraintes pour retrouver un modèle de convolution 3D.

1.1.5. Possibles simplifications
1.1.5.1. Grossissement unitaire

La simplification la plus directe, bien que d’un intérêt pratique minime, est de
considérer que le grossissement du microscope α est égal à 1. Dans ce cas, l’équation
de la fonction d’appareil (1.14) se simplifie en :

H (x−x0, z − z0) = i

8π2

∫
P̃ (k⊥)

γ(k⊥)
e iγ

(
k⊥

)
(zF−zI )e ik⊥·(x−x0)e iγ

(
k⊥

)
(z−z0)dk⊥

qui est bien une fonction invariante par translation. Dans ce cas, le modèle (1.15)
devient rigoureusement un modèle de convolution 3D, et le champ dans l’espace
image est une version retournée du champ dans l’espace objet, dans laquelle les
ondes planes avec des angles d’incidences élevés ont été supprimées.

1.1.5.2. Détection sur un plan unique

De manière plus réaliste, même lorsque le grossissement n’est pas unitaire, les
expériences de microscopie sont généralement réalisées avec un capteur plan, typi-
quement une caméra, placé perpendiculairement à l’axe optique dans l’espace image.
Dans ce cas, le modèle d’observation au niveau d’un plan donné, par exemple le plan
focal image en z = zI est :

EIm(αx, z = zI ) =
∫

HzI (αx−x0, zF − z0)S(x0, z0)dx0dz0 (1.16)

qui correspond à la convolution 3D de la fonction d’appareil HzI et la distribution de
sources, évaluée au niveau du plan focal objet zF . La PSF 3D du microscope HzI , est
alors donnée par :

HzI (αx−x0, z − z0) = i

8π2

∫
P̃ (k⊥)

γ(k⊥)
e ik⊥·(αx−x0)e iγ

(
k⊥

)
(z−z0)dk⊥. (1.17)

Avec ce modèle, si l’on change le plan d’observation, c’est-à-dire la position du dé-
tecteur dans l’espace image, on observera toujours une convolution 3D évaluée en
zF , mais avec une PSF 3D différente. Il reste cependant possible de retrouver une
mesure dans l’espace image rigoureusement décrite par une convolution 3D avec la
PSF HzI , en utilisant des stratégies d’acquisition particulières. Ces stratégies seront
étudiées plus en détail dans le chapitre 4 consacré à l’imagerie de fluorescence 3D,
mais l’approche la plus courante est de translater l’échantillon.
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1.1.5.3. Cas particulier de l’imagerie 2D

Un dernier cas particulièrement intéressant à étudier est le cas où les sources sont
placées dans le plan focal objet du microscope, et où l’on mesure le champ au niveau
du plan focal image, à la position zI . Dans ce cas, la distribution de sources peut se
noter comme :

S(x0, z0) = S2D(x0)δ(zF − z0), (1.18)

et les expressions précédentes se simplifient grandement. Par exemple la majorité des
termes de déphasage s’annulent dans (1.14). En repartant du modèle de convolution
3D introduit dans (1.16), on a :

EIm(αx) =
∫

HzI (αx−x0, zF − z0)S2D(x0)δ(zF − z0)dx0dz0

=
∫

HzI (αx−x0,0)S2D(x0)dx0

EIm(αx) =
∫

H2D (αx−x0)S2D(x0)dx0. (1.19)

Le champ observé est alors directement la convolution de la distribution de sources
au niveau du plan focal, par une PSF 2D H2D , correspondant à la PSF 3D évaluée à la
position z = 0 :

H2D (αx−x0) =H (αx−x0,0) = i

8π2

∫
P̃ (k⊥)

γ(k⊥)
e ik⊥·(αx−x0)dk⊥ (1.20)

1.1.6. Microscopie incohérente
Le modèle que nous avons développé précédemment permet de relier le champ

existant au niveau de la caméra EIm aux sources S qui l’ont créé. Cependant, la caméra
n’est pas capable de mesurer le champ électrique instantané. Elle mesure une intensité
sur un long temps d’intégration. Lorsque les sources sont cohérentes entre elles, c’est-
à-dire que leur déphasage relatif est invariant dans le temps, l’intensité moyennée
dans le temps est proportionnelle à |EIm|2.

En revanche, lorsque les sources sont incohérentes entre elles, c’est-à-dire que
le déphasage relatif entre les sources varie dans le temps, avec une fréquence bien
supérieure à la fréquence d’intégration du détecteur, l’intensité mesurée par la caméra
se modèlise différemment. Dans ce cas, la distribution instantanée des sources s’écrit
comme S(r, t ) = SCo(r)µ(r, t ), avec SCo la distribution de sources, et µ(r, t ) un tirage
uniforme et décorrélé de phases aléatoires dans [−π,π], changeant à des intervalles
de temps aléatoirement répartis selon un processus de Poisson. Cette modélisation
correspond au modèle de phase interrompu (Mertz2019[Chap.9]). On peut alors
montrer que l’intensité moyenne du champ électrique I (r) = 〈|EIm(r, t )|2〉, où 〈·〉
désigne la moyenne temporelle sur le temps d’intégration de la caméra 2, reste décrite

2. Ou de manière équivalente, la moyenne sur un grand nombre de tirages de µ
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par un modèle de convolution. En effet, en repartant du modèle de convolution (1.16),
on a :

I (r) = 〈|EIm(r, t )|2〉 (1.21)

= 〈|
∫

H (r−r1)S(r1, t )dr1|2〉

=
Ï

H (r−r1)H ∗(r−r2)SCo(r1)S∗
Co(r2)〈µ(r1, t )µ∗(r2, t )〉dr1dr2

=
Ï

H (r−r1)H ∗(r−r2)SCo(r1)S∗
Co(r2)δ(r1 −r2)dr1dr2

I (r) =
Ï

|H (r−r1)|2|SCo(r1)|2dr1. (1.22)

On retrouve alors que l’intensité des sources incohérentes est la convolution d’une
PSF incohérente h, avec l’intensité des sources. Cette PSF incohérente est par ailleurs
simplement le module carré de la PSF en champ H

h(r) = |H (r)|2. (1.23)

L’expression de cette la PSF 3D est alors donné à partir de l’équation (1.17) :

HzI (r) = i

8π2

∫
P̃ (k⊥)

γ(k⊥)
e iαk⊥·xe iγ

(
k⊥

)
zdk⊥. (1.24)

1.1.7. Fonction de Transfert Optique (OTF)
1.1.7.1. Notion Générale

Nous avons défini la PSF cohérente (ou en champ) comme le champ d’une source
ponctuelle observé au niveau de la caméra. Cette PSF est souvent invariante par trans-
lation et elle apparaît dans un modèle de convolution. Cette PSF donne directement
le lien entre la transformée de Fourier des sources et celle du champ électrique (ou de
son intensité) observé. Par exemple, on a :

ẼIm(k) = H̃ (k)S̃(k). (1.25)

H̃ est alors la transformée de Fourier de la PSF en cohérente H que l’on appelle
également Fonction de Transfert Optique cohérente (OTF), donnée par :

H̃ (k) = i

8π2

P̃ (k⊥)

γ(k⊥)
δ(kz −γ(k⊥)). (1.26)

Le support spectral de cette fonction correspond alors à la surface de la demi-sphère
de rayon k0, dans kz > 0, telle que les k⊥ sont dans le support de la pupille P̃ .

Dans le cas de la microscopie incohérente, le théorème de convolution nous permet
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de montrer que l’OTF incohérente h̃ est l’auto-corrélation de l’OTF cohérente H̃ :

h̃(k) = [H̃ ⊗H̃ ∗](k), (1.27)

où ⊗ désigne la convolution de deux fonctions. Obtenir une expression analytique de
ces fonctions est généralement compliqué, voire impossible dans le cas 3D, mais il
reste néanmoins possible de les estimer numériquement, et une estimation de ces
deux supports est disponible dans le cas d’une pupille circulaire Fig. 1.2.

1.1.7.2. Application au cas d’une ouverture circulaire

On considérera par la suite uniquement le cas de pupilles P̃ circulaires, qui sont
les plus courantes. De plus, on supposera que 1

γ(k⊥) ≈ 1
k0

, ce qui revient à supposer
uniquement de petits angles d’incidence, i.e., des angles tels que ||k⊥|| <k0. Enfin, on
considérera que P̃ est une fonction indicatrice, ce qui donne :

P̃ (k) =
{

1 si |k| < NA
λ

0 sinon
(1.28)

Notons qu’à cause de la présence d’un sinus dans l’expression de l’ouverture numé-
rique (1.7), celle-ci ne peut jamais dépasser 1. Par conséquent, même si l’on enlevait
le diaphragme matériel du montage optique, l’OTF aurait toujours un support limité,
équivalent à la présence d’une pupille de rayon 1

λ .
Dans le cas 3D, l’OTF incohérente devient proportionnelle 3 à l’indicatrice d’une

calotte de sphère (ou une demi-sphère lorsque NA = 1), et l’OTF incohérente est l’auto-
corrélation de celle-ci. Les supports de ces deux fonctions sont présentés Fig. 1.2.
Notons que cette OTF est anisotrope, ce qui aura des conséquences particulières lors
de l’acquisition d’images 3D, qui seront discutées plus en détail dans le chapitre 4.

3. Le facteur de proportionnalité est i
8π2k0
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OTF cohérente OTF incohérente (i.e., en fluorescence)

FIGURE 1.2. – Support de l’OTF cohérente et incohérente pour la microscopie 3D.

Si l’on s’intéresse maintenant au cas de l’imagerie 2D, tel que défini dans la sec-
tion 1.1.5.3, l’OTF cohérente est simplement l’intégrale selon kz de l’OTF cohérente
3D. Avec les simplifications effectuées précédemment, cette OTF est directement la
pupille P̃ . Dans le cas d’une ouverture circulaire, le support de l’OTF incohérente
sera alors un disque de rayon 2N A

λ
, dont le profil en fréquence est représenté sur la

figure 1.3 :

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

6 8
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1
OTF Cohérente
OTF Incohérente

FIGURE 1.3. – Support et profil radial de l’OTF cohérente et incohérente pour la micro-
scopie 2D.

Que ce soit en 2D ou en 3D, pour la microscopie cohérente ou incohérente, le
support de l’OTF noté Ωh, est limité. Le modèle de convolution dans l’espace de
Fourier, nous affirme donc que la mesure ne contiendra qu’une information limitée
sur la distribution de sources, les fréquences mesurées dans l’espace image étant
nulles à l’extérieur deΩh.
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1.2. Application à la microscopie de Fluorescence

1.2.1. Principe général de la fluorescence
Cette thèse s’intéressera principalement aux applications en microscopie de fluo-

rescence, qui est une modalité d’imagerie incohérente, dans laquelle les sources
considérées sont des molécules fluorescentes. La fluorescence est un phénomène qui
se produit au niveau quantique, lorsqu’une molécule est capable d’absorber, puis de
réémettre de manière spontanée, un autre photon. Plus précisément, et dans un for-
malisme extrêmement simplifié, on considère que la molécule possède deux niveaux
d’énergie associés respectivement à un état au repos et à un état excité.

Lorsque qu’une molécule au repos reçoit un photon dont l’énergie hν, avec h la
constante de Planck, correspond à la différence d’énergie entre ses deux niveaux, elle
va l’absorber pour passer dans un état excité. Dans l’état excité, et après une durée
aléatoire, la molécule va retourner dans son état de repos en émettant un photon
dans une direction aléatoire, avec une phase aléatoire, tirée uniformément entre −π
et π. Les émissions de chaque molécule étant indépendantes les unes des autres, on
retrouve le formalisme proposé dans la section 1.1.6, pour la microscopie incohérente.

La modélisation choisie ici néglige deux phénomènes pouvant avoir des impacts
expérimentaux. Le premier de ces phénomènes est le décalage de Stokes, qui décrit le
léger décalage de longueur d’onde entre l’absorption et l’émission. Ce décalage est
particulièrement pratique puisqu’il permet lors des expériences de séparer la lumière
émise de la lumière issue du laser. L’autre phénomène est le photo-blanchiment
(Vicente2007), qui fait que l’intensité de la fluorescence rayonnée par la molécule
diminue avec le temps.

1.2.2. Intensité de la fluorescence
Dans la suite, on choisit de se placer à une échelle suffisamment large afin de

pouvoir définir la notion de densité de fluorescence ρ, de sorte que

S(r) =V ρ(r)IInc(r) (1.29)

corresponde à l’intensité de fluorescence produite par les sources localisées dans un
volume V contenant des milliers d’atomes 4, et centré en r. Avec cette définition, la
densité de fluorescence englobe simultanément la concentration en fluorophores et
la brillance individuelle de chaque fluorophore.

L’équation (1.29), fait alors apparaître la quantité IInc, correspondant à l’intensité
d’un champ électrique incident nécessaire pour activer la fluorescence des molé-
cules. Sans celui-ci, les molécules ne peuvent pas absorber de photons, et donc ne
peuvent pas non plus en émettre par fluorescence. En pratique le champ est produit
par un laser éclairant à une longueur d’onde λInc un peu inférieure à la longueur
d’onde d’émission (c’est le décalage de Stokes). Un filtre placé en amont de la caméra

4. Typiquement un volume de l’ordre de 1000 nm3
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permet de ne laisser passer que la lumière émise par les fluorophores. La plupart
des microscopes de fluorescence sont montés en configuration de réflexion (épi-
fluorescence) 1.4. L’éclairement et la lumière émise passe par le même objectif de
microscope. Dans ce cas, l’illumination est affectée par les règles de traversées du
microscope proposées dans la section précédente, c’est-à-dire que le support des
fréquences spatiales de l’illuminationΩI doit être contenu dansΩh

5.

FIGURE 1.4. – Montage en épi-fluorescence

1.2.3. Modèle final de formation d’image
En combinant les résultats des équations (1.16), (1.22) et (1.29), on obtient que

l’intensité du champ dans l’espace image est directement donnée par la convolution
entre la PSF incohérente h et le produit de densité de fluorescence ρ avec l’intensité
de l’éclairement incident IInc :

y(r) =
∫

h(r−r1)ρ(r1)IInc(r1)dr1. (1.30)

Commençons par considérer le cas où l’illumination utilisée est spatialement uni-
forme, d’intensité I0. Dans ce cas, on obtient le modèle de formation d’image en
microscopie conventionnelle, ou image widefield :

I (r) = I0

∫
ρ(r1)h(r−r1)dr1. (1.31)

En utilisant le théorème de convolution, cette équation devient dans le domaine de
Fourier :

Ĩ (k) = I0h̃(k)ρ̃(k). (1.32)

L’OTF h̃, ayant un support limité, on aura une perte d’information sur la densité de
fluorescence. Ce problème s’illustre assez simplement à partir de la fonction d’étale-
ment du point. Dans le cadre de l’imagerie 2D, cette fonction est la tâche d’Airy (voir
Fig. 1.5), d’une taille caractéristique de l’ordre de λ

2NA . cette taille se situe entre 200 et
300 nm. Elle est nettement plus grande que la taille des molécules fluorescentes, qui

5. En pratique, à cause du décalage de Stokes, ce support peut être un peu plus large.
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sont de l’ordre de quelques nm. Par conséquent, si deux molécules sont suffisamment
proches l’une de l’autre, leur PSF vont se superposer et il deviendra impossible de
les séparer (voir Fig 1.5). Ainsi, la convolution par h, impose une limite physique à la
résolution des images qui seront réalisées avec un microscope.
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FIGURE 1.5. – Représentation des différents critères de résolution pour deux sources
ponctuelles

Définir précisément à partir de quel moment deux sources ou plus deviennent
réellement non séparables revient plus ou moins à imposer un critère arbitraire à la
limite de résolution. Différents critères ont été proposés, mais nous choisirons ici de
définir cette résolution comme précisément λ

2NA , ce qui correspond à l’inverse du
rayon de l’OTF dans le domaine de Fourier. Ce critère correspond au critère d’Abbe. Il
indique la période minimale d’un réseau de lignes parallèles restant visible sur l’image.
Notons qu’avec ce critère, deux billes placées à la limite de résolution peuvent être
distinguées si l’on corrige l’atténuation des fréquences de l’OTF incohérente, comme
illustré Fig. 1.6.

1.3. Reconstruction de la densité de fluorescence

1.3.1. Image Widefield
En microscopie de fluorescence, comme en imagerie en général, l’image n’est pas

l’objet. Pour obtenir des informations quantitatives, il faut se donner un estimateur
qui, à partir des mesures (des images), permettra de reconstruire la densité de fluores-
cence. L’approche la plus simple (et la plus usitée) considère que l’image obtenue sous
éclairement homogène (microscopie widefield) correspond fidèlement à la densité de
fluorescence 6. On utilise alors directement l’image widefield comme estimateur :

ρ̂WF(r) = y(r). (1.33)

6. Ceci revient à supposer que la PSF est un dirac
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En l’absence d’aberrations, cet estimateur, bien qu’assez proche de la réalité terrain,
est affecté par deux défauts. Le premier, vu précédemment, est que toutes les fré-
quences de l’échantillon au-delà du domaineΩh sont perdues lors de la convolution.
La reconstruction des fréquences au-delà de Ωh est une tâche délicate qui a donné
lieu à de nombreuses méthodes dites de ’microscopie optique super-résolues’. La
section 1.4 y sera dédiée.

Le second défaut, plus facile à résoudre, est que les fréquences ne sont pas toutes
transmises de la même manière. En particulier, les fréquences sur les bords de Ωh

sont fortement atténuées (voir Fig. 1.3). Par conséquent, cet estimateur présente des
biais sur les fréquences transmises par le microscope. Ce défaut est aisément corrigé
avec une approche de déconvolution décrite dans le paragraphe suivant.

1.3.2. Déconvolution
1.3.2.1. Filtre inverse naïf

L’objectif est de retrouver la densité de fluorescence ρ à partir de l’image y , en
connaissant le modèle d’observation (1.31) ainsi que la PSF h. Dans notre cas, le
problème est particulièrement simple, puisqu’il s’agit d’un problème inverse linéaire
dont le modèle direct est une convolution. La résolution de ce type de problème
inverse s’appelle une déconvolution, et s’explique particulièrement bien à l’aide de la
transformée de Fourier (Idier2008a). Repartons de la transformée de Fourier l’image
observée (1.32). Pour retrouver ρ̃, il "suffit" de multiplier par h̃−1 à gauche et à droite
de l’équation. Cependant, h̃ prenant des valeurs nulles, son inverse n’est pas bien
défini, et il faut plutôt utiliser l’inverse généralisé défini comme :

h̃g (k) =
{

0 si h̃(k) = 0
1

h̃(k)
sinon (1.34)

On construit alors l’estimateur du filtre inverse naïf :

ρ̂NIF(r) =F−1
[

h̃g ỹ
]

(r) (1.35)

En l’absence de bruit, tout se passe alors comme si l’image avait été acquise avec
la PSF hg ⊗h, dont l’OTF est par construction l’indicatrice de Ωh. Dans ce cas, la
nouvelle PSF est une fonction de Bessel, qui peut prendre des valeurs négatives et
qui apparaît visuellement plus fine que la tâche d’Airy 7. Dans ce cas, les billes insé-
parables pour le critère de Abbe Fig. (1.5) deviennent visuellement séparables. Ainsi,
l’égalisation des fréquences dans la bande passanteΩh permet de mieux voir certains
détails des images, sans pour autant augmenter leur résolution. Le support fréquen-
tiel, n’étant pas modifié lors de cette déconvolution, un réseau de grille parallèle de
fréquence supérieure 8 à 2NA

λ restera impossible à retrouver par une simple opération
de rehaussement des fréquences.

7. Le support spectral reste cependant identique
8. Ou de période inférieure λ

2NA
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FIGURE 1.6. – Illustration du gain apparent de résolution lors de la résolution de deux
billes

Si l’on observe Fig. 1.6, on peut constater deux éléments perturbants. Tout d’abord,
du fait des changements de signe de la fonction de Bessel, les images estimées auront
généralement des valeurs négatives. Si l’image est visualisée en niveau de gris, avec ses
bornes min/max en limite d’échelle, comme ici 9, le fond n’est plus uniformément noir,
mais grisé, la valeur zéro n’étant plus le minimum de l’image. Le second point mar-
quant, est que les oscillations de la PSF déconvoluée sont nettement plus visibles. Ceci
correspond au phénomène de Gibbs (Gottlieb1997), qui apparaît lorsque l’on tronque
brutalement le spectre d’un objet ayant des hautes fréquences spatiales (comme une
interface ou une bille isolée). Ces deux éléments cependant sont parfaitement exacts,
dans le sens où ils permettent de représenter fidèlement (sans biais) l’objet (filtré), et
ne doivent donc pas être vu comme des artefacts d’inversion.

L’estimateur (1.35) est cependant un estimateur dit naïf, qui fonctionne correcte-
ment dans un cadre théorique, tel qu’illustré Fig. 1.6, mais qui ne fonctionne générale-
ment pas dans des cas pratiques (voir Fig. 1.7).

1.3.2.2. Filtre inverse régularisé

En effet, dans un cadre expérimental, on n’accède jamais à la mesure directement
y , mais seulement à une version perturbée de celle-ci. Pour simplifier, on suppose
généralement que la perturbation peut être vue comme un bruit additif, de sorte que
l’image réellement obtenue est,

z(r) = y(r)+ε(r) (1.36)

La présence de ce bruit rend l’utilisation du filtre inverse naïf totalement impossible.
En effet, h̃ tendant vers 0, il existe nécessairement une fréquence pour laquelle la

9. L’affichage min/max permet d’éviter l’ajout de hautes fréquences induites par d’éventuels
seuillages
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quantité h̃(k)ρ̃(k) sera négligeable devant l’intensité du bruit. Pour les fréquences
au-delà, la multiplication par h̃g , va principalement amplifier du bruit, ce qui mènera
à une reconstruction difficilement exploitable, avec des variations hautes fréquences
de très forte amplitude. Pour corriger ce problème, on peut introduire un hyper-
paramètre η, servant à contrôler la régularité de la solution (Tikhonov1977). On
construit alors le filtre inverse régularisé de Tikhonov :

h̃T i k (k) = h̃∗(k)

|h̃(k)|2 +η (1.37)

Plus ce paramètre est petit, plus on se rapproche du filtre inverse naïf, que l’on re-
trouve en posant η= 0. Cependant, en augmentant η, on limite le rehaussement des
fréquences spatiales de l’objet affectées par une faible transmission donnée par |h̃(k)|.
Dans le cas de l’OTF incohérente, il s’agit des hautes fréquences, qui sont les plus
polluées par le bruit et amplifiées dans le cas du filtre inverse naïf. Indirectement,
ce paramètre sert donc à choisir une fréquence de coupure au-delà de laquelle les
fréquences de l’image ne seront plus inversées, ce qui se traduit par une perte de réso-
lution par rapport à la résolution théorique, mais permet d’avoir une reconstruction
extrêmement robuste au bruit (voir Fig. 1.7).

Objet Vrai Widefield Widefield Bruité

Inversion Naïve (Sans bruit) Inversion Naïve Inversion Régularisée

FIGURE 1.7. – Illustration des méthodes de déconvolution par filtre inverse sur une
mire de résolution.

L’approche de déconvolution par filtre inverse régularisé est couramment uti-
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lisée puisqu’elle permet d’obtenir une estimation de l’objet par le simple calcul
d’une transformée de Fourier, mais d’autres méthodes de déconvolution existent
(Sage2017). Certaines méthodes itératives, comme la déconvolution de Richardson-
Lucy (Richardson1972) imposent en plus une contrainte de positivité sur l’objet
estimé, tandis que les méthodes aveugles peuvent estimer simultanément l’objet et la
PSF.

1.3.3. Généralisation aux problèmes inverses
Plus généralement, supposons que l’on dispose d’une mesure bruitée z ∼L (θ,ρ0),

associée à un échantillon ρ0, avec θ les paramètres d’une loi L quelconque, par
exemple la variance d’un bruit gaussien additif. Un estimateur de ρ0 par problème
inverse, se construit généralement en minimisant une fonction coût J (Idier2008a) :

ρ̂ J = argmin
ρ

J (ρ) (1.38)

J (ρ) =D(z,ρ)+R(ρ) (1.39)

La fonction coût se décompose en généralement en deux parties, une fonction
d’attache aux données D, vérifiant idéalement D(z,ρ0) = 0, et une fonction de péna-
lisation R. Cette fonction vise à limiter l’influence du bruit ou à favoriser certaines
caractéristiques de la reconstruction, par exemple la régularité, les bords francs ou
bien la parcimonie. La méthode de déconvolution présentée précédemment corres-
pond exactement à la résolution d’un problème inverse ayant pour fonction d’attache
aux données le carré de la norme de l’erreur :

D(z,ρ) = ∥∥z −h ⊗ρ∥∥2
2 . (1.40)

Dans le cas du filtre inverse naïf, la fonction de pénalisation est nulle, tandis que
pour le filtre inverse régularisé, la fonction de pénalisation est R(ρ) =µ∥∥ρ∥∥2

2. Nous
ne nous attarderons pas ici sur les différents choix de fonctions objectifs ni sur les
façons de la minimiser, le chapitre 3 étant consacré aux approches inverses pour un
type d’imagerie précis.

Un intérêt des approches inverses est que le terme d’adéquation aux données peut
incorporer l’information contenue dans plusieurs images. Ainsi, en modifiant les
conditions d’acquisition entre chaque image, il devient possible d’obtenir des infor-
mations sur l’objet bien au-delà de la limite de diffraction. La plupart des méthodes
d’imagerie computationnelle super-résolue allient l’acquisition de plusieurs images
sous différentes modalités (en utilisant plusieurs éclairements non uniformes, par
exemple) avec la résolution d’un problème inverse adapté afin de reconstruire une
image avec une résolution dépassant la limite de diffraction (Zeng2017). Le terme
de régularisation peut également permettre de produire de la super-résolution, mais
dans ce cas, celle-ci provient des a priori sur l’objet et non pas directement des me-
sures. C’est par exemple le cas des approches utilisant une régularisation par variation
totale (Rodriguez2013), qui privéligie les bords francs dans la reconstruction.
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1.4. Super-résolution par imagerie
computationnelle

Dans la suite, nous nous focaliserons principalement sur des méthodes de super-
résolution à champ large. Leur principe repose sur l’enregistrement sur une caméra
de multiples images de l’échantillon sous divers éclairements structurés grand champ
(grille de lumière périodique), suivi d’un traitement numérique permettant théorique-
ment l’estimation de la densité de fluorescence à une résolution supérieure à celle de
la limite de diffraction. D’autres approches sont implémentées dans une configura-
tion à balayage, comme la microscopie confocale (Pawley2015), la microscopie STED
(Hell1994) ou encore l’approche Minflux (Schmidt2021). Dans ces techniques, on
éclaire une région réduite de l’échantillon avec un faisceau focalisé, et one enregistre
la fluorescence émise sur un pixel unique. L’image est ensuite reconstruite de manière
analogique en scannant l’échantillon dans sa globalité.

1.4.1. Super-résolution à l’aide d’a priori
1.4.1.1. Prolongement analytique

Nous avons vu qu’avec les méthodes de déconvolution présentées précédemment,
une image seule n’était pas suffisante pour retrouver les fréquences de l’objet à l’exté-
rieur deΩh. Cependant, si l’on ajoute l’a priori que le support de l’objet est borné, il
devient théoriquement possible de reconstruire l’objet avec une résolution infinie, à
partir de la connaissance de son spectre surΩh. Il s’agit de la méthode du prolonge-
ment analytique (Goodman1996[Chap.6]), qui comme la méthode du filtre inverse
naïf, n’est applicable qu’en théorie. En effet, une faible erreur dans le spectre observé
modifiera significativement la reconstruction par prolongement analytique.

1.4.1.2. Méthodes de localisation

Un autre a priori possible pour la super-résolution est que l’objet n’est constitué
que d’un faible nombre de sources. Dans ce cas, plutôt que de chercher à reconstruire
la densité de fluorescence en résolvant un problème inverse du type (1.38), il est
préférable de chercher la position individuelle de chaque source, ce qui revient à
localiser le centre de chaque PSF. Dans ce cas, en présence d’un bruit de poisson, on
peut montrer qu’une source unique peut-être localisée avec une précision de l’ordre
de p̀

N
, avec ` la largeur de la PSF, et N le nombre de photons détectés (Ober2004). Ce

nombre est typiquement de l’ordre de 104, ce qui permet multiplier la résolution par
100 afin d’atteindre une précision de localisation de l’ordre du nanomètre.

Cet a priori n’est cependant pas vérifié avec un échantillon dense dont toutes les
molécules brillent en même temps. Pour pallier ce problème, les méthodes de locali-
sation de type PALM (Betzig2006) ou STORM (Rust2006), utilisent des fluorophores
spéciaux. Ces fluorophores s’activent de manière stochastique, de sorte qu’à chaque
instant seul un faible nombre de fluorophores soient dans un état activé. Ce faible
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nombre de fluorophores activés rend alors possible la localisation de chaque émetteur,
avec une précision de l’ordre de la dizaine de nanomètres.

Si cette méthode permet un très fort gain de résolution, elle possède plusieurs dé-
fauts majeurs Mailfert2018. Tout d’abord, plus l’échantillon est dense, plus le risque
d’activer simultanément deux fluorophores très proches est élevé, ce qui réduira la
précision de l’algorithme de localisation. De plus, afin de s’assurer que tous les émet-
teurs ont été activés, il faut réaliser un nombre conséquent d’images, typiquement
de l’ordre de 104, ce qui rend le temps total d’acquisition très long, typiquement de
plusieurs minutes. Ce temps d’acquisition combiné à l’utilisation de fluorophores
spéciaux rend cette méthode particulièrement inadaptée à l’imagerie in vivo.

1.4.1.3. Méthodes par apprentissage

Une dernière approche gagnant en popularité est la super-résolution par appren-
tissage (Prakash2022). Ces approches, qui peuvent produire de la super-résolution
à partir d’une image unique, peuvent se voir comme des méthodes apprenant les
fonctions D, et principalement R, afin d’y incorporer les a priori définissant un échan-
tillon biologique possible. Il devient alors particulièrement difficile d’expliquer quels
sont les a priori qui ont servi à reconstruire l’image obtenue, ce qui peut poser des
problèmes d’interprétabilité des images reconstruites, et augmente le risque d’arte-
facts de reconstruction crédibles aux yeux d’un observateur (hallucinations). Ainsi,
ces méthodes restent surtout des extensions des méthodes classiques présentées dans
cette section, plutôt que des méthodes à part entière.

1.4.2. Super-résolution par fluctuation optique
Plutôt que chercher à localiser les sources individuellement, la méthode de super-

résolution par fluctuation optique (SOFI) exploite les variations temporelles liées au
scintillement des fluorophores pour obtenir une image super-résolue. Pour présenter
cette méthode, nous adopterons un formalisme avec molécules discrètes tel que
présenté originellement dans Dertinger2009, mais une adaptation de ce formalisme
avec une description sous forme de densité de fluorescence est disponible dans
Labouesse2024. La distribution de fluorophores dans l’espace objet est alors donnée
par :

S(r, t ) =
N∑

k=1
δ(r−rk )εk sk (t ) (1.41)

où εk est la brillance moléculaire et sk (t ) caractérise les variations temporelles de la
brillance des molécules. La description précise des ces variations n’est nécessaire, et
pour fonctionner, il suffit d’assurer que sk ne soit pas constante (i.e., les fluorophores
ont plus d’un état de fluorescence), et que les changement d’états soit indépendants
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et décorrélés entre deux fluorophores. Cette dernière hypothèse revient à affirmer

〈s̄k0 (t )s̄k1 (t +τ1)〉 =
{

w 2
k0

(0) si k0 = k1

0 sinon
(1.42)

et plus généralement pour les ordres supérieurs :

〈s̄k0 (t )s̄k1 (t +τ1) . . . s̄kn (t +τn)〉 =
{

w n−1
k0

si k1 = k2 = ·· · = kn

0 sinon
(1.43)

avec s̄k la variable sk centrée. L’intensité de fluorescence dans l’espace image est alors
donnée par :

N∑
k=1

h(r−rk )εk sk (t ). (1.44)

L’idée majeure derrière la méthode SOFI, est que le scintillement d’une molécule sk

n’est corrélé temporellement qu’avec lui-même. Par conséquent, le moment centré
d’ordre n aux instants 0, peut s’écrire :

Cn(r) =
N∑

k=1
hn(r−rk )εn

k w n
k (0). (1.45)

On constate alors que l’on observe une image de l’échantillon, mais réalisée avec la
PSF hn qui est nettement plus fine que la PSF h de la microscopie widefield. Ceci
résulte en un gain de résolution, de l’ordre d’un facteur

p
n. La méthode SOFI n’est a

priori pas limitée en résolution, cependant l’apparition de la brillance à la puissance n,
tend à faire totalement disparaître les molécules avec une brillance plus faible lorsque
l’on augmente l’ordre utilisé, ce qui limite en pratique l’ordre du moment que l’on
peut utiliser. Par ailleurs, la construction des moments empirique de manière robuste
demande un grand nombre d’images, et en pratique SOFI ne peut pas exploiter des
ordres de résolution trop élevés, ce qui limite sa résolution. Enfin, les fluorophores
utilisés doivent une nouvelle fois être des fluorophores spécifiques, ce qui demande
une étape supplémentaire pour la préparation de l’échantillon.

1.4.3. Super-résolution par éclairements structurés
1.4.3.1. Principe de base de la méthode

Si les méthodes SMLM et SOFI n’ont pas de limite théorique dans la résolution finale
de l’image produite, les contraintes expérimentales pour leur mise en œuvre (grand
nombre d’images et marquage spécifique) peuvent limiter leur cadre d’applicabilité
(Schermelleh2019). Le fonctionnement de ces méthodes étant basé sur la combinai-
son de l’information de plusieurs images acquises avec une activation spatialement
variante de la fluorescence, une approche plus simple pour produire cette diversité
d’activation serait simplement d’utiliser une illumination spatialement non uniforme.
On bascule alors dans le cadre de la microscopie par éclairements structurés (SIM). On
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réalisera alors de multiples images ym selon le modèle (1.30), incluant la dépendance
spatiale de l’illumination :

ym(r) =
∫

h(r−r1)ρ(r1)Im(r)dr1. (1.46)

Le nombre M d’images à réaliser dépend alors de la stratégie d’illumination choisie,
généralement parmi trois grandes familles : les grilles de lumières (Heintzmann1999,
Gustafsson2000), les éclairements focalisés (Gregor2019) et les éclairements de spe-
ckle (Mudry2012). Bien que le principe général soit le même pour les trois types
d’illuminations, nous présenterons la méthode SIM spécifiquement dans le cas où les
illuminations sont des grilles de lumières de la forme :

Im(r) = I0

(
1+cos

(
2πkm ·r+φm

))
(1.47)

ayant pour représentation fréquentielle :

Ĩm(k) = I0

(
δ(k)+ 1

2

(
e−iφmδ(k+km)+e iφmδ(k−km)

))
(1.48)

avec km et φm respectivement la fréquence et la phase de l’illumination. En passant
l’équation (1.46) dans le domaine de Fourier, et en réinjectant l’expression de la
transformée de Fourier de l’illumination, on obtient :

ỹ(k) = h̃(k)
(
ρ̃0(k)+ 1

2
e−iφm ρ̃(k+km)+ 1

2
e iφm ρ̃(k−km)

)
(1.49)

Notons que l’image observée reste une image basse fréquence, à cause du produit
par la fonction h̃. Cependant, contrairement à l’imagerie sous illumination uniforme,
les fréquences observées ne sont plus directement celles de l’objet, mais une combi-
naison de plusieurs fréquences de l’objet. Pour une valeur de k donnée, on accède
aux fréquences de l’objet en k+km et k−km . Pour (1.49) ait une valeur non nulle, il
faut que k ∈Ωh. Par conséquent, l’image y contient en plus de l’information sur les
fréquences de l’objet sur un domaine de même forme queΩh, mais décalé de km où
−km . Ce décalage en fréquence permet d’obtenir des informations sur les fréquences
de l’objet au-delà de la limite de diffraction (voir Fig. 1.8)
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FIGURE 1.8. – Domaine de fréquence accessible en éclairant à l’aide d’une grille de
lumière. En utilisant des grilles de différentes fréquences, on arrive à un
doublement de la capacité de résolution du microscope.

Notons que l’illumination devant se propager de la source jusqu’à l’échantillon,
elle se retrouve également limitée par la diffraction. Dans le cas d’un montage en
épi-fluorescence tel que proposé sur la figure 1.4, ceci revient à imposer km ∈ Ωh.
Ainsi, en choisissant des grilles avec des fréquences proches de la limite de diffraction,
on parvient à obtenir un doublement de la résolution du microscope. Contrairement
aux méthodes SMLM et SOFI, il existe une borne théorique à la résolution maximale
que l’on peut atteindre en éclairements structurés 10.

1.4.3.2. Principe de reconstruction

L’équation (1.49) nous montre que nous sommes sensibles aux fréquences de l’objet
sur un domaine étendu, mais ne nous permet pas de directement identifier les hautes
fréquences. En effet, pour une grille donnée, et à une fréquence d’étude fixe k, le
signal mesuré mélange les informations de trois fréquences de l’objet. Pour pouvoir
séparer ces informations fréquentielles, il faut acquérir des images supplémentaires,
classiquement en changeant la phaseΦm de la grille, et en conservant la fréquence
km de l’illumination constante. On vérifie alors aisément que trois illuminations sont
alors nécessaires et suffisantes pour retrouver toutes les fréquences de l’objet sur le
domaine étendu présenté Fig. 1.8.

Dans ce cas, en l’absence de bruit, les trois mesures du signal à la fréquence k
peuvent se réexprimer sous la forme du système matriciel :x̃1(k)

x̃2(k)
x̃3(k)

= 1

2

2 e−iφ1 e iφ1

2 e−iφ2 e iφ2

2 e−iφ3 e iφ3

 ρ̃(k)
ρ̃(k+km)
ρ̃(k−km)

 , (1.50)

où x̃m correspond à la transformée des images acquises avec différentes phases.
Lorsque ce système est inversible, on peut alors retrouver les fréquences de l’ob-

10. Cette limite peut théoriquement être dépassée en utilisant une forte puissance laser, de façon à
entrer dans un régime saturé (i.e., non linéaire) tel que le modèle de fluorescence (1.29) et l’équation
(1.46) qui en découle ne soient plus valides (Gustafsson2005)
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jet en k+km et k−km . Un choix garantissant l’inversibilité de ce système est le choix
des phases {0, 2π

3 , 4π
3 }. On peut alors retrouver l’ensemble des fréquences de l’objet

sur le domaine présenté sur la figure 1.8. Ce domaine ne permet cependant pas un
doublement de la résolution dans toutes les directions. Pour couvrir la totalité du
domaine théoriquement accessible en éclairements structurés, il faut alors tourner les
grilles pour changer la fréquence km . Généralement, trois différentes orientations de
grilles sont suffisantes pour couvrir la quasi-totalité du domaine de super-résolution.
Ainsi, la méthode SIM, permet un doublement de la résolution avec seulement neuf
illuminations (trois orientations de grille, et trois déphasages par orientation).

Si l’utilisation d’éclairements sous la forme de grille de lumière permet d’obtenir
un schéma de reconstruction explicite pour doubler la résolution de l’estimée, les
autres stratégies d’illuminations (grilles de points lumineux, éclairement de speckle)
permettent d’obtenir des gains de résolution comparable (Chakrova2015). Dans ce
cas, les hautes fréquences de l’objet sont rabattues de manière plus complexe 11, et il
est généralement impossible de construire un schéma direct de reconstruction. On
peut cependant estimer un objet super-résolu en minimisant un problème inverse
avec une fonction d’attache aux données de la forme (Lal2016) :

DSIM(ρ) =
M∑

m=1

∥∥ẑm −h ⊗ (ρIm)
∥∥2

2 , (1.51)

où ẑm correspond aux différentes acquisitions expérimentales, qui sont des versions
perturbées de la sortie modèle (1.46).

Que la méthode SIM soit réalisée avec des grilles de lumière ou un autre type
de motif, les illuminations Im sont toujours supposées connues. En pratique, ceci
pose une certain nombre de contraintes expérimentales, puisqu’il faut contrôler les
illuminations et s’assurer qu’elles ne soient pas déformées lors de la propagation.
Les principales limitations sont alors l’inhomogeneité optique de l’échantillon, qui
perturbe l’illumination, les erreurs d’alignement du montage optique qui peuvent
influer sur la fréquence et la position de la grille, et la qualité des objectifs utilisés.

1.4.3.3. Méthodes jointes pour SIM

La nécessité de connaître les éclairements pour reconstruire l’échantillon est une
limite fondamentale des approches à éclairement structuré. Ainsi, certaines méthodes
se proposent de faire une estimation conjointe des illuminations et de l’objet. Dans
le cas où les illuminations sont des grilles de lumières, il est possible, plutôt que
de chercher à retrouver globalement l’illumination, de se contenter de retrouver
seulement les paramètres des différentes grilles (intensité, période, orientation et
déphasage), ce qui permet de garder un nombre d’inconnues plutôt faible (Shroff2009,
Wicker2013).

Cependant, même dans ces cas, il est possible que la lumière reçue par l’échantillon
ne soit plus parfaitement une grille de lumière, à cause de distorsions subies lors de la

11. Chaque image est alors sensibles aux fréquences de l’objet sur le domaineΩhIm =Ωh ªΩIm
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propagation jusqu’à l’échantillon. Les aberrations les plus difficiles à traiter sont alors
celles induites par l’échantillon lui-même. La distorsion des grilles de lumière n’em-
pêche pas d’adapter la stratégie d’estimation, mais il est alors nécessaire d’estimer la
totalité de l’illumination et non plus seulement quelques paramètres (Ayuk2013).

Le fait de donner une structuration précise, comme une grille de lumière à l’illumina-
tion, perd alors une grande partie de son intérêt si l’illumination doit être totalement
ré-estimée a posteriori. Dans ce cas, on peut chercher à privilégier des motifs plus
simples à générer, par exemple des motifs de speckle. C’est dans cette optique que des
approches Blind-SIM (Mudry2012, Labouesse2017) ont été développées, estimant
conjointement l’objet et les illuminations, avec certaines contraintes sur ces dernières.
Cependant, ces approches, et plus généralement les méthodes d’estimation jointes,
ont un défaut majeur : l’estimation des illuminations est nécessaire à la reconstruction,
mais totalement superflue pour l’expérimentateur qui ne s’intéresse qu’à l’estimation
de l’objet. De plus, chaque nouvelle image demande d’estimer une nouvelle illumina-
tion, c’est-à-dire que le nombre de paramètres à estimer augmente globalement au
même rythme que le nombre de mesures. Une conséquence fâcheuse est qu’il n’est
pas garanti qu’augmenter le nombre d’illuminations permette d’améliorer la qualité
de la reconstruction (Pawitan2001).

1.4.3.4. Méthodes sans estimation des illuminations

Une approche plus robuste, que la reconstruction jointe, serait de passer par une
méthode de reconstruction marginale, où l’on ne cherche qu’à estimer la quantité
d’intérêt ρ, sans chercher à estimer les différentes illuminations Im . Une approche
permettant d’éviter l’estimation des illuminations consiste à travailler sur les mo-
ments statistiques des images (Pearson1936). On va chercher à faire correspondre
les moments empirique et théorique des images observées. Dans ce cas, pour des
questions de robustesse et de simplicité, les moments d’ordre les plus faibles sont
généralement privilégiés, car les moments empiriques convergent plus rapidement
vers les moments théoriques.

Ceci n’est pas sans rappeler la méthode SOFI, qui se base sur le moment d’ordre
n des fluctuations du scintillement des fluorophores. Cette méthode ne rentre pas
directement dans le cadre de la microscopie à éclairement structurée, car les chan-
gements d’émissions de fluorescence proviennent de l’activation stochastique des
fluorophores et non pas de l’illumination, qui est uniforme. Cependant, il existe une
variante S-SOFI (Kim2015), qui reprend les principes de SOFI, pour des problèmes de
fluorescence plus classiques, dans lesquels les variations entre les images proviennent
de l’utilisation de différents éclairements de speckle. Dans ce cas, on enregistre de
multiples images avec différentes illuminations de speckle, et l’on forme la variance
de celles-ci. La reconstruction est ensuite basée sur une déconvolution de la variance
par h2, ce qui permet de se passer totalement de l’estimation des illuminations. Une
autre méthode notable est l’imagerie par speckle dynamique (DSI 12) (Ventalon2005),
qui utilise directement l’écart-type des images comme estimateur super-résolu de

12. Dynamic Speckle Imaging
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l’objet, et se passe une fois encore de l’estimation des illuminations. Cependant, ces
deux techniques négligent le lien complexe entre l’échantillon et la statistique des
images utilisée et ne sont donc pas quantitatives.

Ce lien a été clairement établi dans le cadre de la microscopie par éclairement aléa-
toire (RIM - Random Illumination Microscopy) (Idier2018). Dans RIM, on estime la
densité de fluorescence, en résolvant un problème inverse non linéaire basé sur la co-
variance des images. Cette méthode a ensuite été raffinée pour se contenter d’utiliser
uniquement la variance des images (Labouesse2021a, Mangeat2021). RIM s’appuie
sur une théorie générale offrant des garanties sur la capacité de super-résolution des
imageurs avec des éclairements aléatoires (Labouesse2021b), développée principa-
lement pour la microscopie de fluorescence, tout en restant suffisamment générale
pour pouvoir éventuellement trouver des applications dans d’autres domaines. Ce for-
malisme permet notamment d’établir des conditions pour lesquelles il est possible de
garantir l’identifiabilité des composantes fréquentielles de l’objet, et donc de montrer
que RIM possède le même pouvoir de super-résolution que SIM.

La suite de ce manuscrit est consacrée à l’étude du formalisme RIM, ainsi qu’au
développement de nouvelles méthodes de reconstructions, permettant d’utiliser RIM
dans d’autres cadres que la microscopie de fluorescence 2D, à savoir la microscopie
3D et la microscopie cohérente.
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2.1. Généralités

2.1.1. Modèle d’imagerie et hypothèses
La microscopie par éclairements aléatoires (RIM) est une modalité d’imagerie super-

résolue utilisant des éclairements structurés de type speckle. Cette méthode se dis-
tingue des autres méthodes de super-résolution par éclairements structurés en propo-
sant un procédé de reconstruction dans lequel l’estimation des illuminations utilisées
n’est pas nécessaire. Pour fonctionner, RIM résout un problème de moment mat-
ching, et plus précisément, un variance matching dans Labouesse2021a. Ce chapitre
est consacré à l’étude théorique des statistiques 1 des images RIM, acquises selon le
modèle d’imagerie sous illumination non uniforme :

Ym(r) =
∫

h(r−r1)ρ(r1)Im(r1)dr1. (2.1)

Dans cette thèse, nous allons principalement nous intéresser au cadre de la mi-
croscopie de fluorescence, une modalité d’imagerie incohérente, présentée dans le
chapitre 1. Dans ce cadre, les illuminations Im sont des réalisations d’intensité d’un
champ aléatoire sur Rd , ρ est la densité de fluorescence que l’on souhaite reconstruire,
et h est la PSF incohérente du microscope.

Le modèle (2.1) reste suffisamment général pour être applicable à une grande va-
riété de problèmes d’imagerie, bien au-delà de la microscopie de fluorescence. On
retrouve par exemple la télédétection radar (Munson1983) ainsi que le scanner à
micro-ondes (VandenBerg2003). Pour d’autres modalités, par exemple la tomogra-
phie de diffraction (Haeberle2010), les grandeurs impliquées h,ρ et Im peuvent même
être complexes. C’est également le cas dans le cadre de la microscopie cohérente, pour
laquelle une extension de la méthode RIM est étudiée dans le chapitre 5.

Dans le cadre de la microscopie de fluorescence, les contraintes physiques im-
posent un certain nombre d’hypothèses sur les quantités intervenant dans le mo-
dèle (2.1) (Mertz2019[Chap.4]).

— La PSF h est positive et paire, et par conséquent sa transformée de Fourier (l’OTF)
h̃ est symétrique et réelle.

— La PSF h est intégrable et de carré intégrable
— L’OTF h̃ est non nulle uniquement sur le support bornéΩh, qui dans le cadre de

l’imagerie 2D est un disque de rayon 2NA
λ

(voir Fig. 1.3)
— La densité de fluorescence ρ est également une fonction positive
Afin d’assurer un bon fonctionnement de la méthode RIM, il est également néces-

saire de spécifier certaines propriétés statistiques des illuminations. Ainsi, on suppose
de plus que les illuminations sont indépendantes, de même loi, et stationnaires au
second ordre. On supposera également que leurs moments statistiques d’ordre 1 et
2 sont connus. Ceci s’applique en particulier dans le cadre classique de RIM pour

1. Pour ne pas repréciser à chaque fois, dans ce chapitre, le terme les statistiques désignera spécifi-
quement les statistiques d’ordre 1 et 2, c’est-à-dire moyenne, covariance (et ses dérivées : variance et
écart-type)
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lequel les illuminations sont des motifs de speckle, dont les propriétés sont discutées
ci-après.

2.1.2. Propriétés des éclairements de speckle
2.1.2.1. Description du phénomène de speckle

Le choix de ce type d’éclairement a été principalement motivé par l’omniprésence
du phénomène de speckle en optique. Une explication détaillée de ce phénomène
pourra être trouvée dans Goodman2007, et nous nous contenterons d’en rappeler
ses principales caractéristiques. Visuellement, le motif de speckle est un motif aléa-
toire continu, présentant des taches claires et des taches sombres, dont les coupes
transverse et axiale sont représentées sur Fig 2.1.
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FIGURE 2.1. – Coupes transverse et axiale d’un speckle en intensité, simulée et expéri-
mentale

Ces figures correspondent à l’intensité d’un champ complexe aléatoire Em , qui dans
le cas des éclairements de speckle se modélise comme étant le champ produit par un
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grand nombre de sources cohérentes entre elles avec des phases aléatoires uniformé-
ment distribuées sur l’intervalle [−π,π[. De tels ensembles de sources apparaissent
naturellement dans des milieux inhomogènes. Par exemple, les aspérités d’une surface
rugueuse réfléchissante se comportent toutes comme de telles sources secondaires.
De même, la diffusion d’un faisceau cohérent au travers d’un objet suffisamment
diffusant, c’est-à-dire introduisant de nombreux déphasages, crée également un motif
de speckle.

La distribution des sources de champ électromagnétique peut se modéliser comme
un bruit blanc gaussien η (Goodman2007[Chap.2]) temporellement décorrélé :

〈η(r, t )〉 = 0 (2.2)

〈η(r, t )η∗(r1, t )〉 = δ(r−r1) (2.3)

On rappelle que dans l’expression précédente, 〈·〉 désigne une moyenne temporelle,
ou de manière équivalente, une moyenne sur un grand nombre de réalisations, si l’on
suppose que les réalisations changent à intervalles de temps réguliers.

Le champ électrique produit après propagation, ou passage à travers d’un objectif
sera alors la convolution de cette distribution de source avec un noyau de convolution,
correspondant à la fonction de Green dans le cas d’une propagation libre, et à la PSF
du microscope dans le cas de la propagation au travers d’un objectif. Dans la suite,
nous considèrerons que cette propagation se fait au travers d’un objectif de fonction
de transfert cohérente HIllu. Le champ électrique après l’objectif est alors une version
filtrée de la distribution de source :

E(r, t ) =
∫

HIllu(r−r1)η(r1, t )dr1. (2.4)

2.1.2.2. Statistiques en champ

On vérifie de manière immédiate que la moyenne en champ du speckle est nulle :

〈E(r, t )〉 =
∫

HIllu(r−r1)〈η(r1, t )〉dr1 = 0. (2.5)

Pour ce qui est de la covariance, le calcul est un peu plus compliqué. Celle-ci est
donnée par :

ΓE (r;r′) = 〈Em(r)E∗
m(r′)〉

=
Ï

HIllu(r−r1)H ∗
Illu(r′−r2)〈η(r1, t )η∗(r2, t )〉dr1dr2

=
Ï

HIllu(r−r1)H ∗
Illu(r′−r2)δ(r1 −r2)dr1dr2

ΓE (r;r′) = I0

2

∫
HIllu(r−r1)H ∗

Illu(r′−r1)dr1.
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En passant les quantités HIllu dans le domaine de Fourier on obtient :

ΓE (r;r′) = I0

2

∫ (∫
H̃ (k1)e−ik1·(r−r1)dk1

)(∫
H̃ ∗

Illu(−k2)e−ik2·(r′−r1)dk2

)
dr1

= I0

2

Ñ
H̃Illu(k1)H̃ ∗(−k2)e−ik1·re−ik2·r′

e−i (k1+k2)·r1 dr1dk1dk2

= I0

2

∫
H̃Illu(k1)H̃ ∗

Illu(−k2)e−ik1·re−ik2·r′
δ(k1 +k2)dk1dk2

ΓE (r;r′) = I0

2

∫
|H̃Illu(k1)|2e−ik1·(r−r′)dk1. (2.6)

On retrouve alors que le speckle est stationnaire au second ordre, puisque sa fonction
d’auto-corrélation est invariante par translation. Par ailleurs, sa transformée de Fourier
est le module carré de H̃Illu. En particulier, dans le cas où H̃Illu est une fonction
binaire, comme par exemple la pupille d’un objectif définie (1.28), on a : H̃Illu =
|H̃Illu|2. On trouve alors ΓE (r;r′) ∝HIllu(r−r′), c’est-à-dire que la fonction d’auto-
corrélation d’un champ de speckle est proportionnelle à la PSF cohérente de l’objectif
au travers duquel le champ s’est propagé.

2.1.2.3. Statistiques en intensité

En microscopie de fluorescence, c’est l’intensité du champ incident qui intervient
dans le modèle (2.1), et pas simplement le champ incident. On peut de la même
manière que précédemment, calculer les statistiques de l’intensité du champ produit
par les speckles. Pour le calcul de la moyenne on a :

〈I (r, t )〉 = 〈|E(r, t )|2〉 (2.7)

=
∫

HIllu(r−r1)H ∗
Illu(r−r2)〈η(r, t )η∗(r1, t )〉dr1dr2 (2.8)

=
∫

|HIllu(r−r1)|2H ∗
Illu(r−r2)δ(r1 −r2)dr1dr2 (2.9)

=
∫

|HIllu(r−r1)|2dr1 (2.10)

〈I (r, t )〉 = I0 (2.11)

et on trouve que l’intensité moyenne du champ est spatialement uniforme. Pour le
calcul de la covariance associée à l’intensité du speckle, on a :

ΓI (r,r′) = 〈I (r)I∗(r′)〉−〈I (r)〉〈I (r′)〉∗
= 〈E(r)E∗(r)E(r′)E∗(r′)〉−〈E(r)E∗(r)〉〈E(r′)E∗(r′)〉 (2.12)

= 2〈E(r)E∗(r′)〉〈E∗(r)E(r′)〉−〈E(r)E∗(r)〉〈E(r′)E∗(r′)〉 (2.13)

= 〈E(r)E∗(r′)〉〈E∗(r)E(r′)〉
ΓI (r,r′) = |ΓE (r;r′)|2. (2.14)
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Le passage de la ligne (2.12) à ligne (2.13) se justifie en utilisant les propriétés des mo-
ments d’un champ gaussien (Goodman1996[Chap.4]). Le speckle étant stationnaire
au second ordre, on notera dans la suite ΓI (r,r′) = γ(r−r′). On constate alors que
la corrélation en intensité des speckles est simplement le module carré de la fonc-
tion d’auto-corrélation en champ des speckles. Si H̃Illu est une fonction indicatrice,
on a de plus γ(r−r′) ∝ |HIllu(r−r′)|2, ce qui correspond à la PSF incohérente de
l’objectif d’illumination définie (1.23). Ainsi, dans le cadre de la microscopie en épi-
fluorescence, où le champ incident se propage au travers de l’objectif de collection,
on a H =HIllu, et la fonction d’auto-corrélation est directement proportionnelle à la
PSF d’observation, c’est-à-dire γ∝ h.

La connaissance de ces statistiques va nous permettre de réaliser une étude théo-
rique des capacités de super-résolution de RIM.

2.2. Capacité de super-résolution de RIM
Une fois les statistiques des éclairements de speckle connus, il devient possible de

calculer les statistiques des images à partir de celles des éclairements et d’analyser
la capacité de super-résolution de la microscopie RIM. Cette section sera principale-
ment un rappel des résultats théoriques démontrés dans Idier2018, Labouesse2021b
et Labouesse2024.

2.2.1. Cas de la moyenne
Le calcul de la moyenne des images est assez direct, et en utilisant (2.11), on obtient :

〈Ym(r)〉 =
∫

h(r−r1)ρ(r1)〈Im(r1)〉dr1

= I0

∫
h(r−r1)ρ(r1)dr1 (2.15)

La moyenne des images est alors équivalente à une unique image réalisée avec l’éclai-
rement moyen, d’intensité spatialement uniforme I0. Par conséquent, la moyenne des
images RIM s’apparente à une image widefield ne contenant aucune information sur
les fréquences de l’objet à l’extérieur de Ωh, et ce malgré le fait que les images ont été
obtenues sous illuminations non uniformes. Pour s’affranchir de cette limitation, il
est nécessaire de passer à l’utilisation des statistiques au second ordre.

2.2.2. Cas de la covariance
La moyenne n’étant pas suffisante pour retrouver de l’information super-résolue,

il est nécessaire de s’intéresser aux moments d’ordre 2 des images, c’est-à-dire leur
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covariance, donnée par :

ΓY (r,r′) = 〈Y (r)Y ∗(r′)〉−〈Y (r)〉〈Y ∗(r′)〉
=

Ï
h(r−r1)h∗(r′−r2)ρ(r1)ρ∗(r2)

(
〈I (r1)I∗(r2)〉−〈I (r1)〉〈I (r2)〉∗

)
dr1dr2

=
Ï

h(r−r1)h∗(r′−r2)ρ(r1)ρ∗(r2)γ(r1 −r2)dr1dr2 (2.16)

Contrairement au cas de la moyenne, où l’on avait un problème de convolution
linéaire, la covariance est ici une forme quadratique en fonction de l’objet. Par consé-
quent, aucune analyse directe par le théorème de convolution n’est possible afin de
déterminer les fréquences qui seront normalement identifiables. Une étude spéci-
fique de cette covariance, disponible dans Idier2018, est alors nécessaire. Son résultat
principal est :

Théorème 1 Sous réserve que l’hypothèseΩγ ⊆Ωh soit vérifiée, il est possible de recons-
truire sans ambiguïté les fréquences de l’objet sur le domaineΩγ2 :=ΩγªΩγ.

Notons que le domaine Ωγ2 est alors contenu dans le domaine Ωhγ théoriquement
accessible en utilisant des éclairements structurés. Si l’on se place en épi-fluorescence
on a Ωγ =Ωh, c’est-à-dire Ωγ2 =Ωhγ, et la covariance offre les mêmes capacités de
super-résolution théoriques que les autres méthodes par éclairements structurés.
Cependant, cette covariance est difficilement exploitable en pratique, car elle se
calcule à partir d’une intégration sur six variables spatiales, et peut difficilement être
stockée en mémoire pour de grosses images (voir Chapitre 3).

2.2.3. Cas de la variance
En plus d’être numériquement inexploitable, la covariance semble contenir plus

d’informations que nécessaire pour retrouver l’objet. En effet, ΓY est une fonction de
deux variables d’espace, alors que nous cherchons à estimer ρ0, qui ne dépend que
d’une variable d’espace. Pour revenir sur un problème de dimension comparable, on
peut simplement fixer une distance de corrélation δr, et travailler uniquement avec la
quantité ΓY (r,r+δr).

Le choix le plus simple est de considérer δr = 0, ce qui revient à travailler avec la
variance des données. On a alors par définition :

VarY (r) := ΓY (r,r) =
Ï

h(r−r1)h∗(r−r2)γ(r1 −r2)ρ(r1)ρ∗(r2)dr1dr2. (2.17)

Cette équation de variance (2.17) est l’expression principale autour de laquelle la
majorité des résultats de RIM sont construits, que ce soit l’analyse de capacités de
résolution de la méthode RIM (voir infra) ou l’implémentation de méthodes numé-
riques (voir Chap. 3). Les principaux points que nous allons chercher à montrer dans
cette section sont que :

1. La variance est sensible aux composantes de l’objet dans le domaineΩhγ.
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2. Dans le cas de la microscopie en épi-fluorescence, la variance est suffisante pour
retrouver l’objet super-résolu sur le domaineΩhγ =Ωh2 .

2.2.3.1. Etude des capacités de super-résolution

En réécrivant toutes les quantités dans le domaine de Fourier, on a :

Varρ(r) =
Ï

h̃(k1)h̃∗(−k2)Ã(k1,k2)e i (k1+k2)·rdk1dk2 (2.18)

avec Ã(k1,k2) =
∫
ρ̃(k1 −k3)ρ̃∗(−k2 −k3)γ̃(k3)dk3 (2.19)

Du fait des contraintes de support, on obtient k1 ∈Ωh et −k2 ∈Ωh. De même, l’in-
tégrale de Ã se calcule sur le domaine k3 ∈ Ωγ. Ainsi seules les valeurs de ρ̃ sur le
domaineΩh ªΩγ vont impacter le calcul de la variance, c’est-à-dire que la variance
est précisément sensible aux composantes de l’échantillon sur le domaine Ωhγ des
fréquences reconstructibles en microscopie par éclairement structurée.

De plus, en prenant la transformée de Fourier de la variance, on obtient :

�Varρ(k) =
Ï

h̃(k1)h̃(k2)Ã(k1,k2)e i (k1+k2−k)·rdk1dk2dr

=
Ï

h̃(k1)h̃(k2)Ã(k1,k2)δ(k1 +k2 −k)dk1dk2

�Varρ(k) =
∫

h̃(k1)h̃(k−k1)Ã(k1,k−k1)dk1 (2.20)

En particulier, étant donné une fréquence k, pour que l’expression (2.20) soit non
nulle, il faut que l’inteserction du support des fonctions h̃ et h̃(k− ·) soit non vide.
Ceci est vérifié uniquement lorsque k appartient au domaine, Ωh ªΩh =Ωh2 . Ainsi, la
variance à un support spectral correspondant à celui de l’auto-convolution deΩh, ce
qui est cohérent avec le fait que la variance fasse intervenir le carré d’images limitées
à ce domaine.

2.2.3.2. Unicité de la reconstruction en épi-fluorescence

Replaçons-nous dans le cadre de la microscopie en épi-illumination comme pré-
sentée dans le chapitre 1 (voir Fig. 1.4), avec une pupille non aberrée, c’est-à-dire que
l’on a γ∝ h. Dans la suite, on supposera que le coefficient de proportionnalité vaut 1
pour ne pas devoir le spécifier dans les calculs. Il devient alors possible de garantir
que l’on peut alors retrouver un unique objet positif sur le domaine Ωhγ à partir de la
variance mesurée. Plus précisément, on a le théorème suivant :

Théorème 2 Dans le cas où h = γ, deux objets positifs produisent la même variance si
et seulement si leurs transformées de Fourier sont égales sur le domaineΩhγ =Ωh2 .

Nous proposons ici le résultat de Labouesse2024, qui est une extension, au cadre
continu, du résultat présenté dans Labouesse2021b avec des opérateurs discrets.
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Pour commencer, notons que la variance de n’importe quel échantillon ρ peut
toujours s’écrire sous la forme Varρ =B(ρ,ρ), où B est l’application bilinéaire symé-
trique 2 définie comme :

B(ρ1,ρ2) =
∫

h(r−r1)ρ1(r1)γ(r1 −r2)ρ2(r2)h(r−r2)dr1dr2 (2.21)

En utilisant les propriétés de bilinéarité et de symétrie de B, on a :

B(ρ1 −ρ2,ρ1 +ρ2) =B(ρ1,ρ1)+B(ρ1,ρ2)−B(ρ2,ρ1)−B(ρ2,ρ2)

B(ρ1 −ρ2,ρ1 +ρ2) =B(ρ1,ρ1)−B(ρ2,ρ2)

Ainsi, si deux objets ρ1 et ρ2 produisent la même variance, on a B(ρ1,ρ1) =B(ρ2,ρ2),
ce qui, en utilisant le résultat précédent, donne l’implication :

∀ρ1, ρ2 Varρ1 = Varρ2 =⇒ B(ρ1 −ρ2,ρ1 +ρ2) = 0 (2.22)

De plus, en exploitant l’hypothèse γ = h, ainsi que la symétrie de h, on obtient
l’égalité scalaire suivante :∫ [

B(u, v)
]

(r)v(r)dr =
∫

h(r−r1)u(r1)γ(r1 −r2)v(r2)h(r−r2)v(r)drdr1dr2

=
∫ (∫

h(r−r1)v(r)γ(r1 −r2)v(r2)h(r−r2)drdr2

)
u(r1)dr1

=
∫ (∫

h(r−r1)v(r)h(r1 −r2)v(r2)γ(r−r2)drdr2

)
u(r1)dr1∫ [

B(u, v)
]

(r)v(r)dr =
∫ [

B(v, v)
]

(r1)u(r1)dr1 =
∫

Varv (r)u(r)dr (2.23)

Posons u = ρ1 +ρ2 et v = ρ1 −ρ2. En utilisant les équations (2.22) et (2.23), on
obtient :

∀ρ1, ρ2, Varρ1 = Varρ2 =⇒ B(ρ1 −ρ2,ρ1 +ρ2) = 0

=⇒
∫ [

B(ρ1 −ρ2,ρ1 +ρ2)
]

(r)
[
ρ1 +ρ2

]
(r)dr = 0

=⇒
∫

Varρ1−ρ2 (r)
[
ρ1 +ρ2

]
(r)dr = 0 (2.24)

Notons que pour obtenir l’implication (2.24), seule l’hypothèse d’épi-fluorescence
a été nécessaire. Cette égalité est donc valable pour tout objet réel, y compris négatif.
Notons par ailleurs les deux cas triviaux pour lesquels le produit scalaire (2.24) est
nul :

— ρ1 = ρ2, alors le produit scalaire est nul car la variance associée au vecteur nul
est nulle. On retrouve alors que deux objets égaux produisent la même variance.

2. Pour cette démonstration, on utilisera les contraintes que h, ρ et γ réelles
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— ρ1 =−ρ2, alors le produit scalaire est nul car la somme ρ1 +ρ2 est nulle. On a
alors une indétermination sur le signe de l’objet. Cette indétermination triviale
est parfaitement naturelle comme conséquence d’un problème quadratique.

En pratique, en microscopie de fluorescence, les objets sont nécessairement des
quantités positives. Par conséquent, dans (2.24), les deux quantités Varρ1−ρ2 et ρ1+ρ2,
doivent être non négatives. Ainsi, si les objets ρ1 et ρ2 produisent la même variance,
les fonctions Varρ1−ρ2 et ρ1 +ρ2 auront un support disjoint, sinon le produit scalaire
(2.23) serait strictement positif. De plus, s’il existe un domaine spatial de mesure non
nulle, Ω tel que ρ1 +ρ2 soit strictement positive (i.e., non nulle), on a nécessairement
Varρ1−ρ2 nulle sur Ω. La variance RIM est spectralement bornée, et est donc une
fonction analytique. Ainsi, par prolongement analytique, l’annulation de la variance
sur un domaine de mesure non nulle implique une variance uniformément nulle. Il
reste alors à montrer que seul un objet nul sur Ωhγ produit une variance nulle. Ce
résultat est assez intuitif, mais une preuve rapide sera présentée plus tard 2.3.3. Ainsi,
la différence ρ1−ρ2 n’aura que des fréquences nulles surΩhγ, ce qui revient à affirmer
que les objets ρ1 et ρ2 sont égaux sur ce domaine.

L’implication réciproque du théorème 2 est triviale puisque la variance n’est sensible
qu’aux fréquences de l’objet sur le domaineΩhγ. Ceci termine la démonstration du
théorème 2.

2.3. Reformulation de la variance

2.3.1. Décomposition spectrale
La variance des images, exprimée sous la forme d’une double intégrale (de convolu-

tion) (2.17), reste compliquée à manipuler. Cependant, en utilisant la décomposition
spectrale des opérateurs (Deimling1985), il est possible de réexprimer la variance
comme une somme pondérée de carrés de produits de convolutions (Labouesse2021a).
Pour obtenir cette somme, il faut repartir de l’expression de la variance (2.17), et tra-
vailler à partir du noyau suivant : 3

t (r,r′) = h(r)γ(r−r′)h∗(r′) (2.25)

de sorte que la variance des images s’écrive comme la double convolution :

Varρ(r) =
∫

t (r−r1,r−r2)ρ(r1)ρ∗(r2)dr1dr2 (2.26)

Par ailleurs, le noyau t est hermitien et défini non-négatif. D’après le théorème spec-
tral, il admet donc une décomposition sous la forme d’une somme de fonctions
séparables :

t (r,r′) = ∑
k>1

λkΨk (r)Ψ∗
k (r′) (2.27)

3. t est le noyau associé à l’opérateur intégral linéaire T :Φ 7→ ∫
t (r,r′)Φ(r′)dr′
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où (λk )k>1 est une famille de réels positifs que l’on peut supposer décroissante. Les
(Ψk )k>1 sont des fonctions orthogonales (i.e.,

∫
Ψk1 (r)Ψk2 (r)dr = δ(k1−k2)) de norme

1 (i.e.,
∫ |Ψk |2(r)dr = 1). En introduisant (uk )k>1 les vecteurs propres normalisées :

uk (r) :=
√
λkΨk (r), (2.28)

l’expression de la variance (2.26) devient

Varρ(r) = ∑
k>1

∣∣∣∣∫ uk (r−r1)ρ(r1)dr1

∣∣∣∣2

. (2.29)

Cette décomposition est semblable à la décomposition en mode cohérent de l’inten-
sité d’un champ (Wolf1982), où l’on réexprime l’intensité de n’importe quel champ
électrique sous la forme d’une somme de modes incohérents. Par ailleurs, il est par-
ticulièrement important de décomposer le noyau t , et pas simplement la fonction
γ 4.

Une représentation des vecteurs propres dans le domaine de Fourier est fournie
figure 2.2. On peut alors regrouper les différents vecteurs propres selon différents
ordres, de manière similaire à ce que l’on trouve dans d’autres décompositions ortho-
gonales en optique, comme les polynômes de Zernike (Tango1977), ou les modes de
Laguerre-Gauss (Goubau1961).

FIGURE 2.2. – Représentation des 21 premiers vecteurs propres (six ordres) de l’opéra-
teur t dans le domaine de Fourier, dans le cadre de la microscopie en
épi-fluorescence avec une pupille circulaire. La couleur représente le
signe ou la phase associée (Rouge : +1, Vert : +i, Cyan : -1, Violet : -i).

4. Plus en détails sur ce point dans le chapitre 5
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2.3.2. Approximation de la variance par troncature
Dans Labouesse2021a, cette décomposition est présentée comme une façon d’ac-

célérer les calculs numériques, s’appuyant sur une version tronquée tK du noyau t ,
obtenue en ne gardant que les K premiers termes de la somme (2.27). Les détails de
l’implémentation numérique sont discutés dans le chapitre 3, mais il reste possible
d’estimer la qualité de l’approximation tK , en regardant la quantité :

‖t − tK ‖2
2

‖t‖2
2

=
∑

k>K λ
2
k∑

k>1λ
2
k

, (2.30)

ce qui revient à s’intéresser à la vitesse de décroissance des valeurs propres du noyau t .
Cette décroissance, ainsi que l’évolution de la quantité (2.30) sont représentées Fig 2.3,
en échelle logarithmique.
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FIGURE 2.3. – Décroissance des valeurs propres de l’opérateur T , et évolution de la
qualité de l’approximation tK dans le cadre de la microscopie en épi-
fluorescence

On constate alors que la décroissance des valeurs propres se fait de manière ex-
ponentielle, c’est-à-dire que le poids des premiers termes de la décomposition est
nettement plus important, ce qui justifie la décroissance extrêmement rapide l’erreur
d’approximation lorsque le nombre de vecteurs propres considéré augmente. Un autre
point remarquable est que la majorité de valeurs propres semblent aller par paires,
que l’on retrouve facilement Fig. 2.2. On peut alors regarder une variance calculée à
partir de l’opérateur t complet, et la comparer avec une variance calculée à partir de
l’opérateur tronqué. Cette comparaison est représentée Fig. 2.4.
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Variance vraie Variance (K=1) Variance (K=5) Variance (K=10)

FIGURE 2.4. – Comparatif de la vraie variance asymptotique avec la variance calculée
en utilisant le modèle tronqué, pour différents niveaux d’approximation
et évolution de l’erreur sur la variance

Visuellement, il n’y a que très peu de différence entre les différentes approximations
et la variance asymptotique, même si les approximations de rang plus faible semblent
accentuer les ’sauts de contraste’. Pour étudier la qualité de ces approximations, on
regarde alors les erreurs relatives et absolues des approximations par rapport à la va-
riance asymptotique, également présentés sur cette figure. Ces erreurs sont intégrées
radialement à |k| constant :

εAbs(|k|) =
∫ θ=2π

θ=0
|Ṽarρ(|k|,θ)− Ṽarρ,K (|k|,θ)|dθ (2.31)

On constate que la majorité de l’erreur absolue est localisée sur les basses fréquences
de l’échantillon, ce qui se justifie de deux manières.

— L’échantillon possède la majorité de son énergie dans les basses fréquences.
— L’OTF incohérente (Fig. 1.3) n’est pas ’plate’, et laisse mieux passer les basses fré-

quences. Ce sont donc celles-ci qui possèdent le plus d’énergie dans la variance
modèle, ce qui se traduit par des variations plus importantes d’erreur absolue.

L’étude de l’erreur absolue est donc fortement biaisée vers les basses fréquences, qui
transportent la majorité du signal mesuré. Il est donc généralement plus pertinent de
regarder l’erreur relative :

εRel(|k|) =
∫ θ=2π
θ=0 |Ṽarρ(|k|,θ)− Ṽarρ,K (|k|,θ)|dθ∫ θ=2π

θ=0 |Ṽarρ(|k|,θ)|dθ
(2.32)

qui donne un discours totalement différent, puisque l’erreur relative dans les basses
fréquences, globalement jusqu’à la fréquence de coupure de l’OTF, reste quasiment
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uniforme. Au-delà, pour un niveau de troncature K donné, il semble y avoir une
fréquence au-delà de laquelle l’erreur relative explose subitement. Cette frontière se
situe légèrement avant la fréquence de coupure de l’OTF pour l’approximation de
rang 1, et autour de 1.5 pour les approximation de rang 5 et 10. Ainsi, l’approximation
de rang K défini un niveau de niveau maximal de super-résolution à partir duquel la
valeur calculée par approximation ne sera plus valable.

2.3.3. Cas particulier de la troncature de rang 1
La première contribution de cette thèse, a été d’étudier plus en détail RIM dans le

cadre de l’approximation de rang 1. Ce choix peut sembler surprenant étant donné
la courbe d’erreur relative précédente, dans laquelle l’erreur relative sur la variance
explose au niveau de la fréquence de coupure de l’OTF. Néanmois une telle étude
reste justifiable de plusieurs manières. La premier s’appuie sur Fig. 2.3, où constate
que cette approximation apporte la majorité de l’information, puisque t1 représente
près de 90% de l’énergie totale de t , ce qui est également appuyé Fig. 2.4, où l’on ne
voit pas de différence visuelle entre la variance asymptotique et la variance calculée
à partir de la troncature de rang 1. Le second est qu’un pré-traitement des données,
discuté dans la section 3.2.2, améliore grandement la convergence de l’approximation
de la variance, et porte l’explosion de l’erreur d’approximation autour du facteur 1.5
pour l’approximation de rang 1 (voir Fig. 3.1).

Le dernier point, le plus important pour la suite, est que l’approximation de rang 1
permet de linéariser le modèle d’écart-type. Pour cela, repartons de l’expression (2.29)
de la variance en une somme de carré de produits de convolutions, et considérons
uniquement le premier terme de cette somme :

Varρ(r) ≈
∣∣∣∣∫ u1(r−r1)ρ(r1)dr1

∣∣∣∣2

. (2.33)

Si l’on prend la racine carrée de l’expression précédente, et que l’on étudie cette fois
l’écart-type des images, on arrive à un problème linéaire, mais encadré par des valeurs
absolues.

σρ(r) ≈
∣∣∣∣∫ u1(r−r1)ρ(r1)dr1

∣∣∣∣ (2.34)

Il est alors fondamental de savoir sous quelles conditions on peut enlever ces valeurs
absolues, leur retrait permettant d’obtenir une approximation linéaire de l’écart-type à
partir de laquelle il sera possible d’estimer l’objet à l’aide d’une simple déconvolution.
Pour cela, il suffit de garantir que

∫
u1(r−r1)ρ(r1)dr1 soit positive, pour toute valeur

de r. Dans le cas de la microscopie de fluorescence, la quantité ρ correspond à une
densité de fluorescence, et est donc par construction non négative. Ainsi, la seule
question qu’il nous reste à résoudre concerne la positivité du premier vecteur propre
u1. Cette question se ramène donc à l’étude du vecteur propre principal de l’opérateur
linéaire de noyau t . En dimension finie, ceci reviendrait à appliquer le théorème
de Perron-Frobenius (Deimling1985[Chap.1]), puisque le noyau t est non négatif. Il
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existe des extensions plus faibles de ce théorème, applicables avec des opérateurs
continus, qui permettent cependant d’obtenir le même type de résultat. Une de ces
extensions, ainsi que la vérification des conditions d’applicabilité, plus longue que
complexe, est fournie dans l’annexe A, ou dans l’article Giroussens2023. On peut
ainsi en déduire

Proposition 1 Dans le cadre de la microscopie en épi-fluorescence, le premier vecteur
propre u1 associé noyau intégral t est non-négatif.

Ce qui nous permet d’enlever les valeurs absolues de l’équation (2.34) afin d’obtenir

σρ(r) ≈
∫

u1(r−r1)ρ(r1)dr1. (2.35)

L’écart-type, peut donc être approximé comme une convolution entre l’objet et le
vecteur propre principal de t . Dans ce cas, on sait qu’il sera en théorie 5 possible de
retrouver les composantes fréquentielles de l’objet sur le domaine Ωu1 . Par ailleurs, il
est également montré en annexe que :

Proposition 2 LorsqueΩγ ⊆Ωh on aΩu1 =Ωhγ

Commençons par noter que cette proposition permet de terminer la preuve du
théorème 2, puisqu’elle garantit que le premier terme de la somme (2.29) est non nul
dès que l’objet est non nul surΩhγ. Cette somme étant une somme de termes positifs,
les termes suivants ne pourront pas annuler la première contribution, et la variance
d’un objet non nul surΩhγ ne peut pas être nulle.

Les propositions 1 et 2 rappellent les résultats expérimentaux de la méthode Dy-
namic Speckle Imaging (Ventalon2005) qui utilise directement l’écart-type comme
estimateur super-résolu. La théorie développée ici apporte une nouvelle interprétation
de cette méthode, l’équation (2.35) suggérant que l’écart-type doit être déconvolué par
u1 pour obtenir une estimée plus quantitative. Un tel procédé correspond à l’estima-
teur RIM-CF, qui sera étudié plus en détail dans le chapitre 3 consacré aux approches
inverses pour l’estimation de l’objet.

Notons enfin que les propositions 1 et 2 sont des propriétés structurelles de t , et
ne sont donc dépendantes que de la PSF du microscope h, et de la fonction d’auto-
corrélation γ des éclairements. Ces propriétés restent donc valables indépendamment
de l’échantillon et du niveau de bruit de l’expérience, bien que ces conservent un
impact non négligeable sur la qualité de l’approximation (2.35).

5. En pratique, ça ne sera jamais le cas, principalement à cause de l’erreur de modèle
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2.4. Quelques cas particuliers

2.4.1. Cas particulier des sources isolées
2.4.1.1. Une source unique

En particulier la structure, et plus précisément la densité de l’échantillon, va impac-
ter fortement impacter la qualité de l’approximation de rang 1 de l’écart-type (2.35).
Pour illustrer ce point, considérons le cas d’un échantillon composé d’une unique
source localisée à la position r0, c’est-à-dire que l’objet s’écrive :

ρ(r) = δ(r−r0). (2.36)

En reprenant l’expression analytique de la variance (2.17), et en remplaçant ρ, on
obtient directement :

Varρ(r) = γ(0)h2(r−r0) (2.37)

σρ(r) =√
γ(0)h(r−r0) (2.38)

Dans ce cas, on constate que l’écart-type est simplement proportionnel à une PSF
centrée sur la position de la bille. Cet écart-type ne contient pas plus d’information
qu’une image widefield, et ni l’écart-type ni sa déconvolution ne permettront de
réduire la taille de la signature associée à un émetteur isolé, par rapport à celle d’une
image widefield déconvoluée. Ce constat n’invalide cependant en rien la proposition 2,
le support du premier vecteur propre u1 restant bienΩhγ.

En fait, dans le cas d’un émetteur unique, la combinaison des équations (2.17) et
(2.29) nous donne :

h2 = ∑
k>1

u2
k ou bien h =

( ∑
k>1

u2
k

) 1
2

, (2.39)

et ce, quel que soit h et γ. L’approximation de rang 1, revient alors à faire l’approxima-
tion

u1 ≈ h (2.40)

qui est difficilement justifiable, les deux fonctions n’ayant pas le même support dans
le domaine de Fourier. L’expression (2.39) est d’autant plus surprenante lorsque l’on
constate, (voir Fig. 2.2), que tous les uk ont globalement le même support dans le
domaine de Fourier. Ainsi, les contributions hautes fréquences doivent parfaitement
se compenser lorsque l’on rajoute des termes. Ce qui est effectivement le cas, comme
illustré Fig. 2.5.
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FIGURE 2.5. – Illustration de la convergence de la somme décrite (2.39), vers h lorsque
le nombre de termes considéré augmente. On constate que l’approxima-
tion de rang 1 aura alors tendance à surestimer les hautes fréquences de
l’écart-type modèle

Les émetteurs isolés risquent de se montrer problématiques, si l’on utilise des
méthodes approchées. Cependant dans ce genre de cas, une méthode inverse exacte
ne devrait pas avoir de problème, puisque le théorème 2 garantit que le seul objet
positif produisant la variance (2.37) est une bille centrée sur la position r0.

Dans tous les cas, ce type d’échantillon n’est pas le plus intéressant à étudier avec
RIM, puisque les méthodes de localisation de type PALM et STORM permettent de lo-
caliser des sources isolées avec une précision bien supérieure à la résolution maximale
atteignable en microscopie par éclairements structurés.

2.4.1.2. Cas de deux sources

Cependant, les méthodes de localisation tendent à perdre en performance lorsque
la densité de sources augmente. Pour étudier ce cas, nous allons nous concentrer sur
le cas simplifié avec deux émetteurs séparés d’une distance r0. L’objet et la variance
associée s’écrivent alors :

ρ(r) = δ(r− 1

2
r0)+δ(r+ 1

2
r0) (2.41)

v(r) = γ(0)
(
h2(r− 1

2
r0)+h2(r+ 1

2
r0)

)
+2γ(r0)

(
h(r− 1

2
r0)h(r+ 1

2
r0)

)
(2.42)

où l’on constate l’apparition d’un terme de corrélation haute fréquence

2γ(r0)
(
h(r− 1

2
r0)h(r+ 1

2
r0)

)
.

Dans le cadre de la microscopie en épi-fluorescence, la fonction γ est proportionnelle
à h. Dans ce cas, lorsque r0 est grand, le terme de corrélation sera négligeable, car
γ(r0) ≈ 0. On se retrouve alors dans un cas où chaque émetteur peut être vu comme
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un unique émetteur isolé, avec un écart-type correctement approximé par

σρ(r) ≈√
γ(0)

(
h(r− 1

2
r0)+h(r+ 1

2
r0)

)
(2.43)

duquel aucun gain de résolution n’est attendu. Cependant, lorsque les sources sont à
une distance proche de la limite de résolution, le terme γ(r0) n’est plus négligeable,
et le terme de corrélation va entraîner l’apparition de fréquences au-delà de Ωh

dans l’écart-type. Ces hautes fréquences pourront par la suite être corrigées par une
déconvolution linéaire basée sur le premier vecteur propre. Une étude quantitative de
cet effet semble hors d’atteinte, mais les études qualitatives proposées dans le chapitre
suivant 3.5.2, montrent que l’approximation de rang 1 est particulièrement efficace
sur des échantillons denses.

2.4.2. Cas particulier d’illuminations

2.4.3. Illumination totalement correllée
Plus généralement, une étude plus poussée du noyau t , en fonction de h et de

γ, serait intéressante afin d’obtenir des informations plus précises sur la vitesse de
décroissance des valeurs propres, ou une éventuelle expression analytique des vec-
teurs propres. Ces informations peuvent être particulièrement utiles pour estimer
l’applicabilité de RIM dans d’autres modalités d’imagerie, par exemple en microsco-
pie TIRF (Affannoukoue2023) ou en microscopie en profondeur de champ étendue
(Mazzella2024). Si une telle étude dans un cas général est restée hors de portée de
cette thèse, il existe cependant deux cas particuliers, correspondant à des situations
extrêmes, qu’il est possible d’étudier analytiquement.

Le premier cas est le cas où γ(r) = 1, correspondant au cas où l’on utilise des
illuminations spatialement uniformes, d’intensité aléatoire. Dans ce cas, le noyau t et
de rang 1, et devient :

t (r;r′) = h(r)h∗(r′) (2.44)

Dans ce cas-là, la somme (2.29) ne contient qu’un seul terme, et, en passant à la racine
carrée, on obtient que l’écart-type correspond exactement une image widefield, et
n’apporte donc aucune information supplémentaire. Ceci est cohérent avec le fait que
l’on ne puisse pas extraire de super-résolution à partir d’éclairements spatialement
uniformes. Notons que dans ce cas, l’équation (2.39) ne contient qu’un unique terme,
et l’approximation (2.40) devient exacte.

2.4.4. Illumination totalement décorrélée
Le deuxième cas limite est le cas où tous les speckles sont spatialement décorrélés,

c’est-à-dire queγ(r−r′) = δ(r−r′). Ce cas ne vérifie plus la condition d’identifiabilité 1,
mais peut se rencontrer en pratique, par exemple sur des problèmes d’opto-acoustique
((Chaigne2016)) où la longueur de corrélation lumineuse est négligeable devant la
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longueur des ondes sonores, et se modélise par un Dirac. En remplaçant γ dans
l’expression (2.17), on trouve directement :

Varρ(r) =
∫

h2(r−r1)ρ(r1)2dr1 (2.45)

c’est-à-dire que la variance des images est la convolution entre h2 et ρ2. Cette fois,
la variance affiche une dépendance par rapport au carré de ρ, ce qui ne garanti pas
un facteur deux de super-résolution, même si h2 à un support spectral deux fois plus
grand que celui de h. Par ailleurs, notons, que dans ce cas, la décomposition de t se fait
directement sur la base de Fourier, et que la série des valeurs propres λn est constante.
Cette décomposition n’est cependant pas utile, puisque l’on peut directement estimer
ρ en déconvoluant la variance par h2 sous contrainte de positivité, avant d’en prendre
la racine carrée.

2.5. Conclusion
La méthode RIM peut rentrer dans le cadre de nombreuses modalités d’imagerie

active suivant le modèle de formation d’image (2.1), ce qui inclut notamment la
microscopie de fluorescence. Dans le cadre de la microscopie en épi-fluorescence, on
peut par ailleurs montrer que la variance des images est suffisante pour permettre une
reconstruction de l’échantillon sur une domaine correspondant à l’auto-corrélation
de l’OTF, soit le maximum théorique pour la microscopie linéaire. Cette variance
peut également se décomposer sous la forme d’une somme de carrés de produits
de convolution, une décomposition qui sera particulièrement intéressante pour les
implémentations numériques qui seront présentées dans le chapitre suivant. Dans
cette décomposition, la décomposition de rang 1 joue un rôle particulier, puisqu’elle
permet de construire une approximation linéaire de l’écart-type, particulièrement
adaptée à l’étude d’échantillons denses.
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L’objectif du chapitre précédent était de présenter le formalisme de RIM, ainsi
que ses garanties théoriques. En particulier, sous les hypothèses classiques de la
microscopie en épi-fluorescence, il a été démontré que la variance des observations
était suffisante pour retrouver l’échantillon sur un domaine fréquentiel correspondant
au support de l’auto-corrélation de l’OTF du microscope, et ce, sans la connaissance,
ni l’estimation des illuminations utilisées. L’implémentation de méthodes numériques
permettant de retrouver l’échantillon à partir de cette variance n’a cependant pas
encore été abordée et sera l’objet principal de ce chapitre.

La première partie est consacrée aux généralités liées à toute implémentation numé-
rique d’une méthode RIM, c’est-à-dire principalement la discrétisation du problème
tel que présenté dans le chapitre 2. La deuxième partie présente RIM-VAR, l’état de
l’art pour la reconstruction RIM, dont le principe introduit dans Labouesse2021a à
été largement appliqué expérimentalement depuis (Mangeat2021). Les deux parties
suivantes sont consacrées à RIM-CF et RIM-STD, deux nouveaux estimateurs déve-
loppés au cours de cette thèse, ayant pour objectif d’accélérer significativement les
méthodes de reconstruction en RIM.

3.1. Prérequis pour l’implémentation numérique

3.1.1. Discrétisation du problème
Dans les chapitres 1 et 2, nous avons modélisé la physique de la microscopie dans

un formalisme continu. Les traitements numériques se faisant par ordinateur, on
ne peut en pratique travailler qu’avec des signaux discrets et quantifiés. Par souci
de simplification, on ignorera le phénomène de quantification. Pour ce qui est de la
discrétisation, nous avons déjà vu que chaque image est limitée en fréquence sur le
domaine de l’OTF, notéΩh. Notons νOTF la fréquence maximale de l’OTF, et donc des
images fournies par le microscope. Le théorème de Nyquist-Shannon (Shannon1949),
nous garantit que si le pas δx entre deux pixels vérifie

νech := 1

δx
> 2νOTF, (3.1)

la discrétisation n’entraîne aucune perte d’information. Lors de la reconstruction,
nous allons chercher à obtenir un doublement de la résolution. Afin que le critère de
Shannon soit également vérifié sur la reconstruction, il est nécessaire d’utiliser une
fréquence d’échantillonnage valide par rapport à 2νOTF, c’est-à-dire telle que : νech >
4νOTF. Ceci peut se faire soit au moment de l’acquisition, soit de manière numérique,
en rajoutant des zéros dans l’espace de Fourier, sur des images vérifiant la condition
(3.1). On supposera par la suite que toutes les images sont échantillonnées de manière
suffisamment fine pour permettre la reconstruction sans problème d’échantillonnage.

Pour la mise en œuvre de RIM, il faut acquérir M images basses fréquences Z =

68



3. Nouvelles méthodes d’inversion pour RIM – 3.1. Prérequis pour l’implémentation
numérique

{z1, . . . ,zM }, selon l’équation d’observation (2.1), qui devient après discrétisation :

ym = H(ρ¯ ιm)
zm =ym +εm

(3.2)

Dans ce modèle ym correspond à l’image idéale modulée par le speckle, et zm cor-
respond à une acquisition perturbée de cette image par un bruit gaussien additif
décorrélé εm . Bien que ce modèle de bruit ne représente pas fidèlement la réalité
des acquisitions caméra 1, cela reste généralement une approximation suffisante, qui
permet de grandement simplifier les calculs.

La quantité ρ est la densité de fluorescence vraie que l’on souhaite estimer, et
chaque ιm est un vecteur aléatoire correspondant à une réalisation de speckle. L’opé-
rateur ¯ est le produit de Hadamard 2 (termes à termes), équivalent au produit sur des
fonctions continues. La matrice H est une matrice de convolution, qui doit norma-
lement être une matrice Toeplitz, afin de tenir compte du fait que les données sont
observées uniquement sur une région limitée de l’espace (Hansen2006). Une sim-
plification supplémentaire est de travailler avec des matrices circulantes par blocs à
blocs circulants (BCCB), ce qui revient à travailler avec une hypothèse de convolution
circulaire. La matrice H est alors donnée par

H = BCCB(h), (3.3)

avec BCCB l’opérateur qui à partir d’un vecteur u donne la matrice de convolution
(BCCB) avec le vecteur u. Avec cette hypothèse, les convolutions (produits de la
forme BCCB(u)v) peuvent directement se calculer à partir de transformées de Fourier
discrètes. Cette approche ayant une complexité de l’ordre de O (N log(N )) est bien
plus efficace que le calcul traditionnel d’un produit matrice-vecteur, de complexité
O (N 2).

L’hypothèse de convolution circulaire peut cependant parfois être la source d’ap-
parition d’artefacts sur les bords de l’image, puisqu’elle suppose que ceux-ci sont
périodiques, ce qui n’est pas le cas en pratique. On observe alors l’apparition de contri-
butions liées à un bord de l’image sur l’autre bord, et en particulier un phénomène de
Gibbs extrêmement marqué si la différence d’intensité entre deux bords est impor-
tante (Hansen2006). Dans la suite, ces effets seront simplement ignorés, bien qu’il
soit possible d’implémenter un opérateur Toeplitz par transformée de Fourier, en
appliquant un bourrage de zéro adapté.

3.1.2. Approche par moment matching
Afin de reconstruire l’objet à partir des différentes images zm , et sans connaître

ni estimer les différents éclairements ιm , RIM procède par une méthode des mo-
ments (Pearson1936), ce qui revient à répondre à la question suivante :

1. Une simulation avec un modèle plus rigoureux est proposée dans la section 3.5.3.3
2. Selon les calculs que l’on souhaite effectuer, il est parfois plus intéressant de réexprimer ce

produit sous forme matricielle : a¯b= Diag(a)b= Diag(b)a
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Quelle densité de fluorescence produit les statistiques empiriques observées ?

Pour retrouver cette densité de fluorescence ρ, nous utiliserons ici des estimateurs
tels qu’introduits dans la section 1.3.3 :

ρ̂ ∈ argmin
ρ

J (ρ) (3.4)

avec, J (ρ) = D(Z ,ρ)+R(ρ) (3.5)

où D(Z ,ρ) est une fonction comparant la dissimilarité 3 entre les statistiques empi-
riques des images et les statistiques modèles (i.e., théorique) associées à une densité
de fluorescence précise. Le choix par défaut est la distance au sens des moindres car-
rés, qui correspond à la distance usuelles entre deux vecteurs. Un choix a priori plus
adapté serait la divergence de Kullback-Leibler, généralement utilisée pour calculer la
dissimilarité de deux distributions de probabilités (Miller1987), qui dans le cas des
mesures RIM est reliée à la fonction de vraisseblance sous l’hypothèse de mesures
gaussiennes (Idier2018). Des approches basées sur la divergence de Kullback ont été
explorées en début de thèse sans résultat significatif, et nous n’étudierons dans la
suite que des critères basés sur la distance des moindres carrées.

Par ailleurs, dans le chapitre précédent, nous avons vu que l’utilisation de la variance
garantissait dans le cadre de la microscopie en épi-fluorescence l’obtention d’un
gain de résolution maximal, équivalent à ce qui est réalisable avec les approches
SIM traditionnelles (Théorème 2). Ainsi, les méthodes numériques présentées ici se
baseront exclusivement sur la variance modèle v, ou de manière équivalente, l’écart-
type modèle σ.

La fonction R(ρ) est une fonction de régularisation servant à limiter l’impact de
différents bruits tels que le bruit de mesure, le caractère non asymptotique des statis-
tiques où certaines erreurs de modèles, ainsi qu’à favoriser certaines propriétés dans
la reconstruction, comme la régularité. Nous n’utiliserons ici que des pénalisations L2

visant à assurer la régularité de la solution, et à contrôler l’explosion du bruit dans les
reconstructions (voir 1.3.2.2).

Le problème inverse défini ainsi sera donc un problème quadratique (i.e., non
linéaire), qui ne peut pas être résolu de manière explicite. Afin de minimiser la fonction
objectif J , nous utiliserons des schémas itératifs demandant de calculer la variance
modèle pour différents ρ. Ainsi, le temps de calcul des méthodes numériques qui
seront présentés ici sera fortement impacté par l’efficacité avec laquelle la variance
modèle peut être calculée.

3.1.3. Calcul efficace de la variance modèle
3.1.3.1. Statistiques asymptotiques sans bruit

Dans le modèle d’observation (3.2), chaque ym est un vecteur aléatoire. Comme
seule la quantité ιm est aléatoire, on peut facilement en déduire l’expression de la

3. C’est pour cette raison que l’on souhaite la minimiser
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moyenne µ, la covariance Γ et la variance vs . On obtient alors une version discrétisée
des statistiques (2.15), (2.16) et (2.17) calculées dans le chapitre 2 :

µ= I0Hρ (3.6)

Γ= HDiag(ρ)CDiag(ρ)H (3.7)

vs = diag(Γ) (3.8)

où Diag(ρ) est la matrice diagonale de diagonale ρ, et diag(Γ) s’obtient en extrayant
la diagonale de la matrice Γ. Dans l’expression , la matrice C = BCCB(γ) est la matrice
de convolution par le vecteur γ, correspondant à l’auto-corrélation des éclairements.
Le caractère BCCB de cette matrice est une conséquence directe de la stationnarité au
second-ordre des speckles (voir section 2.1.2). Dans le cas de l’épi-fluorescence, ce
vecteur est proportionnel à h, mais nous garderons les notations C et γ dans la suite
pour ne pas perdre en généralité.

On retrouve alors le principal défaut de la matrice de covariance, lié à sa taille.
Par exemple, la covariance associée à une image de taille 1024×1024, devrait être
représentée par 10244 coefficients, c’est-à-dire plusieurs Téra-octets de données. Les
contraintes imposées par la covariance sont l’un des principaux facteurs motivant un
travail basé sur la variance des images.

Naturellement, il est impossible d’extraire la variance directement en prenant la
diagonale de la covariance, cette dernière ne pouvant être calculée. Il faut donc passer
par le calcul individuel de chacun de ses coefficients. En discrétisant l’équation de la
variance modèle (2.17) pour une position r donnée (correspondant à la position du
pixel i ), on vérifie que les coefficients de la variance modèle sont donnés par :

[vs]i = [Γ]i ,i =ρtTiρ (3.9)

Ti = Diag(Pih)CDiag(P−ih) (3.10)

où [·]i , j renvoie à un coefficient précis d’une matrice, et Pi est la matrice de permu-
tation circulaire, plaçant le coefficient i en position 0 4, ce qui revient à effectuer un
décalage de la position lors de l’évaluation du noyau t de (2.17).

Les matrices Ti présentent une structure intéressante, puisqu’il s’agit d’un produit
de matrices Diagonale-Circulante-Diagonale. Bien que peu de propriétés théoriques
semblent pouvoir en être extraites, ce type de matrices apparaît lors de la modélisation
de systèmes optiques complexes (Muller-Quade1998). Numériquement, le stockage
et les opérations basées sur ce type de matrices, peut-être faite de manière bien plus
efficace que l’implémentation d’une matrice standard. En effet, le stockage de ces
matrices demande une complexité de l’ordre de O (N ) en espace, le produit matrice-
vecteur à une complexité de l’ordre de O (N log(N )), contre O (N 2) avec des matrices
quelconques. L’algorithme 1 ci-après propose l’implémentation simple d’un produit
matrice vecteur impliquant une matrice possédant cette structure.

Cet algorithme revient à calculer le produit matrice/vecteur de droite à gauche, et

4. On considère que les matrices sont indicées par [0, . . . N −1], plutôt que [1, . . . , N ]
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Algorithm 1 Calcul du produit matrice vecteur Tx, où T = Diag(h)BCCB(γ)Diag(h)

Require: h ∈RN , γ ∈RN

return y = Tx
y←h¯x
y← ifftn(fftn(γ)¯fftn(y))
y←h¯x

requiert uniquement la spécification des vecteurs de taille N : h et γ. L’opération
la plus coûteuse numériquement sera la transformée de Fourier discrète avec une
complexité de O (N log(N )). Pour obtenir la totalité du vecteur de variance, il faut
calculer individuellement chacun des N produits de (3.9). La complexité résultant du
calcul du vecteur de variance par cette méthode est donc de l’ordre de O (N 2 log(N )).
Une telle complexité serait acceptable pour des problèmes de taille modérée, mais
passera difficilement à l’échelle sur de larges volumes de données. Dans le chapitre
2, nous avons présenté une reformulation de la variance sous forme d’une somme
de produit de convolutions, pouvant être tronquée à un faible rang. L’exploitation de
cette forme approchée, ce qui permet une accélération significative des calculs.

3.1.3.2. Calcul à partir de la décomposition de la variance

En effet, les matrices Ti sont par définition des permutations circulaires les unes des
autres, une structure qui n’est pas exploitée dans l’approche précédente. L’exploitation
de cette structure revient à discrétiser la décomposition de la variance proposée dans
2.29, afin de faire apparaitre des produits de convolutions 5. La variance modèle est
alors donnée directement par :

vs(ρ) =
N∑

k=1
(Ukρ)¯2 ≈

K∑
k=1

(Ukρ) (3.11)

où ¯n est l’exponentiation terme à terme à la puissance n, et Uk = BCCB(uk ), avec uk

un vecteur propre associée à la k-ième valeur propre de T = T0, de norme
√
λk

6. Ces
vecteurs propres peuvent être obtenus numériquement en spécifiant simplement le
procédé de calcul matrice-vecteur décrit dans l’algorithme 1, ce qui permet de garder
tous les avantages calculatoires liés à la structure de la matrice T.

Notons que si la matrice T est de rang plein, le calcul de (3.11), requiert N convolu-
tions, ce qui ne réduit pas la complexité globale du problème. Cependant, nous avons
vu dans le chapitre 2 que les valeurs propres de t , qui sont par construction également
celles de T décroissent rapidement, et que l’on pouvait convenablement approximer
la somme (3.11), en ne considérant que les premiers termes de celle-ci (voir Fig. 3.1 et
Fig. 2.4). L’ordre de troncature K étant globalement indépendant du nombre de pixels,

5. Cette relation peut également se dériver à partir du modèle discret, mais l’aspect convolution
n’apparait pas de manière immédiate.

6. Il s’agit de la version discrète des fonctions propres uk introduites dans 2.28
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et bien inférieur à N , la variance se calcule en pratique avec une complexité de l’ordre
de O (K N log(N )), qui est bien meilleure que la complexité initiale de O (N 2 log(N )).
Enfin, remarquons que la matrice T est entièrement déterminée par les quantités h
et γ, qui sont déterminés par le montage optique d’acquisition. Par conséquent, les
vecteurs propres peuvent être pré-calculés et réutilisés pour différents échantillons
acquis dans une même configuration expérimentale.

3.1.3.3. Perturbations de la variance

En pratique, on ne travaille pas directement avec les images modulées par le speckle
ym , mais avec une version perturbée de celles-ci zm . L’expression de la variance
modèle doit alors être modifiée pour tenir compte de ces perturbations. En supposant
que les images sont simplement perturbées par un bruit additif, (3.2), indépendant de
la fluctuation de speckles, la variance théorique devient

v(ρ) = vs(ρ)+vε, (3.12)

où vs est la variance associée aux fluctuations induites par les speckles définie (3.11),
et vε la variance des perturbations additives εm introduites dans l’équation (3.2). En
pratique, cette variance de perturbation doit également être estimée, par exemple en
appliquant la méthode proposée dans Labouesse2021a, ce qui demande de remplacer
vε par v̂ε dans la définition de la variance modèle vε.

3.1.4. Statistiques empiriques
Afin d’implémenter une méthode de reconstruction de la forme (3.4), il est né-

cessaire de disposer de l’expression de la variance théorique pour une densité de
fluorescence donnée (3.11), ainsi que de la variance empirique des images v̂. Pour
calculer cette dernière, nous aurons également besoin leur moyenne µ̂. Ces deux quan-
tités sont des propriétés locales qui s’obtiennent directement à partir d’opérations
termes à termes sur les images :

µ̂= 1

M

M∑
m=1

zm , (3.13)

v̂ = 1

M

M∑
m=1

(zm − µ̂)¯2 = 1

M

( M∑
m=1

z¯2
m

)
− µ̂¯2. (3.14)

Bien que la moyenne ne soit pas directement utilisée dans les algorithmes proposés,
elle reste une statistique importante, puisqu’elle est nécessaire au calcul de la variance,
et peut être utilisée comme image basse résolution de référence, la moyenne étant
asymptotiquement équivalente à une image widefield.
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3.2. Première méthode de reconstruction :
RIM-VAR

3.2.1. Critère à minimiser
Le premier schéma de minimisation, proposé avant le début de cette thèse dans

Labouesse2021a, utilise le calcul approché de la variance (3.11), pour construire une
méthode de variance matching. Cette méthode, que nous appellerons RIM-VAR dans
la suite de ce manuscrit, propose d’estimer la densité de fluorescence de la manière
suivante :

ρ̂VAR ∈ argmin
ρ

JVAR(ρ) (3.15)

JVAR(ρ) = ∥∥v̂−v(ρ)
∥∥2 +µ∥∥ρ∥∥2

2 (3.16)

Dans ce cadre, la fonction d’adéquation aux données correspond à la distance au
sens des moindres carrés entre la variance empirique (3.14) et la variance modèle
(3.11). La régularisation ‖·‖2

2 est simplement une régularisation permettant garantir
que la solution reste robuste aux perturbations liées aux bruits. Cette régularisation
a exactement le même rôle que la régularisation de Tikhonov présentée 1.3.2.2, et
permet de couper les fréquences transmises avec un trop mauvais rapport signal à
bruit, qui ne peuvent être estimées sans une amplification énorme de ce dernier.

La fonction objectif (3.16) est alors minimisée en suivant un schéma de gradient
conjugué (Wright1999[Chap.10]). Notons que cette fonction est un polynôme d’ordre
4 en fonction de la densité de fluorescence ρ, donc une fois la direction de descente
choisie, le pas optimal, est racine d’un polynôme d’ordre 3 et peut donc être obtenu
de manière explicite.

Un dernier point à souligner est que la fonction (3.16) possède de multiples minima
globaux. Si l’on ne considère que les objet ayant un support fréquentiel limité au
domaine Ωhγ, deux minimums triviaux sont la version filtrée de la densité de fluores-
cence vraie 7, et son opposé, qui sont deux solutions dont le signe n’est pas constant.
Cependant, ces minima ne sont les seuls, et on peut facilement justifier, en utilisant
un argument similaire à celui présenté dans l’annexe F que le nombre de minima doit
être de 2N . En pratique, avec une initialisation positive, la présence de ces différents
minima n’est pas un problème (voir la discussion sur simulation section 3.5.2).

3.2.2. Accélération de l’algorithme
Telle que présenté précédemment, la méthode RIM-VAR permet de produire des

images super-résolues, mais n’offre généralement qu’un gain de résolution limité (voir
Fig. 3.2 et 3.6), à cause de sa faible vitesse de convergence. Pour améliorer la qualité
des reconstructions Mangeat2021 propose d’effectuer une déconvolution linéaire 8

7. C’est cette quantité que l’on souhaite retrouver
8. Filtrage de Wiener avec un paramètre de régularisation indépendant de la fréquence
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des images avant le calcul de la variance, analogue à la déconvolution de Tikhonov
présentée section 1.3.2.2. On introduit alors :

z′ = BCCB(g)z (3.17)

F (g) = F (h)∗

|F (h)|¯2 +η (3.18)

avec la notation F reprise ici pour définir la transformée de Fourier discrète, et
l’opération de division étant effectuée termes à termes. La procédure RIM-VAR est
ensuite effectuée à partir de la variance des images préfiltrées z′, plutôt que celle
des images brutes z. Ce préfiltrage induit trois principaux effets lors du calcul de la
variance :

— Tout d’abord, on montre simplement que le problème revient à considérer que
l’on travaille avec une nouvelle PSFg⊗h. Cette PSF, bien que n’étant plus positive,
possède un lobe central bien plus fin que la PSF initialeh (voir Fig. 3.1), mais avec
des rebonds plus prononcés. Même si ce préfiltrage permet de mieux distinguer
certains détails sur les images brutes (voir Fig. 1.6) la résolution des images reste
inchangée.

— Dans le domaine des fréquences, ce préfiltrage se traduit par un rehausse-
ment des fréquences partiellement atténuées par la PSF. Dans le cas d’expé-
riences réalisées avec bruit, ce préfiltrage limite également son impact, puis-
qu’il supprime les composantes fréquentielles des images au-delà du support
théorique de l’imageΩh , qui nécessairement du bruit. De plus, en choisissant
un réglage adapté du paramètre η du préfiltre (3.18), on peut également enle-
ver les fréquences transmises, mais totalement dominées par le bruit, et dont
l’inversion produiraient une amplification incontrôlée du bruit 9 dans la solu-
tion (Tikhonov1977). Ce préfiltrage modifie également le modèle du bruit, mais
le modèle additif (3.12) reste valide.

— Un dernier point notable, est que ce préfiltrage permet d’accroître le poids des
premières valeurs propres dans la décomposition de la matrice T, ce qui permet
(voir Fig. 3.1) de considérer un niveau de troncature plus faible lors du calcul
de la variance. En particulier, l’augmentation du spectral gap 10, montre que
l’approximation de rang 1 de la matrice T sera plus fidèle après un préfiltrage
des données. Une partie de l’énergie perdue par les valeurs propres suivantes
(de 2 à 10 Fig. 3.1) est alors reportée sur les valeurs propres au-delà de 10, ce
qui leur donne un poids relatif supérieur, même si leurs contributions restent
négligeables. En particulier, ce préfiltrage permet d’accroître considérablement
la vitesse de convergence de la variance tronquée vers la variance théorique.
Cette convergence est illustrée Fig 3.1, par l’évolution de l’erreur relative entre
la variance tronquée et la variance théorique après préfiltrage pour différent

9. Ce rôle est exactement le même que celui du paramètre de régularisation µ de la méthode
d’inversion. En pratique, on privilégiera une augmentation de µ plutôt que de η afin de conserver un
maximum de fréquence de l’objet présente dans le calcul de l’écart-type.

10. Différence d’énergie relative entre la première est la deuxième valeur propre
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rang de troncature, de la même manière que ce qui est présenté Fig 2.3. On
constate cette fois qu’avec seulement dix vecteurs propres, on atteint une bonne
approximation jusqu’à 1.8 fois la fréquence de coupure, contre seulement 1.5
fois sans préfiltrage.

76



3. Nouvelles méthodes d’inversion pour RIM – 3.2. Première méthode de
reconstruction : RIM-VAR

Décroissance des valeurs propres des matrice Ti

Comparaison des PSF

Erreur relative après préfiltrage

FIGURE 3.1. – Illustration des intérêts du préfiltrage, on constate un poids plus im-
portant des premières valeurs propres, ainsi qu’une convergence plus
rapide, et donc une erreur relative en fréquence plus faible sur un mo-
dèle tronqué.
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L’impact de ce préfiltrage en termes de vitesse de reconstruction est particulière-
ment visible sur les figures 3.2 et 3.6. Cependant, même avec les gains obtenus en
introduisant le préfiltrage, RIM-VAR reste limité en termes de vitesse de convergence et
demande plusieurs milliers d’itérations pour atteindre la résolution théorique de RIM,
même dans le cas où la variance empirique inversée serait la variance asymptotique 11.

Objet Vrai Widefield déconvolué Objet vrai (retrouvable)

Reconstructions RIM-VAR
Sans préfiltrage (100 It.) Avec préfiltrage (100 It.) Avec Prefiltrage (1,000 It.)

FIGURE 3.2. – Illustration de l’impact du préfiltrage pour la méthode RIM-VAR

Au cours de cette thèse, deux nouvelles méthodes d’inversion, RIM-CF et RIM-STD,
ont été proposées. La première est une méthode non itérative, qui donne une estimée
super-résolue de l’échantillon, en réalisant une déconvolution linéaire de l’écart-type
par un noyau adapté. La deuxième est une méthode itérative basée sur un nouveau
critère qui permet de réduire le temps de reconstruction de près de deux ordres de
grandeurs, sans dégrader le niveau maximal de super-résolution théorique.

3.3. Nouvel estimateur non itératif : RIM-CF
Dans le chapitre précédent, nous avons vu que pour des raisons d’homogénéité,

il pouvait être plus naturel de travailler avec l’écart-type des images, plutôt que leur
variance. Dans ce cas, sous certaines hypothèses, notamment h non négatif, nous

11. Une telle configuration correspond au problème (3.15) avec v̂ = v(ρ) et µ= 0
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avons vu qu’il est possible d’approcher cet écart-type comme une fonction linéaire de
l’objet (voir (2.35)), qui après discrétisation devient simplement :

σs ≈ U1ρ, (3.19)

avecσs la racine la carré termes à termes de la variance (3.11). Cette approximation se
retrouve assez facilement en tronquant (3.11) à l’ordre 1, et en exploitant la positivité
de la matrice U1 et du vecteur ρ.

L’estimation de la densité de fluorescence à partir de l’écart-type peut alors être vu
en première approximation comme un simple problème de déconvolution linéaire,
dont le principe a déjà été présenté dans la section 1.3.2.2. Il est cependant nécessaire
de déconvoluer la quantitéσs , correspondant uniquement aux variations induites par
le speckle, qui n’est jamais accessible expérimentalement, à cause des perturbations
des mesures. La solution est alors d’estimer cette variance liée au speckle à partir de la
variance σs à partir de la variance empirique, et de la variance estimée du bruit v̂ε. En
se basant sur l’équation (3.12), deux estimations de vs , et donc de σs sont possibles :

σ̂s =
 v̂¯ 1

2 si l’on choisi de négliger le bruit de mesure(
v̂− v̂ε,0

)¯ 1
2

si l’on tient compte du bruit d’instrument
(3.20)

dont les différences sont étudiées plus en détail Fig. 3.17. L’estimée de la densité
de fluorescence de l’échantillon s’obtient alors à partir de cette variance estimée en
résolvant le problème inverse linéaire :

ρ̂CF = argmin
ρ

∥∥σ̂s −U1ρ
∥∥+µ∥∥ρ∥∥2

2 (3.21)

Ce schéma est équivalent à la déconvolution de Tikhonov, (Tikhonov1977) où l’hyper-
paramètre µ sert à régler le compromis entre les fréquences rehaussées et l’amplifica-
tion du bruit. La solution de ce problème est alors donnée directement par :

ρ̂CF = (λIN +Ut
1U1)−1Ut

1σ̂s (3.22)

qui peut en pratique se calculer simplement par transformée de Fourier :

ρ̂CF =F−1
(F (u1)∗¯F (σ̂s)

|F (u1)|2 +µ
)

(3.23)

Cet estimateur, nommé RIM-CF car son expression (3.23) est une forme close, est
comparé Fig. 3.3 à d’autres estimateurs peu coûteux, basé sur les statistiques d’ordre 2.
Le premier estimateur est simplement l’écart-type brut des données, qui a par ailleurs
été proposé par Ventalon2005 sous le nom de Dynamic Speckle Imaging (DSI) 12.
Le second est l’estimateur de déconvolution dérivé de (2.45), c’est-à-dire la racine

12. Cet estimateur cherche surtout à améliorer le sectionnement optique (voir chapitre 4), mais est
également censé produire un gain de résolution transverse
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carrée de la déconvolution de la variance par h¯2 qui est par exemple utilisé avec la
méthode S-SOFI (Kim2015). Cette déconvolution n’étant ici pas faite sous contrainte
de positivité, les éventuelles valeurs négatives seront seuillées à avant de prendre la
racine carrée. La présentation de cette déconvolution avant prise de racine carrée est
également proposée.

Écart-type (DSI) RIM-CF

S-SOFI S-SOFI (au carré)

FIGURE 3.3. – Comparaison de différents estimateurs basés un traitement linéaire de
la statistique d’ordre 2

La première chose que l’on remarque sur cette figure est que toutes les estimées per-
mettent d’augmenter la résolution, en prolongeant les rayons de la mire au-delà de la
limite observée en widefield. L’écart-type ne présente qu’un faible gain de résolution,
ainsi qu’une forte perte de contraste, qui s’explique facilement avec l’approximation
de l’écart-type (3.19), les hautes fréquences de l’objet restant fortement atténuées
dans l’écart-type. Par conséquent, en déconvoluant cet écart-type par le noyau u1, on
arrive à restaurer le contraste, et à obtenir une estimée quantitative de l’objet. Pour la
reconstruction S-SOFI telle qu’implémentée ici, il est très difficile de garantir un bon
gain de résolution. En effet, avec ce niveau de régularisation, la déconvolution de la
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variance par h¯2, contient beaucoup de valeurs négatives dans ce qui devrait une esti-
mation de la quantité positive ρ¯2. Ceci pose alors un problème lorsque l’on souhaite
passer à une estimée quantitative en prenant la racine carrée de cette dernière estima-
tion, puisque les valeurs négatives doivent être estimées à zéro. Réaliser la première
déconvolution sous contrainte de positivité pourrait être une option pour limiter ces
effets, mais introduirait des fréquences arbitrairement hautes, ce qui fausserait la
comparaison.

Dans la section 3.2.2, il a été monté que le préfiltrage des images brutes permet
d’améliorer les performances de reconstruction. Il semble donc naturel de vouloir
également appliquer ce préfiltrage avec RIM-CF. Avant de tester cette approche, il
est important de rappeler qu’elle ne s’accorde pas avec les résultats théoriques du
chapitre 2, une des conditions nécessaires pour obtenir la proposition 1 menant à
l’approximation linéaire de l’écart-type étant la positivité de la PSF. Le préfiltrage
tel qu’introduit dans (3.18), transforme la PSF h, en une autre PSF h⊗g, dont le
spectre est proche de l’indicatrice deΩh. Par conséquent, cette nouvelle PSF n’est plus
positive, et on ne peut pas rigoureusement déduire l’approximation de rang 1 (2.35).
Cependant, l’estimateur RIM-CF (3.23) reste calculable pour des données préfiltrées,
et semble en pratique améliorer la qualité de la reconstruction (voir Fig. 3.4).

RIM-CF sans préfiltrage RIM-CF avec préfiltrage

FIGURE 3.4. – Comparaison des reconstructions RIM-CF avec et sans préfiltrage sur la
mire de résolution introduite Fig. 3.2

Si la perte de positivité induite par le préfiltrage rend une analyse précise de la
méthode impossible, plusieurs éléments permettent de justifier au moins qualitative-
ment l’intérêt de celui-ci, même pour l’approximation RIM-CF. Après préfiltrage, bien
que la nouvelle PSF u1 ne soit plus positive, on constate (voir Fig. 3.5) que celle-ci
est plus fine que le premier vecteur propre sans préfiltrage. De même, l’OTF associée
est nettement plus sensible aux hautes fréquences lorsque l’on considère des images
préfiltrées, ce qui facilite la reconstruction de ces fréquences. Enfin, on constate que
l’approximation de rang 1 de la variance devient meilleure après ce préfiltrage (compa-
rer Fig. 2.4 et Fig 3.1), l’explosion de l’erreur relative se produisant autour d’un facteur
de super-résolution de l’ordre de 1.5, contre 1 sans préfiltrage. Ces arguments laissent
supposer que l’on pourrait mieux inverser les hautes fréquences après le préfiltrage
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des données.
En pratique, on pourrait construire des préfiltres adaptés, qui permettent d’accroître

la sensibilité aux hautes fréquences tout en gardant la PSF positive. De tels préfiltres
ont été testés en simulation, sans offrir de gain significatif rapport au simple préfiltrage
définit en (3.18)

PSF associée au premier vecteur propre

OTF associée au premier vecteur propre

FIGURE 3.5. – Impact du préfiltrage sur le premier vecteur propre

Un dernier point que l’on peut noter, est qu’en pratique, cette déconvolution peut
se faire de manière rigoureuse en considérant un problème inverse dont le modèle
direct est :

σ= |U1ρ| (3.24)

On obtient alors une formulation classique des problèmes de reconstruction de phase
(Candes2015), ou plutôt de signe, car les quantités impliquées sont réelles. En pra-
tique, à cause des valeurs absolues, le problème (3.24) ne possède pas une unique
solution dans les conditions de RIM (Balan2006), mais on pourrait quand même
espérer avoir une bonne chance de le résoudre de manière unique en ajoutant une
contrainte de positivité.

Cependant, les résultats sont suffisamment corrects en utilisant directement (3.23),
pour préférer se contenter d’appliquer directement cette formule, plutôt que de pas-
ser par une approche plus complexe inspirée de la reconstruction de phase. Notons
enfin qu’à cause de l’erreur de modèle, cet estimateur restera limité en termes de
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capacité de résolution, et ne pourra par conséquent jamais atteindre le gain de résolu-
tion théorique maximal possible avec RIM. Ces limitations seront illustrées lors des
comparaisons des algorithmes 3.5.

3.4. Nouvel algorithme itératif : RIM-STD

3.4.1. Nouvelle proposition de critère
Pour produire le niveau de super-résolution attendu en RIM, il est nécessaire de

revenir à un modèle considérant plus de vecteurs propres dans le calcul de l’écart-type
modèle σ, défini en prenant simplement la racine carré dans (3.11) :

σ(ρ) := v(ρ)◦
1
2 =

( K∑
k=1

(Ukρ)◦2 + v̂ε

)◦ 1
2

. (3.25)

Dans ce cas, on perd l’aspect problème inverse linéaire que l’on avait réussi à construire
avec RIM-CF, et il faut revenir à un problème de minimisation de la forme (3.4). L’ar-
gument heuristique principal pour justifier ce changement de critère nous vient des
problèmes de reconstructions de phase, qui présentent de nombreuses similarités
avec RIM 13. Pour ce type de problèmes, il est communément admis (Zhang2017),
même si, non théoriquement démontré, que l’utilisation d’un critère basé sur les
amplitudes au lieu des intensités mène à des meilleures performances en termes de
convergence. Dans le cas de RIM, cette approche est justement équivalente à minimi-
ser un critère basé sur les écart-types plutôt que les variances. L’idée globale est qu’une
fonction des moindres carrés associée aux écart-types est proche d’une fonction qua-
dratique de l’échantillon, là où celle basée sur la variance est une fonctionnelle d’ordre
4. On propose donc le nouvel estimateur RIM-STD :

ρ̂Std ∈ argmin
ρ

JStd(ρ) (3.26)

JStd(ρ) = ∥∥σ̂−σ(ρ)
∥∥2 +µ∥∥ρ∥∥2

2 (3.27)

où σ̂ l’écart-type empirique, s’obtenant en prenant la racine carré terme-à-terme de
la variance définie (3.14).

3.4.2. Calcul du gradient et du Hessien du critère
Pour minimiser cette fonction, nous allons, comme pour RIM-VAR, construire un

algorithme itératif, basé sur le gradient de la fonctionnelle (3.27)

13. Un lien précis entre ces deux types de problèmes est étudié dans le chapitre 5 consacré à l’exten-
sion de RIM à la microscopie cohérente, ainsi que dans l’annexe F
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3.4.2.1. Calcul du gradient à partir des résidus

Une façon assez simple de dériver un gradient pour notre critère est de passer par la
dérivée individuelle de chaque résidu. Plus précisément, pour un critère des moindres
carrés, le gradient peut directement s’exprimer sous la forme (Wright1999) :

∇JStd =−2Jt
σ(ρ)

(
σ̂−σ(ρ)

)
+2µρ (3.28)

où Jσ est la matrice jacobienne de la fonction objectif, donnée par :

Jσ(ρ) =


∇tσ1(ρ)

...
∇tσi (ρ)

...
∇tσN (ρ)

=−


∇t j1(ρ)

...
∇t ji (ρ)

...
∇t jN (ρ)

 (3.29)

où σi est la notation allégée de [σ(ρ)]i et ji désigne les résidus :

ji : = [σ̂]i −
(
ρtTiρ+ σ̂2

ε;i

) 1
2

(3.30)

= σ̂i −σi (ρ) (3.31)

pour lesquels on calcule aisément chaque gradient individuel :

∇ ji (ρ) =− 1

σi (ρ)
Tiρ. (3.32)

Ce qui donne l’expression finale du gradient :

∇JStd =−2
N∑

i=1

ji (ρ)

σi (ρ)
Tiρ+2µρ (3.33)

=−2
N∑

i=1

[σ̂]i −
(
ρtTiρ+ σ̂2

ε;i

) 1
2

(
ρtTiρ+ σ̂2

ε;i

) 1
2

Tiρ+2µρ.

Notons que dans cette expression, il est souhaitable que la variance estimée σ̂2
ε;i

14 du
bruit additif ne soit nulle sur aucun des pixels de façon à assurer que les quantités
σi (ρ) soient non nulles, et que le gradient reste borné.

3.4.2.2. Implémentation numérique du gradient

Cette expression du gradient n’est malheureusement pas directement compatible
avec l’implémentation de RIM basée sur les transformées de Fourier, qui demande de

14. Cette quantité est equivalente à la quantité [v̂ε]i introduite (3.12)
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remplacer les sommes sur les N pixels de l’image par K convolutions avec les matrices
Uk , comme cela à été fait pour le calcul de la variance (voir 3.11).

Pour faire apparaître ce type d’expression, il faut calculer explicitement la jaco-
bienne à partir de la forme (3.25). Cette forme est la composition de la fonction racine
avec la fonction variance, donc en utilisant la formule pour obtenir la jacobienne
d’une composition de fonctions 15 on a :

Jσ(ρ) = 1

2
Diag

(
1

σ(ρ)

)
Jv(ρ) (3.34)

avec Jv la jacobienne de la fonction variance (3.11). Le calcul de cette seconde jaco-
bienne est tout aussi direct, puisqu’il s’agit d’un somme de composition d’un simple
produit matrice vecteur avec une mise au carré termes à termes :

Jv(ρ) = 2
K∑

k=1
Diag(Ukρ)Uk . (3.35)

Les matrices Uk sont les matrices de convolution utilisées dans la définition de la
variance modèle (3.11). On peut alors réinjecter les expressions (3.34) et (3.35) dans
(3.28) pour obtenir le gradient de JStd :

∇JStd =−2Jt
σ(ρ)(σ̂−σ(ρ))+2µρ

=−2

(
Diag

(
1

σ(ρ)

) K∑
k=1

Diag(Ukρ)Uk

)t

(σ̂−σ(ρ))+2µρ

=−2
K∑

k=1
Uk Diag(Ukρ)Diag

(
1

σ(ρ)

)
(σ̂−σ(ρ))+2µρ

∇JStd =−2
K∑

k=1
Uk

(
(Ukρ)¯ σ̂−σ(ρ)

σ(ρ)

)
+2µρ (3.36)

Avec cette expression, on conserve bien la complexité en O (K N log(N )). Les convo-
lutions avec les matrices Uk sont les opérations les plus coûteuses, et se font par
transformée de Fourier. Par ailleurs, rappelons que les expressions (3.36), et (3.33),
sont égales, bien que le passage d’une expression à l’autre soit non trivial.

3.4.2.3. Calcul du Hessien

Une façon courante pour accélérer les algorithmes basés sur une recherche linéaire
est de rajouter l’utilisation de l’information de la courbure locale de la fonction modèle.
Cette courbure est représentée par la matrice Hessienne de la fonction objectif. Afin
d’assurer une cohérence dans notre algorithme, il faudrait dériver la matrice hessienne
à partir du gradient formulé dans (3.36), ce serait extrêmement calculatoire. Il peut être

15. JG◦F (x) = JG (F (x))JF (x)
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néanmoins intéressant d’étudier le Hessien en repartant de l’expression des résidus :

∇2 JStd = Jt
σJσ+

N∑
i=1

ji (ρ)∇2 ji (ρ)+µIN (3.37)

avec IN la matrice identité de taille N ×N . Pour le premier terme, on a :

JtJ =
N∑

i=1
(∇ ji )(∇ ji )t =

N∑
i=1

1

σi (ρ)
Tiρρ

tTi (3.38)

Certaines méthodes de type Gauss-Newton (ou Levenberg-Marquardt) (Wright1999[Chap.10])
proposent de résoudre le problème des moindres carrés en utilisant la matrice JtJ
comme préconditonneur. Cependant, cette matrice dépend fortement du point cou-
rant d’estimation, et sa structure n’en permet pas une inversion facile, ce qui rend ces
approches incompatibles avec la contrainte de complexité O (N log(N )) fixée pour la
résolution du problème RIM. Pour la seconde partie du Hessien, il faut dériver une
nouvelle fois le gradient, ce qui donne :

∇2 ji =− 1

σ2
i (ρ)

(
σi (ρ)Ti − 1

σi (ρ)
Tiρρ

tTi

)
(3.39)

d’où, en remplaçant ji par sa définition (3.30)

N∑
i=1

ji (ρ)∇2 ji (ρ) =
N∑

i=1
(σ̂i −σi (ρ))

1

σ2
i (ρ)

(
−σi (ρ)Ti + 1

σi (ρ)
Tiρρ

tTi

)
=

N∑
i=1

Ti − 1

σ2
i

Tiρρ
tTi + σ̂i

σi (ρ)
(

1

σ2
i (ρ)

Tiρρ
tTi −Ti ).

Au final, on obtient l’expression suivante pour la matrice Hessienne :

∇2 JStd = S+µIN +
N∑

i=1

σ̂i

σi
(

1

σ2
i

Tiρρ
tTi −Ti ) (3.40)

où S =∑N
i Ti est par construction une matrice circulante. On propose donc d’utiliser la

partie constante du Hessien S+µIN comme préconditionneur pour notre algorithme.
Plusieurs points motivent ce choix :

— Ce préconditionneur correspond à la partie constante du Hessien, et ne dépend
pas de l’échantillon. Il n’a donc qu’à être calculé une seule fois au début du
processus de reconstruction.

— S est une matrice de convolution : S =∑K
k=1 Ut

k Uk = BCCB(s) avec :

s̃=
K∑

k=1
|ũk |2 (3.41)

et peut donc être calculée et inversée sans impacter la complexité en O (N log(N ))
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de l’algorithme. Cette propriété ne serait probablement pas vérifiée avec d’autres
approximations de la matrice Hessienne.

— Ce préconditionneur peut également se dériver en construisant un algorithme
par approximation majorante (voir Annexe B 16). Il est également similaire au
préconditionneur de l’algorithme PRIME (Qiu2016), utilisé en reconstruction
de phase.

3.4.3. Schéma final de gradient conjugué préconditionné
Pour trouver un minimiseur de la fonction objectif JStd, nous allons utiliser un

algorithme de descente avec recherche de pas. C’est à dire que l’on va construire une
suite de points (ρk )k ∈N :

ρ0 > 0, ρ0 ∈Ωhγ

ρk+1 =ρk +αkdk
(3.42)

telle que JStd(ρk+1) < JStd(ρk ). Notons qu’il est nécessaire que l’estimée initiale ne soit
pas nulle, car le point ρ = 0 est un maximum local de la fonction objectif 17.

La direction de descente dk et le pas αk à chaque itération seront choisis de façon à
garantir que la suite (ρk ) converge vers un minimum de la fonction JStd. La direction
retenue pour l’algorithme, est alors la direction du gradient conjugué préconditionné :

dk =
{ −(S+µIN )−1gk si k = 0,

−(S+µIN )−1gk +βkdk−1 sinon
(3.43)

avec gk le gradient de JStd au point ρk , et où le coefficient de conjugaison βk , est celui
de Polak-Ribière+, adapté pour un problème avec préconditionnement :

βk = max

(
(gk −gk−1)t(S+µIN )−1gk

gt
k−1(S+µIN )−1gk−1

,0

)
. (3.44)

Le schéma qui a été construit est donc un schéma de type gradient conjugué non-
linéaire préconditionné. Afin de pouvoir compléter le schéma (3.42), il est nécessaire
de spécifier le pas αk que l’on va effectuer dans la direction de descente retenue.
Idéalement, on aimerait trouver le pas α tel que la fonction auxiliaire

Wk (α) = JStd(ρk +αdk ) (3.45)

décrivant l’évolution du critère dans la direction de descente soit minimale. En pra-
tique, le pas retenu n’a pas besoin d’être optimal, et on peut se contenter de simple-
ment choisir un pas faisant baisser "suffisamment" la valeur de la fonction objectif.

16. En pratique, cette approche apporte une meilleure justification vis-à-vis de l’utilisation de ce pré-
conditionneur, mais n’a pas été présentée ici, car elle souffre de problèmes de vitesse de convergence.

17. On vérifie facilement que le gradient (3.36) est nul pour ρ = 0.
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Cette notion se traduit au travers de la condition d’Armijo (Wright1999[Chap.3]) :

Wk (α)6Wk (0)+ c1αW ′
k (0), (3.46)

où c1 est une constante entre 0 et 1 (généralement de l’ordre de 0.1), et W ′
k (0) est

simplement le produit scalaire gt
kdk . Pour obtenir un tel pas, on procède par une

approche de backtracking (Wright1999[Chap.3]). L’idée est de partir d’un pas ini-
tial αk;0 pouvant ne pas respecter la condition (3.46), puis de le réduire de manière
géométrique jusqu’à obtenir un nouveau pas vérifiant cette condition 18.

Il reste alors à choisir une valeur appropriée pour le pas initial αk;0. Si cette valeur
est trop faible, alors le pas αk;0 sera toujours accepté, mais le critère pourrait ne pas
descendre suffisamment, ce qui augmentera le nombre d’itérations à convergence.
Des conditions comme la condition de Wolfe(Wright1999[Chap.3]) pourraient per-
mettre d’éviter ce type problème. À l’inverse, si le pas initial est trop grand, il faudra
beaucoup d’itérations de backtracking pour revenir sur un pas qui sera accepté, ce
qui augmentera le temps de calcul par itération. Il faut donc pouvoir estimer un pas
qui a de grandes chances d’être accepté initialement sans pour autant risquer d’être
trop faible.

Un candidat idéal serait alors le pas optimal minimisant Wk , qui vérifie W ′
k (αk;0) = 0,

ce qui transforme un problème de minimisation sur Wk en un problème de recherche
de zéros sur W ′

k . Cependant, la fonction JStd et sa restriction Wk sont des fonctions
assez complexes 19, et obtenir l’expression exacte d’un tel pas semble impossible. On
peut cependant rapidement trouver un zéro de W ′

k à partir d’une méthode de Newton.
En pratique, comme on cherche une initialisation la procédure de backtracking, il n’est
pas nécessaire de maner l’algorithme de Newton à termes, et on peut se contenter de
la première itération l’algorithme de Newton, lancée à partir du point courant (α= 0).

Ainsi, la procédure de backtracking sera initialisée par la première itération de
Newton, dont l’expression est donnée par :

αk;0 =
W ′′

k (0)

W ′
k (0)

. (3.47)

Les détails de ce calcul, assez lourds et peu intéressants, sont disponibles dans l’an-
nexe C. Notons cependant qu’un tel calcul n’augmente pas la complexité de l’algo-
rithme proposé. De plus, la fonction Wk étant un presque un polynôme d’ordre 2, le
pas de Newton sera quasiment toujours accepté par la procédure de backtracking.

18. αk,pk+1 = rαk,pk
avec 0 < r < 1

19. Il s’agit du carré d’une somme de racine de polynôme d’ordre 2
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3.5. Comparatif des performances

3.5.1. Illustration sur un problème 1D
Afin d’étudier en détail les performances des différentes méthodes, commençons

par considérer un problème unidimensionnel, asymptotique et sans bruit, c’est-à-dire
tel que la variance observée v̂ corresponde exactement à la variance modèle v(ρ?).
On choisit l’objet vrai ρ? comme étant un bruit blanc filtré sur le domaine étendu,
et rehaussé pour être positif. Pour estimer la qualité de la reconstruction, on trace la
courbe d’erreur relative en fonction de la fréquence :

ε(ν) = |ρ̂(ν)−ρ?(ν)|
|ρ?(ν)| (3.48)

La moyenne de l’erreur en fréquence sur 2500 objets simulés est présentée Fig. 3.6,
3.7 et 3.8 pour les trois algorithmes présentés dans ce chapitre. Afin de souligner
l’importance du préfiltrage, les algorithmes RIM-VAR et RIM-CF sont testés avec et
sans préfiltrage. Pour RIM-STD, le préfiltrage est toujours utilisé, et c’est l’impact du
préconditonneur qui est considéré.

Dans le cadre asymptotique, les méthodes itératives RIM-VAR et RIM-STD peuvent
être inversées sans régularisation, les courbes représentent donc la reconstruction
après différents nombres d’itérations. Pour la méthode RIM-CF, l’erreur de modèle
nous force à appliquer une régularisation, même dans un cadre asymptotique sans
bruit. À l’inverse, comme il n’y a pas d’itérations, les courbes représentent l’erreur pour
différents paramètres de régularisation µ. Afin de comparer les algorithmes itératifs
sur une même base, l’initialisation est choisie comme constante dans l’espace direct,
de sorte à n’avoir aucune fréquence (donc aucune information a priori) dans l’espace
de Fourier.
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A.1) RIM-VAR (Sans Prefiltrage)
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A.2) RIM-VAR
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FIGURE 3.6. – Comparaison du gain de résolution de la méthode RIM-VAR avec et
sans préfiltrage pour différents nombre d’itérations dans le cadre d’un
problème 1D, asymptotique et sans bruit.
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B.1) RIM-CF (Sans Prefiltrage)
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B.2) RIM-CF
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FIGURE 3.7. – Comparaison du gain de résolution de la méthode RIM-CF avec et sans
préfiltrage pour paramètre de régularisation µ dans le cadre d’un pro-
blème 1D, asymptotique et sans bruit.
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C.1) RIM-STD (Sans préconditionneur)
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C.2) RIM-STD
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FIGURE 3.8. – Comparaison du gain de résolution de la méthode RIM-STD pour diffé-
rents nombre d’itérations dans le cadre d’un problème 1D, asymptotique
et sans bruit. Le préfiltrage est toujours appliqué et c’est l’impact du
préconditionneur qui est testé ici.

La première chose que l’on peut remarquer, c’est que les méthodes itératives Fig. 3.6
et 3.8 reconstruisent les fréquences progressivement, en commençant par les basses
fréquences, ce qui est un phénomène courant dans les algorithmes s’appuyant sur une
direction de descente basée sur le gradient (Bertero1997[Chap.5-6]). Ainsi, si les algo-
rithmes sont interrompus avant d’avoir convergé, seules les basses fréquences sont
correctement retrouvées. En pratique, cet arrêt prématuré peut être vu comme une
manière de régulariser la reconstruction, les basses fréquences étant généralement
plus robustes au bruit, car mieux transmises par l’OTF.

On constate aussi que la déconvolution des images brutes est primordiale pour
avoir une reconstruction de bonne qualité. Pour la méthode RIM-VAR, après 2000
itérations, le facteur de super-résolution dépasse 1,8 après préfiltrage, alors qu’il
n’atteint que 1.5 sans préfiltrage. De même pour RIM-CF, sans préfiltrage, on arrive
difficilement à corriger les hautes fréquences, tout en ayant une erreur significative
dans les basses fréquences. L’ajout de préfiltrage corrige la majorité de cette erreur,
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et permet d’atteindre un facteur de super-résolution compris entre 1.4 et 1.6, ce
qui correspond à une centaine d’itérations de RIM-VAR. Enfin, dans le cadre de la
méthode RIM-STD on constate l’importance du préconditionnement. En comparant
C.1) et A.2), on constate qu’une méthode RIM-STD sans préconditionnement est plus
rapide que RIM-VAR lors des premières itérations, mais semble souffrir du même
problème de stagnation pour la reconstruction des hautes fréquences, qui sont les
plus difficiles à retrouver. Cette perte de vitesse n’est plus présente lorsque l’on active
le préconditionneur.

Notons que le profil des reconstructions laisse penser que toutes les méthodes
itératives auraient pu retrouver la totalité de l’échantillon sur le domaine de super-
résolution, mais seul RIM-STD (avec préfiltrage et préconditionnement) y parvient
avec les contraintes de nombre d’itérations (i.e., de temps) retenues.

3.5.2. Cas des émetteurs isolés
3.5.2.1. Cas des sources isolées

Nous avons pressenti dans le chapitre précédent (section 2.4.1) que le cas des
émetteurs isolés était problématique pour la méthode RIM-CF. Dans le cas d’une
source unique, ou de deux émetteurs éloignés, on s’attend à ce que l’écart-type ne
contienne aucun contenu haute fréquence. Par conséquent, la déconvolution de
l’écart-type ne permettra pas de retrouver les hautes fréquences de l’objet. C’est ce
qui est illustrée Fig. 3.9, ou l’on compare sur un problème 1D 20 asymptotique et sans
bruit, l’estimée produite par la méthode RIM-CF, avec une simple déconvolution
linéaire de l’image widefield. On constate alors que RIM-CF produit une tâche de
diffraction plus large, que ce qui est obtenue avec l’image widefield déconvoluée.
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FIGURE 3.9. – Test de la méthode RIM-CF sans préfiltrage sur une source unique

Le cas d’émetteurs isolés n’est cependant pas particulièrement intéressant pour

20. L’OTF utilisée ici est une OTF dont le profil est la coupe selon l’axe kx de l’OTF 2D, c’est-à-dire le
profil présente Fig. 1.3
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les méthodes par éclairements structurés, puisque les méthodes de localisation type
STORM (Betzig2006) offrent une précision de localisation bien supérieure à un facteur
2. Par ailleurs, les méthodes itératives RIM-VAR et RIM-STD ne sont pas affectées par
ce type de problème, puisqu’elles se basent sur une modélisation plus précise de
l’écart-type.

3.5.2.2. Cas des sources multiples

Dans le cas d’une paire de sources, nous avons vu dans le chapitre précédent (2.42),
que l’interaction entre les sources commençait à être ressentie lorsque les sources
sont proches de la limite de résolution du microscope. C’est précisément dans ce
genre de configuration qu’il est nécessaire d’avoir de la super-résolution. À l’inverse
quand les sources sont éloignées, il n’y a pas d’interaction et on se retrouve dans
le cas d’émetteurs uniques sans gain de résolution. La comparaison RIM-CF, wide-
field déconvoluée pour trois distances différentes entre les sources, dans les mêmes
conditions de simulations que celles Fig. 3.9 est proposée Fig. 3.10.
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FIGURE 3.10. – Évolution des reconstructions de la méthode RIM-CF sans préfiltrage
en fonction de la distance entre les sources

Dans ce cas, quand les sources sont à une distance de l’ordre de λ
2 , elles ne sont

plus séparables sur l’image widefield déconvoluée, mais restent séparables avec la mé-
thode RIM-CF. Dès que cette distance réaugmente un peu, les sources redeviennent
séparables dans l’image widefield déconvoluée, mais la méthode RIM-CF permet
encore une fois de mieux les séparer. Cependant, les erreurs d’inversion dans les
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hautes fréquences peuvent avoir des légers effets sur la localisation des sources, qui
tend à les rapprocher les unes des autres et à leur donner une signature qui n’est plus
symétrique. Si la distance augmente encore, on passe dans un régime où il n’y a plus
d’interaction entre les sources, et dans lequel on retrouve les résultats sur des sources
isolées.

Dans le cas d’une image 2D composée de multiples sources ponctuelles, la résolu-
tion de l’estimateur RIM-CF va donc dépendre localement de la densité de sources,
avec une meilleure résolution dans les zones les plus denses. Ce phénomène est ob-
servé Fig. 3.11, montrant les reconstructions obtenues avec RIM-CF pour différents
niveaux de densité de sources. Notons que dans ce cas, le niveau de résolution va-
rie localement : sur la figure basse densité, les sources isolées produisent une tâche
comparable à la tâche de l’image widefield, mais les sources rapprochées non sépa-
rables dans l’image widefield deviennent séparables avec l’estimateur RIM-CF. Le
gain de résolution apporté par cet estimateur est particulièrement notable dans le
cas d’un échantillon à forte densité. Notons une nouvelle fois que les méthodes ité-
ratives, illustrées avec la reconstruction RIM-STD, produisent la même résolution
indépendamment de la densité.

Widefield déconvolué RIM-CF RIM-CF (avec préfiltre) RIM-STD
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FIGURE 3.11. – Test de la méthode RIM-CF avec et sans préfiltrage et comparaison
avec la méthode RIM-STD, sur différentes densités de sources.

Un dernier point à souligner est qu’après préfiltrage, même dans le cas d’émetteurs
isolés, la méthode RIM-CF arrive à dépasser la résolution de l’image widefield dé-
convolué. Une étude théorique de ce point est cependant plus compliqué à cause de
l’apparition d’une valeur absolue dans l’expression dans l’écart-type modèle associée
à une bille unique.
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3.5.2.3. Initialisation et autres minimas

L’étude asymptotique 1D de deux sources rapprochées est également un bon test
vis-à-vis de la recherche de minima locaux, puisqu’elle permet de lancer des recons-
tructions avec de multiples initialisations, et de facilement comparer la signature
estimée pour chaque bille. Le test réalisé ici est très simple, puisqu’il s’agit de lancer
cinq reconstructions à partir d’initialisation aléatoires dont le support est restreint
à Ωhγ, avec et sans contraintes de signe, et de regarder la reconstruction obtenue à
convergence. Les cinq reconstructions pour une même contrainte d’initialisation sont
alors présentés sur le même graphique Fig. 3.12.
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Initialisation aléatoire positive

Initialisation aléatoire négative

Initialisation aléatoire sans contrainte

FIGURE 3.12. – Etude de l’impact du choix de l’estimée initiale dans la reconstruction
RIM. Le tracé noir tireté correpond à l’objet vrai (deux billes) filtrés sur
Ωhγ, tandis que chaque courbe en trait plein represente une reconstruc-
tion avec une intialisation différente. Dans le cas d’une initialisation
avec un signe constant, les courbes sont superposées, et l’on retrouve
toujours la même reconstruction à convergence, ce qui signifie que le
choix de l’estimée initiale n’a pas d’impact. Cependant, si on choisit
d’utiliser une estimée aléatoire de signe variable, on obtient des re-
constructions qui sont des minimas locaux, et qui ne peuvent pas être
associées à l’objet vrai.

On constate qu’avec une initialisation aléatoire de signe de constant, on obtient
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une unique courbe, correspondant à l’objet filtré sur Ωhγ, ou son opposé si l’initialisa-
tion est négative. Ceci signifie qu’avec une initialisation aléatoire de signe constant,
on retrouvera toujours l’objet vrai restreint àΩhγ. À l’inverse, avec une initialisation
aléatoire sans contraintes de signe, on obtient plusieurs reconstructions différentes à
convergences. La majorité d’entre elles sont inexploitables puisque l’on ne retrouve
plus la structure l’objet. On ne peut en pratique pas se risquer à utiliser une initialisa-
tion aléatoire de signe changeant. Dans la suite, nous veillerons donc à assurer que
l’initialisation utilisée est positive.

3.5.3. Illustration sur des problèmes 2D
3.5.3.1. Données asymptotiques

L’importance du préfiltrage ayant été soulignée tout au long de ce chapitre, tous les
traitements présentés à partir de maintenant se feront avec préfiltrage. Reprenons
l’exemple de la mire de résolution, déjà utilisé précédemment, par exemple Fig. 3.2.
Pour cette densité de fluorescence, la comparaison entre les méthodes RIM-CF, RIM-
VAR et RIM-STD est présenté Fig. 3.13.
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FIGURE 3.13. – Comparaison des différentes méthodes de reconstruction sur une mire
de super-résolution à partir de l’écart-type asymptotique

On constate alors que la méthode RIM-STD arrive à atteindre la limite théorique de
super-résolution en une centaine d’itérations, là où la méthode RIM-VAR n’atteint pas
cette limite après 1000. Ainsi, dans des conditions asymptotiques pour lesquelles on
peut obtenir un gain de résolution maximal, le nombre d’itérations nécessaire porter
la méthode RIM-STD à convergence est plus d’un ordre de grandeur plus faible que
ce qui est nécessaire avec la méthode RIM-VAR. Par ailleurs, du fait de la faible vitesse
de convergence de la méthode RIM-VAR, la méthode RIM-CF arrive à produire des
résultats comparables à une centaine d’itérations de RIM-VAR, mais avec un temps de
calcul bien plus faible, aucune itération n’étant nécessaire.
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3.5.3.2. Données à nombre de speckles fini

Les tests précédents restent cependant irréalistes, puisqu’il s’agit de problèmes
asymptotiques et sans bruit, qui sont parfaitement inversibles. L’intérêt principal de
ces simulations était de caractériser les capacités de reconstruction des différents algo-
rithmes dans des conditions optimales. En particulier, dans ces conditions, nous avons
pu vérifier que les méthodes itératives, permettent bien de retrouver la restriction à
Ωhγde la densité de fluorescence vraie.

Une première façon de se rapprocher des conditions expérimentales serait de tra-
vailler avec un nombre de speckle limité, mais toujours sans bruit. Dans ce cas, les
reconstructions seront basées sur la variance ou l’écart-type empiriques tels que
définit dans (3.14). L’écart-type empirique pour différents nombres de speckles est
représenté Fig. 3.14.
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Asymptotique 50 speckles

100 speckles 500 speckles

FIGURE 3.14. – Comparaison de entre l’écart-type modèle et l’écart-type emprique
avec 50, 100, et 500 réalisations de speckles. La simulation est réalisée
en épifluorescence (h = γ), et après préfiltrage des données.

Commençons par constater que sur ces figures, on retrouve l’effet de gain de résolu-
tion associé au calcul de l’écart-type. Cet effet, déjà discuté, se justifie à partir de (3.19),
modélisant l’écart-type comme l’objet vrai filtré par une PSF super-résolue. Un autre
point à constater est que la résolution de l’écart-type semble également s’améliorer
lorsque le nombre d’images réalisées augmente. Nous considérerons par la suite des
reconstructions à partir d’un écart-type (ou d’une variance) formée à partir de 500
images de speckles. Ces reconstructions sont visibles Fig. 3.15.
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RIM-CF RIM-VAR (10 It.)

RIM-VAR (100 It.) RIM-STD (10 It.)

FIGURE 3.15. – Comparaison des différentes méthodes de reconstruction sur une mire
de super-résolution à partir de l’écart-type formé à partir de 500 images
de speckles

Le premier effet que l’on peut constater est que dans cette situation, l’estimateur
RIM-CF produit une estimée avec une résolution comparable à celle des méthodes
itératives RIM-VAR et RIM-STD. Ceci s’explique assez simplement, si l’on remarque
Fig. 3.14, que les hautes fréquences convergent moins rapidement vers la fréquence
asymptotique. Ce sont également ces fréquences qui sont le plus affectées par la
troncature de rang 1. Ces fréquences étant donc déjà "perdues" à cause de l’erreur de
modèle, la qualité de l’estimateur RIM-CF n’est que faiblement affectée, par la réduc-
tion du nombre de speckle. À l’inverse, pour les méthodes itératives, les fréquences
qui peuvent être retrouvées asymptotiquement deviennent impossibles à reconstruire
à cause du bruit induit par l’utilisation de statistiques non asymptotique n’ayant
pas convergé. Cette perte de résolution maximale s’accompagne d’une réduction du
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nombre d’itérations à convergence, puisqu’il n’est plus possible de reconstruire ces
fréquences. Notons que même dans ces conditions, la méthode RIM-STD garde plus
d’un ordre de grandeur d’avance sur la méthode RIM-VAR.

3.5.3.3. Simulation en présence de bruit

Avant de passer au traitement de données expérimentales, terminons par une ana-
lyse des méthodes d’inversion avec des images bruitées. Dans cette simulation, nous
considérerons des expériences réalisées avec 500 speckles. Les réalisations bruitées z
sont construites comme la somme de deux variables aléatoires y′ et ε. La première,
définie par la loi y′ ∼ P (y), avec y l’image modulée par le speckle, tel qu’introduit
(3.2), s’obtient en tirant pour chaque pixel une valeur aléatoire suivant une loi de
Poisson dont le paramètre est la valeur de y sur le pixel considéré. Ce tirage de Poisson
sert à simuler le shot noise ou bruit de Grenaille modélisant le fait que l’on détecte
des particules élémentaires (photons), et pas un flux lumineux continu. En plus de
ce tirage de Poisson, on ajoute sur chaque image une contribution ε tirée selon une
loi uniforme indépendante pour chaque pixel, simulant le bruit thermique de la
caméra. Dans la suite de cette simulation, ce bruit sera un entier tiré de manière
uniforme entre 0 et 8, analogue à un nombre supplémentaire de photons "détecté".
Notons qu’avec ce formalisme, les données brutes sont indirectement quantifiées,
puisqu’elles correspondent à un nombre de photons détectés sur chaque pixel, et sont
donc entières.

La présence de bruit sur les images nous demande également d’introduire une
mesure de la quantité de bruit par rapport à la quantité de signal. Cette quantité
correspond au rapport signal sur bruit (RSB), dont il existe plusieurs définitions. Dans
la suite, nous considérerons un RSB intégré sur les images défini comme :

RSB = 10log10

( 1

N

N∑
i=1

[z]i

[z]− [y]i

)
(3.49)

avec z l’image bruitée obtenue, et y l’image de la densité de fluorescence modulée par
l’illumination, sans bruit. Le tableau 3.1, présente l’évolution du SNR en fonction du
nombre de photons, tandis que les images brutes (modulées par le speckle, bruitées,
et préfiltrées) ainsi que leurs statistiques (moyenne et écart-type) pour 500 images
sont visibles Fig. 3.16.
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I0 RSB RSB (après préfiltrage)
0.5 -25 dB -20 dB
2 -13 dB -8 dB
8 -2 dB 3 dB

30 9 dB 14 dB

Tableau 3.1. – Évolution du SNR avant et après préfiltrage pour différentes valeurs
d’intensité moyenne du speckle I0, définie (2.5). La normalisation de la
PSF est |h| = 1

Image brute Image bruitée Image filtrée Moyenne Écart-type
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FIGURE 3.16. – Illustration des données brutes et de leurs moyennes, et de leurs écarts-
types pour différents niveaux de RSB

Sur ces images les niveaux de gris correspondent à un nombre de photons détecté.
Sur la première colonne, il s’agit du nombre moyen de photons détectés pour une réali-
sation particulière de speckle, sans bruit. La seconde image représente une acquisition
pour ce motif de speckle, avec shot noise et bruit thermique de la caméra. Les mesures
sont alors des nombres entiers, simulant un nombre de photons effectivement détecté.
Les colonnes suivantes gardent une unité analogue à un nombre de photons, mais
celui-ci n’est plus entier à cause des traitements numériques effectués.
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En particulier, la première simulation avec un RSB de l’ordre de -25dB par image
correspond à des images sur lesquelles le niveau du signal est nettement inférieur à
celui du bruit thermique, qui est la seule contribution visible sur les images brutes.
Néanmoins en combinant l’information des 500 images, et avec le préfiltrage de
celles-ci, on arrive à retrouver une image moyenne analogue à une image widefield
deconvoluée standard. Dans ce cas, on constate même que cette moyenne semble
plus stable et mieux résolue que l’image d’écart-type, et on anticipe qu’un traitement
numérique supplémentaire ne permettra pas de gain de résolution.

En revanche, dès que le niveau de signal augmente légèrement, et que l’on passe à
un RSB de l’ordre de -13dB, pour lequel le signal reste à peine visible, l’écart-type se
stabilise et devient mieux résolue que l’image de moyenne. À partir de là, il semble
possible d’appliquer les traitements numériques de RIM pour améliorer la résolu-
tion. Le gain de résolution de l’écart-type par rapport à la moyenne, semble ensuite
s’améliorer avec le RSB.

Pour ces différents niveaux de bruit, les reconstructions obtenues avec les différentes
méthodes présentées dans cette section sont présentées Fig. 3.17.
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FIGURE 3.17. – Reconstruction obtenue à partir des différentes méthodes d’inversion.
Pour RIM-CF, deux méthodes sont proposées selon l’intégration du
bruit à la modélisation retenue (3.20). Dans le cas 1, ce bruit est sim-
plement négligé, et dans le cas 2 la variance du bruit estimée est retran-
chée avant le calcul de l’écart-type. La méthode RIM-STD est exécutée
jusqu’à convergence, et pour la méthode RIM-VAR, 3 utilise le même
nombre d’itération que RIM-STD, tandis que 4, va jusqu’à convergence.

Dans le cas d’un RSB de -25dB, comme l’écart-type n’était pas exploitable (moins
bien résolu que la moyenne), on retrouve qu’il est impossible d’obtenir une recons-
truction correcte, et la moyenne des images reste un meilleur estimateur. Pour traiter
ce genre de cas avec très peu de signal, une modification du critère utilisée incluant la
moyenne des données serait une amélioration souhaitable.

Si l’on augmente le RSB, on retrouve cependant les conclusions déjà vues en asymp-
totiques, à savoir que l’estimateur RIM-STD converge bien plus vite RIM-VAR, et ceci
à tous les niveaux de SNR. Notons quand même que plus le SNR est élevée, plus le
gain de vitesse de convergence est important, et plus la résolution finale obtenue est
importante. Ce phénomène est également vérifié avec l’estimateur RIM-CF, dont la
résolution augmente avec le SNR. Ainsi, à faible SNR, l’estimée obtenue avec RIM-
CF est de qualité comparable à celle obtenue avec les méthodes itératives, mais les
méthodes itératives deviennent supérieures à fort SNR. On constate également que
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dès que les données sont exploitables (SNR > -2dB), tenir compte de la variance du
bruit d’instrument dans le modèle de l’écart-type au premier ordre (3.20) n’a que peu
d’impact, et les reconstructions sont visuellement identique. A des niveaux de SNR
plus bas (SNR < -13dB) on observe un léger biais si l’on ne retranche pas ce bruit, qui
modifie les valeurs de la reconstruction mais ne change pas l’interprétation globale.

3.5.4. Traitement de données expérimentales
Depuis son implémentation, la méthode RIM-VAR a été régulièrement utilisée pour

le traitement de données expérimentales (Portes2022 ; Jasnin2022), et ce malgré les
limitations de la méthode (le temps à convergence sur des données expérimentales
2D étant de quelques secondes). Les nouveaux algorithmes RIM-CF et RIM-STD,
proposées ici devraient permettre de reproduire les résultats déjà obtenus avec la
méthode RIM-VAR, mais plus rapidement. Pour vérifier cela, nous allons tester les
nouveaux estimateurs sur deux échantillons biologiques.

3.5.4.1. Échantillon 2D de Vimentine

Le premier de ces échantillons est l’échantillon de vimentine utilisé dans l’article
Mangeat2021[Fig.2-A]. L’étude de cet échantillon permet confirmer les phénomènes
constatés auparavant en simulation, et de vérifier l’applicabilité des nouvelles mé-
thodes proposées sur des données expérimentales déjà publiées.

Widefield Ecart-Type RIM-CF

RIM-STD (10 It.) RIM-VAR (10 It.) RIM-VAR (60 It.)

FIGURE 3.18. – Reconstruction 2D sur l’échantillon de vimentine présenté dans
Mangeat2021[Fig.2-A]

La première chose à remarquer, est qu’en termes de vitesse de reconstruction,
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on retrouve les gains de vitesses des méthodes RIM-CF et RIM-STD par rapport à
la méthode RIM-VAR. On retrouve également l’effet rencontré dans la simulation
en présence de bruit, qui dégrade plus fortement les performances des méthodes
itératives RIM-STD et RIM-VAR, que celles de la méthode approchée RIM-CF. Sur
des données expérimentales, ce phénomène est encore plus marqué, car d’autres
sources d’erreurs comme la non connaissance de la PSF et de la fonction d’auto-
corrélation des éclairements, viennent s’ajouter au modèle. Si ces quantités peuvent
être estimés; la PSF ici ayant été estimée par la méthode STAR (Debarnot2020), il
restera des imprécisions résultant en une erreur de modèle fondamentale ayant plus
d’impact sur les modèles les plus précis (RIM-VAR et RIM-STD). Par conséquent, sur
ce type d’échantillon, la reconstruction obtenue avec la méthode RIM-CF est bien
plus proche des reconstructions itératives.

Un autre point concernant l’observation de données biologiques doit être fait ici.
En effet, les reconstructions finales de RIM-CF, RIM-STD et RIM-VAR affichent toutes
des oscillations de Gibbs qui sont la conséquence parfaitement normale d’une dis-
continuité dans le spectre de la reconstruction, liée à une égalisation des fréquences
dansΩhγ. Un expérimentateur pourrait donc préférer une inversion plus proche de
celle de la méthode RIM-VAR avant convergence. En pratique, cette image correspond
à une version plus régularisée (et donc moins résolue) de la reconstruction obtenue
par troncature anticipée des itérations. Cette forme de régularisation s’explique en
constatant Fig.3.6 que les basses fréquences sont reconstruites en premier. Ainsi, des
résultats comparables pourraient également être obtenus avec les autres méthodes en
augmentant le paramètre de régularisation µ. Si le choix final du réglage du paramètre
de régularisation doit être laissé à l’expérimentateur, de futures améliorations dans
les approches inverses peuvent être envisagée pour réduire ces phénomènes. Les
approches les plus évidentes sont la mise en place d’une contrainte de positivité (le
phénomène de Gibbs créant des valeurs négatives), ou l’implémentation de régula-
risation plus compliquée que la régularisation L2. On pensera ici en particulier à la
régularisation par variation totale (Rudin1992), qui vise à favoriser des images avec
des bords francs.

3.5.4.2. Image de l’intérieur d’une cellule

Pour finir, nous proposons d’imager l’intérieur d’une humaine U2OS, marquée
avec un marquage SYTOX green. Cet échantillon est particulier puisqu’il s’agit d’un
échantillon 3D dense qui ne vérifie plus l’hypothèse d’échantillon plan, introduite
section 1.1.5.3 pour la microscopie 2D. Ainsi, expérimentalement, en plus de la fluo-
rescence au niveau du plan d’intérêt (le plan focal), on enregistre également la fluores-
cence hors focus venue des autres plans. Cette fluorescence se traduit sur une grosse
perte de contraste dans l’image moyenne (voir Fig. 3.19), que l’on modélise comme
un bruit traité par l’estimateur de fond (Labouesse2021a).
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Image brute Widefield Widefield déconvolué Ecart-Type

RIM-CF RIM-STD (10 It.) RIM-VAR (10 It.) RIM-VAR (50 It.)

FIGURE 3.19. – Reconstruction 2D sur 400 images de speckles réalisées à l’intérieur
d’un échantillon biologique épais. L’image widefield affiche une perte
de contraste à cause de la fluorescence issues des plans hors focus qui
est en partie corrigée lors du calcul de l’écart-type (DSI).

On constate alors que le contraste est restauré dès le calcul de l’écart-type, un phé-
nomène déjà présenté avec la méthode du Dynamic Speckle Imaging (Ventalon2005).
Ce gain de contraste est évidemment conservé lors des reconstructions, et le traite-
ment RIM apporte en plus une amélioration de la résolution transverse. On observe
alors les mêmes effets que précédemment, à savoir une convergence accélérée pour
la méthode RIM-STD, et une méthode RIM-CF qui affiche des gains de résolution
similaires aux méthodes itératives.

Pour les méthodes les mieux résolues, il y a cependant une apparition d’artefacts
hautes fréquences liée à l’inversion du signal hors-focus. L’idéal pour éliminer ces
artefacts, serait de pouvoir procéder à une inversion RIM sur des acquisitions 3D. Le
traitement de telles acquisitions implique nécessairement une explosion de la taille
des données, et des temps de calculs associés. C’est dans ce cadre que les méthodes
rapides RIM-CF et RIM-STD présente leur intérêt. Il reste alors à étudier la mise en
œuvre expérimentale de l’acquisition 3D afin de construire un schéma RIM consistant
avec ce qui a été présenté dans le chapitre (2.1). Ces questions seront discutées dans
le chapitre suivant.
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4.1. Spécificités de l’imagerie 3D

4.1.1. Image d’une coupe transverse de l’échantillon
Jusqu’à présent, nous nous sommes limités à l’étude de RIM dans le cadre de la

microscopie 2D, où les échantillons sont contenus dans le plan focal objet du mi-
croscope. Cependant, dans un cadre général, les objets observés ne sont pas plans,
mais s’étendent dans la direction de l’axe optique sur une distance de l’ordre de plu-
sieurs longueurs d’onde, soit quelques micromètres au moins. On distingue alors
deux régions de l’échantillon. Une région en focus, proche du plan focal, produisant
une image consistante avec le modèle 2D étudié jusqu’à présent, et une région hors
focus, contenant le reste des fluorophores. Dans le cadre de la microscopie en épi-
fluorescence, tous les fluorophores sont éclairés en même temps, donc une image
réalisée dans le plan focal image du microscope reflètera simultanément les contribu-
tions en focus (que l’on souhaite mesurer) et hors focus, ce qui se traduira par une
perte de contraste sur l’image finale. Une illustration simple de ce phénomène est
représentée Fig. 4.1, simulant l’observation d’une croix 2D placée à l’intérieur d’une
sphère creuse.

Objet Vrai (Coupe XY) Objet Vrai (Coupe XZ) Image modèle 2D Image modèle 3D

FIGURE 4.1. – Comparaison normalisée d’une image widefield du plan focal pour un
objet 3D. Le plan focal se situe au centre de la sphère de la seconde image.
Le modèle 2D qui ne prend pas en compte la fluorescence hors focus
est significativement différent de ce que l’on observe avec le modèle 3D

Dans le cas d’une modélisation 2D, la PSF est 2D et l’échantillon est décrit unique-
ment par la densité de fluorescence au niveau du plan focal objet. Cela correspond à
la croix et au cercle d’intersection entre la sphère et le plan focal. L’image 2D reproduit
fidèlement ces deux structures malgré la perte de résolution induite par la diffraction.
Cependant, si l’on modélise l’image du même échantillon en prenant en compte le
caractère tri-dimensionnel de l’objet, de la PSF et de l’illumination, on constate que
la croix n’est plus visible. Cette disparition résulte d’une perte de contraste induite
par la fluorescence issue de la sphère qui entoure la croix. Cet exemple montre que la
simple présence de fluorescence hors focus peut totalement occulter certains détails
d’une observation.

Mathématiquement, le modèle de formation d’image au niveau du détecteur est
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celui donné dans l’équation (1.16). Pour rappel, ce modèle est :

Y (x) =
∫

h(x−x1, zF − z1)ρ(x1, z1)I3D(x1, z1)dx1dz1 (4.1)

où x est une variable à deux dimensions décrivant les coordonnées transverses (per-
pendiculaires à l’axe optique), z1 une variable scalaire décrivant la position le long
de l’axe optique (dans l’espace objet), et zF est la position du plan focal objet du mi-
croscope. La PSF d’observation h est la PSF 3D en intensité définie dans le chapitre 1,
dont les coupes axiales et transverses sont présentées Fig. 4.2, avec l’OTF associée.

Coupe Transverse en z = 0 Coupe Axiale en y = 0
6

r
x

r
y

6

r
x

r
z

FIGURE 4.2. – Coupe Axiale et transverse de la PSF et support dans l’espace de Fourier

Pour rappel, cette OTF est l’auto-corrélation d’une calotte de sphère. La forme
résultante est alors similaire à un tore, mais avec un rayon intérieur nul, c’est-à-dire
sans trou (Horn torus), et avec des extrémités pointues. Le rayon extérieur vaut 2N A

λ ,
ce qui correspond à la limite de diffraction classique pour la microscopie 2D. Dans

la direction axiale, l’épaisseur maximale est N A2

2λ . Il est alors impossible de définir
une résolution axiale, puisque celle-ci va fortement dépendre de l’objet. Les deux
exemples principaux (la bille et le plan de fluorescence) seront étudiés plus tard dans
ce chapitre, mais une première analyse peut être faite à partir du support spectral de
l’OTF. Les objets variant lentement dans la direction transverse auront des fréquences
axiales proches du cône manquant qui ne seront que faiblement transmises et seront
donc difficile à localiser.

4.1.2. Acquisition d’une image 3D
4.1.2.1. Principe général

Pour le moment, le modèle d’observation donné par l’équation (4.1) nous permet
uniquement d’acquérir une image 2D de l’échantillon. Pour construire une image
3D, il est alors nécessaire d’empiler de multiples images 2D obtenues à différentes
distances focales. Une façon naïve de construire une telle image 3D serait de déplacer
la position du détecteur. Malheureusement, faire ceci reviendrait à changer la PSF
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de l’équation (4.1), et le modèle résultant ne serait plus un modèle de convolution
facilement exploitable 1.

Ainsi, pour réaliser une acquisition 3D convenable, les changements doivent s’opé-
rer dans l’espace objet. Plus précisément, il est nécessaire de changer la position
relative de l’échantillon par rapport au plan focal objet du microscope, ce qui se fait
classiquement de deux manières. La première consiste à déplacer mécaniquement
l’échantillon, par exemple avec un système piézo-électrique (Gobel2007), tout en
gardant les plans focaux fixes. La seconde approche, dite "remote focusing" propose
de déplacer la position du plan focal objet, sans toucher l’échantillon ou l’objectif.
Ceci peut être fait en introduisant une lentille accordable sur le chemin de collection
(Botcherby2008).

Lorsqu’un éclairement non uniforme est utilisé, il y a une différence fondamentale
entre les deux approches. En effet, comme illustré Fig. 4.3, la translation de l’échan-
tillon change la position relative de l’échantillon par rapport à l’éclairement, ce qui
n’est pas le cas avec un système de remote focusing. En conséquence, les modèles de
formation d’images sont différents pour les deux modèles d’acquisitions.

Acqusition en translatant l’échantillon

Acqusition en remote focusing

FIGURE 4.3. – Illustration de la différence entre la translation du plan focal et de
l’échantillon dans le cadre d’une acquisition 3D avec un éclairement
de speckle. On constate que l’illumination mesurée au niveau du plan
focal diffère entre les deux approches.

4.1.2.2. Modélisation

En pratique, les plans d’observation sont acquis les uns à la suite des autres. Il est
donc théoriquement possible d’utiliser une illumination différente pour chaque plan

1. Ce point est abordé plus en détail dans le chapitre 1, par exemple section 1.1.5.2
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acquis. Supposons que l’échantillon soit déplacé d’une distance zt . 2, L’image mesurée
par la caméra est alors donné par :

YPlan(x, zt ) =
∫

h3D(x−x1, zF − z1)ρ(x1, z1 − zt )I (x1, z1, zt )dx1dz1 (4.2)

YPlan(x, zt ) =
∫

h3D(x−x1, zF + zt − z1)ρ(x1, z1)I (x1, z1 − zt , zt )dx1dz1 (4.3)

Dans cette modélisation I (·, ·, zt ) correspond à l’éclairement 3D qui a été utilisé
lorsque l’échantillon a été translaté d’une quantité zt . Le modèle d’observation obte-
nue n’est alors pas une convolution 3D, l’illumination I affichant une dépendance
vis-à-vis de la variable zt .

4.1.2.3. Application au cas de la translation

Pour se rapprocher d’un modèle de convolution, il suffit de ne pas changer l’illu-
mination au cours de la translation de l’échantillon. Cette hypothèse est en fait très
faible, puisqu’il n’y a pas de raison pratique à vouloir modifier l’illumination entre
deux plans successifs. Dans ce cas, on a I (·, ·, zt ) =I (·, ·,0) = I (·, ·) pour toute valeur
de zt . L’expression (4.3) se simplifie alors pour donner le modèle formation de l’image
3D lorsque l’on translate l’échantillon, dans une même illumination.

YTrans(x, zt ) =
∫

h3D(x−x1, zF + zt − z1)ρ(x1, z1)I (x1, z1 − zt )dx1dz1 (4.4)

Notons ici que le modèle obtenu ne correspond pas tout à fait au produit de convolu-
tion h⊗(ρI ). On retrouve bien ce modèle vis-à-vis des variables transverses, mais pour
la variable axiale, le modèle est de la forme (hIs)⊗ρ, avec Is , une version symétrique
de I .

4.1.2.4. Application au cas de remote focusing

Pour obtenir rigoureusement un modèle de convolution 3D, il faut que l’échantillon
et l’illumination gardent la même position relative au cours de l’acquisition, ce qui se
fait en modifiant la position du plan focal avec un système de remote focusing. Dans ce
cas, c’est directement la position zF qui est modifiée dans l’équation (4.1). Le modèle
de formation de l’image 3D est alors directement donné par :

YRemote(x, zt ) =
∫

h3D(x−x1, zF + zt − z1)ρ(x1, z1)I (x1, z1)dx1dz1 (4.5)

qui correspond effectivement à une convolution 3D de la forme h ⊗ (ρI ).

2. On trouverait un modèle équivalent en supposant un remote focusing, puisque l’on pourrait
librement redéfinir E
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4.1.2.5. Cas du multifocus

Une dernière possibilité pour réaliser une acquisition 3D de l’échantillon serait d’ac-
quérir simultanément l’ensemble des plans d’intérêts, avec un système dit Multifocus
(Prabhat2004). Dans ce cas, plusieurs plans focaux sont conjugués avec le plan image,
et tout se passe comme si l’on pouvait acquérir des images selon le modèle (4.1) mais
pour plusieurs valeurs de zF en une seule fois. Cependant, cette approche ne permet
généralement pas d’acquérir suffisamment de plans pour permettre l’acquisition 3D
complète en une seule fois. Il faut alors soit déplacer l’échantillon, soit les plans focaux
afin de finir l’acquisition 3D, ce qui nous ramène sur le même type de modélisation
que précédemment.

4.1.3. Retour en imagerie conventionnelle
Maintenant que l’on dispose d’un modèle d’acquisition 3D, regardons ce qui se

passe dans le cadre l’imagerie 3D conventionnelle, sous illumination uniforme. Com-
mençons par remarquer que dans ce cas, il n’y a pas de question à se poser vis-à-vis
de la méthode d’acquisition, puisque les modèles (4.4) et (4.5) deviennent équivalents.
Dans tous les cas on observe une image proportionnelle à la quantité h ⊗ρ, et on
retrouve le modèle standard de convolution classique de l’image widefield, avec les
pertes de fréquences induites par la convolution avec la PSF 3D.

4.1.3.1. Observation de sources ponctuelles

Considérons, par analogie avec le problème de limite de résolution 2D, un objet
composé d’une paire de sources ponctuelles alignées le long de l’axe optique du
microscope. Du fait de la convolution 3D, chacune des sources est remplacée par une
PSF, ce qui leur donne une large extension dans la direction z. Les images obtenues
pour différentes distances entre les billes sont représentées Fig. 4.4.

Sources éloignées Sources à peine séparables Sources inséparables

FIGURE 4.4. – Illustration de la capacité à séparer deux sources positionnées sur l’axe
optique en fonction de leur distance.
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On constate que la fluorescence hors focus produite par chaque source n’est ressen-
tie qu’à une portée limitée, de l’ordre de 2λ

N A2 , correspondant à l’inverse de la fréquence
maximale transmise sur l’OTF. Comme dans le cas 2D, si les billes se rapprochent trop
les unes des autres, il devient impossible de séparer leur contribution. Par analogie, on
aimerait définir cette distance comme la capacité de résolution axiale du microscope.
Une telle définition est cependant trompeuse, puisqu’elle ne s’applique qu’à de petits
objets dont les fréquences spatiales couvrent un large domaine.

4.1.3.2. Cas d’un plan de fluorescence

Cependant, pour des objets étendus, lentement variables dans le plan transverse,
dont le spectre en fréquence se concentre autour de l’origine, la capacité de résolution
axiale est amoindrie. Typiquement, plus l’objet considéré est basse fréquence, plus
la lumière hors focus sera ressentie à une distance importante, jusqu’à être infinie
pour un plan de fluorescence uniforme infiniment étendu. Ce phénomène est illustré
Fig. 4.5 avec un objet de plus en plus dense, c’est-à-dire une surface carrée placée
perpendiculairement à l’axe optique, de plus en plus large.
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FIGURE 4.5. – Illustration du problème de sectionnement optique

On vérifie bien que plus le carré est large, plus la fluorescence hors focus est enre-
gistrée de manière intense sur de longues distances, et dans le cas extrême d’un plan
de fluorescence infini perpendiculaire à l’axe optique, l’image observée est uniforme.
Dans ce cas, la transformée de Fourier de l’échantillon est localisée précisément dans
le cône manquant de l’OTF. Seule la fréquence nulle est transmise et l’image enregis-
trée affiche une intensité spatialement uniforme. Il est alors impossible de localiser un
plan de fluorescence. Par conséquent, il sera impossible de séparer, ni même de voir,
deux plans perpendiculaires à l’axe optique, et ce, quelle que soit leur distance. Dans
ce cas, on parle plus généralement de la capacité de sectionnement optique du mi-
croscope, qui est nulle dans le cas d’une image widefield conventionnelle. C’est cette
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absence de sectionnement qui est à l’origine de la majorité de la perte de contraste
induite par la fluorescence hors focus, comme illustré sur la Fig. 4.1.

4.2. Super-résolution 3D

4.2.1. Enjeux
Dans la section précédente, nous avons montré que l’image d’un échantillon 3D, sur

un plan unique ou dans sa globalité après une acquisition 3D, subit, en plus de la perte
de résolution liée à la diffraction, une perte de contraste liée à la fluorescence hors
focus. Un objectif important de la microscopie super-résolue 3D est de rejeter cette
fluorescence hors focus, si possible en conservant le gain de résolution transverse.
Nous allons voir que toutes les stratégies de super-résolution 2D que nous avons
présentées dans le chapitre 1 s’adaptent assez naturellement à l’imagerie 3D.

La stratégie principale des techniques d’imagerie 3D super-résolues est identique
à celle déjà appliquée en 2D. Il s’agit de combiner l’information contenue dans de
multiples images de l’échantillon obtenues en modifiant l’activation de la fluorescence.
Un avantage significatif de cette approche en 3D est qu’en activant seulement une
partie des fluorophores sur chaque image, on transforme un objet possiblement basse
fréquence en objet présentant artificiellement des hautes fréquences transverses et
dont les fréquences axiales peuvent alors être transmises.

4.2.2. Méthodes par éclairements structurés
Pour obtenir du sectionnement optique en microscopie 3D, la stratégie d’éclaire-

ment la plus simple à concevoir n’est plus basée sur des éclairements harmoniques,
mais sur des éclairements focalisés. En effet, pour obtenir un meilleur sectionne-
ment optique, il suffit de ne pas éclairer les fluorophores qui ne sont pas dans le
plan focal, en restreignant l’illumination à ce dernier. Dans ce cas, on s’épargne éga-
lement les considérations liées à la méthode d’acquisition des images puisque l’on
se ramène à un modèle d’imagerie proche de l’imagerie 2D pour chaque plan. Il y a
alors deux stratégies d’illumination classiques. La première est la microscopie Light-
Sheet (Keller2008), dans laquelle on éclaire seulement une tranche de l’échantillon
de manière perpendiculaire, et l’on capte l’image de fluorescence sur une caméra.
L’autre méthode est la microscopie confocale (Pawley2015) où l’on scanne le plan
focal avec un faisceau focalisé, c’est-à-dire un éclairement semblable à une PSF et
on capte la fluorescence sur un détecteur unique placé à une position conjuguée à
celle de l’éclairement focalisé. Cette dernière approche permet, en plus du gain en
sectionnement, un doublement de la résolution transverse. En pratique, en prenant
en compte le fait que l’éclairement ne puisse pas être focalisé de manière infiniment
fine, on peut montrer que la microscopie confocale permet d’imager l’échantillon
avec un PSF dont le support spectral est l’auto-corrélation de l’OTF 3D, qui est le
maximum de résolution atteignable en microscopie linéaire, et qui correspond à un
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"doublement de la résolution 3D".
Plusieurs techniques de microscopie 3D large champ exhibant du sectionnement

optique ont aussi été développées avec des éclairements structurés de type grilles
de lumière couplés à l’utilisation d’un algorithm de reconstruction adapté. Il a été
proposé d’utiliser un motif périodique dans les directions transverses, mais invariant
selon z (stratégie à deux faisceaux), ou d’utiliser un motif périodique dans les trois di-
mensions (stratégie à trois faisceaux). Si l’illumination deux faisceaux est plus facile à
mettre en œuvre expérimentalement, elle demande un compromis entre la résolution
transverse maximale réalisable et la capacité de sectionnement. En effet, si l’on privi-
légie la super-résolution avec des grilles ayant une fréquence proche de la fréquence
maximale de l’OTF (SIM-SR), la capacité de sectionnement est quasiment nulle. Afin
d’obtenir un SIM offrant du sectionnement optique (SIM-OS), il est nécessaire d’uti-
liser des grilles avec une fréquence plus faible, ce qui compromet les capacités de
super-résolution (Neil1997). Ces phénomènes surprenants s’expliquent facilement
avec l’analyse du support spectral des illuminations présenté Fig. 4.6. L’illumination à
trois faisceaux est plus compliquée, puisqu’elle demande de faire en sorte que l’échan-
tillon "voit" une structure harmonique dans la direction axiale (Gustafsson2008). Une
telle configuration permet d’avoir une illumination avec des composantes fréquen-
tielles axiale non nulles, ce qui permet, avec plus d’illuminations, d’obtenir le même
niveau de résolution et de sectionnement que la microscopie confocale.
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FIGURE 4.6. – Domaines de fréquences accessibles pour les différentes stratégies SIM
3D. Dans le cas du SIM deux faisceaux (SIM-SR et SIM-OS), l’illumina-
tion est invariante en z, et les pics de Dirac doivent nécessairement se
situer dans le plan kz = 0. Lorsque la fréquence des pics est proche de
la limite de diffraction (SIM-SR), on n’observe quasiment aucun gain
de sectionnement optique. Il faut alors réduire la fréquence des pics et
perdre en résolution transverse pour accroître la capacité de sectionne-
ment (SIM-OS). Dans le cas de l’approche à trois faisceaux, l’éclairement
présente des fréquences spatiales non nulles selon kz , ce qui permet
d’agrandir le domaine de reconstruction en transverse et en axial.

L’illumination de speckle s’est aussi avérée très efficace pour obtenir du sectionne-
ment optique. Le sectionnement optique est obtenu de manière très simple en for-
mant l’écart-type des multiples images enregistrées sous différents speckles(Ventalon2005).
Avec les résultats de RIM présentés dans le chapitre 2, on sait que :

— L’écart-type est similaire à l’objet filtré par une PSF super-résolue
— Cet écart-type peut être traité numériquement pour une meilleure estimation,

afin de permettre une reconstruction quantitative des fréquences de l’objet sur
un domaine correspondant à l’auto-corrélation de l’OTF (voit Fig. 4.7).
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OTF en fluorescence Domaine de reconstruction RIM

FIGURE 4.7. – Support de l’OTF du microscope et domaine de reconstruction théo-
rique pour la méthode RIM 3D.

Une analyse de SIM-3D et de RIM-3D montre que ces méthodes d’éclairements
structurés permettent, avec un traitement numérique approprié, de reconstruire les
fréquences spatiales de l’objet sur un domaine correspondant au support du carré
de la PSF (i.e. la résolution d’un confocal ideal), ce qui est le maximum possible
en microscopie linéaire. Notons qu’en 3D, il n’y a plus de cône manquant dans le
domaine super-résolu, et la fréquence nulle correspond cette fois à un maximum
de fréquences transmises, ce qui démontre le gain de sectionnement des différentes
méthodes proposées. Par ailleurs, les fréquences axiales sont maintenant transmises
de manière quasiment uniforme, ce qui permet de mieux justifier une notion de
résolution axiale.

4.2.3. Autres méthodes de super-résolution 3D
4.2.3.1. SOFI

La méthode SOFI passe de manière assez naturelle au 3D (Dertinger2009), avec
l’avantage de ne pas avoir à se soucier de la méthode d’acquisition, ce qui se justifie
par le fait que l’illumination utilisée est uniforme, et que le scintillement des fluoro-
phores est totalement décorrélé. Le principe présenté dans la section 1.4.2 s’applique
directement en 3D, ce qui permet de comprendre aisément que cette méthode permet
de gagner en capacité de sectionnement sans compromettre la résolution transverse.
La méthode garde cependant les mêmes limitations que celles de la méthode 2D. Expé-
rimentalement, seulement certains fluorophores ont des propriétés de scintillement
compatible avec ce type de méthode. Le moment d’ordre n, dépend de la brillance du
fluorophore à la puissance n, ce qui va éliminer le signal des fluorophores les moins
brillants. Enfin, beaucoup d’images sont nécessaires pour obtenir une estimée stable
du moment d’ordre n, et en pratique on se limite généralement seulement au moment
d’ordre 2, ce qui limite les gains de résolution effectivement obtenus.
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4.2.3.2. Méthodes de localisation

Pour les méthodes de localisation (PALM et STORM), le passage au 3D est encore
plus simple (Jones2011), puisqu’il peut se faire en se basant sur des images 2D. En effet,
l’image 2D d’un fluorophore est suffisante pour estimer à la fois sa position transverse
(comme en 2D), mais également sa position axiale, en se basant sur le motif de dé-
focalisation observé. Cependant, si la PSF d’observation est celle présentée Fig. 4.2, la
symétrie par rapport au plan z = 0 laisse une ambigüité sur la localisation axiale. Pour
la lever, il faut soit acquérir plusieurs plans de manière simultanée (Juette2008), soit
casser la symétrie en z de la PSF par exemple en introduisant une lentille cylindrique
dans le montage optique (Huang2008).

Dans le cadre de la microscopie 3D, ces méthodes sont cependant confrontés à une
nouvelle difficulté : le chevauchement de la signature de deux fluorophores. Dans le
cas d’une image 3D, ce chevauchement peut avoir lieu, dès que les fluorophores ont
des positions transverse proches, et ce indépendamment de leur distance axiale. Cette
contrainte limite d’autant plus la densité des échantillons observable avec ce type de
méthode.

4.3. Mise en œuvre de RIM 3D

4.3.1. Acquisition des images
Nous avons déjà vu que si les images étaient obtenues en remote focusing, on

pouvait directement appliquer les techniques RIM développées dans les chapitres 2 et
3. Cependant les acquisitions 3D basées sur la translation de l’échantillon utilisent
un montage expérimental bien plus simple et bien plus courant. Nous considérerons
donc, en plus du modèle de remote focusing, deux méthodes d’acquisition basées
sur la translation de l’échantillon, selon que l’on change l’illumination entre chaque
translation ou non.

Ceci nous donne donc trois approches différentes pour les acquisitions d’images
RIM en 3D, correspondant naturellement aux trois modèles de formation présentés
dans la section 4.1.2, qui, du plus proche au moins proche d’un modèle de convolution
3D sont :

— L’acquisition RIM en remote focusing, associée au modèle (4.5). Dans cette ap-
proche, on réalise une série de scans 3D de l’échantillon en bougeant le plan
focal avec un système de type remote focusing ; le speckle éclairant l’échantillon
reste le même pendant toute la durée du scan.

— L’acquisition RIM en translation, associée au modèle (4.4). Dans cette approche,
l’échantillon est translaté à travers l’illumination de speckle qui reste fixe.

— L’acquisition RIM "plan par plan" associée au modèle (4.3). On translate l’échan-
tillon et on réalise différentes séries de speckle à chaque position.

Afin d’étudier les différences des trois modalités d’acquisition, nous procéderons
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à des simulations XZ 3 dans lesquelles l’objet est une tranche très fine selon y pré-
sentant la même mire de résolution qu’utilisée jusqu’à présent mais cette fois dans
le plan (x, z). L’image widefield ainsi qu’une référence correspondant à la densité de
fluorescence vraie, filtrée surΩhγsont représentées Fig. 4.8.

Objet Vrai Image Widefield Référence super-résolue

FIGURE 4.8. – De gauche à droite : objet de référence, image widefield et objet vrai
filtré surΩhγ, correspondant à la reconstruction la plus résolue qu’il soit
possible d’obtenir avec RIM.

Sur cette mire, on constate que l’image widefield perd une partie des raies, prin-
cipalement celles qui sont presque parallèles à l’axe optique. Ceci se justifie assez
simplement, ces zones étant associées à des basses fréquences transverses. Sur l’image
super-résolue, on arrive cependant à récupérer la majorité du signal, et seules les zones
avec des hautes fréquences axiales et transverses sont perdues. On note néanmoins
encore une fois le caractère anisotrope de la PSF, même sur l’image super-résolue.

Une image non bruitée obtenue selon chacune des trois modalités est proposée
Fig. 4.9. La méthode plan par plan affiche des artefacts à haute résolution dans la direc-
tion axiale. Ces artefacts sont une conséquence directe du changement d’illumination
entre deux plans successifs, qui se traduit par une discontinuité de l’illumination
apparente sur l’image 3D. À l’inverse, si l’on réalise les acquisitions en translatant
l’échantillon, on a l’impression que l’illumination apparente est quasiment invariante
dans la direction axiale. Dans ce cas, l’intensité perçue au niveau du plan focal est
toujours la même, donc les zones lumineuses seront toujours aux mêmes positions
transverses et c’est principalement la lumière hors focus qui sera modulée. Au final,
seule la méthode en remote focusing semble garder la structuration XZ des speckles
sur les images brutes.

3. i.e., un problème dont la PSF est la coupe axiale de la PSF 3D présenté Fig. 4.2

122



4. Application à l’imagerie 3D – 4.3. Mise en œuvre de RIM 3D

Plan par plan Translation Remote focusing

FIGURE 4.9. – Une image XZ tavelée obtenue pour les différente méthpdes d’acquisi-
tion proposées. De gauche à droite : acquisition plan par plan, acquisi-
tion en translatant l’échantillon et acquisition en remote focusing.

4.3.2. Calcul de la variance
La première étape nécessaire à la mise en œuvre des algorithmes de type RIM, est de

calculer la variance modèle pour chacune des acquisitions. Le modèle d’observation
plan par plan (4.3), pouvant englober à la fois les acquisitions en remote focusing
et les acquisitions en translation, partons de celui-ci pour calculer la variance. Pour
alléger la notation, on fixera de plus de manière arbitraire zF = 0, ce qui donne pour
expression de la variance :

Var(x, zt ) =
Ï

h(x−x1, zt − z1)ρ(x1, z1)〈I (x1, z1; zt )I (x2, z2; zt )〉
ρ(x2, z2)h(x−x2, zt − z2)dx1dx2dz1dz2

. (4.6)

Quelle que soit la modalité d’acquisition, il est alors nécessaire de calculer la cor-
rélation des illuminations afin de la réinjecter dans l’expression (4.6). Dans le cadre
des acquisitions plan par plan, chaque illumination I (·, ·, zt ) est un speckle 3D. Les
speckles étant choisis aléatoirement et indépendamment pour chaque valeur de zt , les
illuminations sont décorrélées selon cette variable. Leur covariance est donc donnée
par :

γI = 〈I (x1, z1, zt )I (x2, z2, z ′
t )〉 = γ(x1 −x2, z1 − z2)δ(zt − z ′

t ), (4.7)

avec γ la fonction de corrélation 3D du speckle, qui en épi-fluorescence est propor-
tionnelle à la PSF. Pour les deux autres méthodes d’acquisition, en reprenant les ex-
pressions des illuminations utilisées dans les modèles (4.4) et (4.5), l’auto-corrélation
des illuminations est donnée par :

〈I (x1, z1 − zt )I (x2, z2 − z ′
t )〉 = γ(x1 −x2, z1 − z2 + z ′

t − zt ) (4.8)

〈I (x1, z1)I (x2, z2)〉 = γ(x1 −x2, z1 − z2) (4.9)

respectivement pour les acquisitions en translation et en remote focusing. Quel que
soit le modèle d’acquisition, la corrélation des illuminations s’exprime à partir de la
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corrélation 3D des speckles γ, et éventuellement d’une dépendance en zt − z ′
t . Ce-

pendant, lors du calcul de la variance (4.6), on a toujours z ′
t = zt , et cette dépendance

disparaît. Les équations (4.8), (4.9) et (4.7) deviennent toutes équivalentes puisqu’il ne
reste que γ(x1−x2, z1−z2). Ainsi, quelle que soit la modalité d’acquisition, la variance
asymptotique est toujours donnée par :

VarRemote(x, zt ) =
Ï

h(x−x1, zt − z1)ρ(x1, z1)γ3D(x1 −x2, z1 − z2)
ρ(x2, z2)h(x−x2, zt − z2)dx1dx2dz1dz2

(4.10)

Notons ici que l’on retrouve l’expression de la variance modèle (2.17) du chapitre 2,
dérivée lorsque le modèle de formation d’image est une convolution, que l’on aurait
également pu directement appliquer au cadre des acquisitions en remote focusing.

Ainsi, même si chaque méthode d’acquisition crée des structures en z particu-
lières sur les images brutes, ces structures devraient s’uniformiser lors du calcul de
la variance. Ce phénomène s’observe Fig. 4.10, où plus le nombre de speckles est
élevé, plus les écarts-types sont similaires les uns aux autres. De plus, même avec
un nombre limité de speckles tous les écarts-types offrent une meilleure capacité de
sectionnement que l’image widefield simple.
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FIGURE 4.10. – Comparaison de l’écart-type 3D, pour 100, 500, et 2500 réalisations de
speckle pour les 3 modalités d’acquisition 3D

Dans le cas où aucun prétraitement n’est appliqué sur les images brutes, et sous
réserve d’avoir suffisamment d’images pour limiter les impacts du caractère non
asymptotique de la variance, les 3 méthodes d’acquisition peuvent être utilisées avec
les algorithmes RIM proposés dans le chapitre précédent.

4.3.3. Discussion relative au préfiltrage
Dans le chapitre 3, nous avons vu qu’un préfiltrage des données permettait de

faciliter les traitements numériques, en offrant une meilleure sensibilité aux hautes
fréquences de l’échantillon, ainsi qu’une suppression partielle du bruit. Si cette étape
n’est pas obligatoire, elle permet néanmoins d’accroître la résolution atteignable
pour la reconstruction non itérative RIM-CF, et de grandement réduire le temps de
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convergence des méthodes itératives RIM-VAR et RIM-STD.
Cependant, le préfiltre est appliqué sur les images brutes dont les caractéristiques

dépendent fortement de la méthode d’acquisition (au contraire de leur variance ou
moyenne). Le préfiltre sera donc différent selon les méthodes d’acquisition. L’an-
nexe D, détaille mathématiquement quel type de préfiltrage est adapté à chaque
méthode.

Dans le cadre des acquisitions en remote focusing, nous avons déjà vu que tout le
formalisme RIM déjà développé restait valide, par conséquent, n’importe quel préfiltre
3D peut être utilisé, et on peut conserver le filtre inverse régularisé de h proposé dans
la section 3.2.2.

Dans les autres cas, les images ne sont plus des convolutions 3D, mais gardent
leur aspect de convolution 2D vis-à-vis des variables transverses. Par conséquent, un
préfiltre totalement 3D n’est directement utilisable, et il faut se limiter à l’utilisation
d’un préfiltre 2D sur chacun des plans de l’acquisition. On choisit alors de préfiltrer
chaque plan indépendamment par le filtre inverse associé à la PSF 2D, h(·,0), corres-
pondant à la coupe transverse de la PSF h dans le plan z = 0. Ce type de préfiltrage
ne permet pas d’améliorer la sensibilité axiale des images, et offre une moins bonne
suppression du bruit, ce qui devrait se répercuter sur la qualité des reconstructions.
Cette différence est notable lorsque l’on compare les écart-types préfiltrées pour les
trois méthodes d’acquisition (Fig. 4.11), sur lesquels on constate une nette différence
entre les préfiltrage 2D et 3D.
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Méthode d’acquisition Préfiltrage PSF et auto-corrélation
Toutes Aucun 3D

Remote focusing 3D 3D
Translation de l’échantillon 2D 3D

Plan par plan 2D 2D

Tableau 4.1. – Récapitulatif des différentes approches d’acquisition et de traitement
pour RIM 3D

Plan par plan Translation Remote focusing
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FIGURE 4.11. – Écart-type avant et après préfiltrage obtenu pour les différentes mé-
thodes proposées. Le préfiltrage est 2D dans le cadre d’une acquisition
plan par plan ou en translatant l’échantillon et 3D pour une acquisition
en remote focusing.

4.4. Approches inverses pour RIM 3D
Pour reconstruire une vue super-résolue 3D de l’échantillon plusieurs approches

sont possibles avec RIM. En l’absence de préfiltrage on peut considérer un modèle
totalement 3D, (auto-corrélation 3D et PSF 3D) pour la reconstruction de l’échantillon,
et ce quelle que soit la méthode d’acquisition. Cependant, dès que l’on veut introduire
un préfiltrage, la méthode d’acquisition impose la façon dont les données doivent être
préfiltrées. Ceci introduit certaines contraintes sur la façon dont les données doivent
être traitées, qui sont résumées dans le tableau 4.1.

127



4. Application à l’imagerie 3D – 4.5. Résultats

Notons que les acquisitions en remote focusing et en translation ne diffèrent que par
le type de préfiltre qui est utilisé, mais permettent de conserver un traitement 3D du
problème. Dans le cas de l’acquisition plan par plan, même s’il reste techniquement
possible d’inclure la structure 3D du modèle et de travailler de la même manière
qu’avec le modèle en translation, nous proposons ici un modèle de reconstruction
plan par plan plus restrictif. Le traitement proposé consiste à reconstruire individuel-
lement chacun des plans acquis avec l’approche RIM 2D présentée dans le chapitre 3.
Cette approche est plus naturelle vis-à-vis de la stratégie d’acquisition, plus rapide
puisqu’elle ne traite que des plans 2D, et correspond à ce qui a été proposé dans
Mangeat2021. Cette simplification aura cependant un impact négatif sur la résolution
axiale finale, par rapport à une approche incluant le caractère 3D de la PSF et de la
fonction d’auto-correlation des illuminations.

En plus des choix de la méthode d’acquisition, définissant le type de traitement
devant être réalisé, il est nécessaire de choisir une méthode de reconstruction parmi
les méthodes RIM-VAR, RIM-CF et RIM-STD proposées dans le chapitre 3. Étant donné
que les méthodes RIM-VAR et RIM-STD permettent d’atteindre la limite théorique de
résolution dans des conditions optimales, sauf mention contraire, les reconstructions
seront obtenues avec la méthode RIM-STD qui est la plus rapide des deux.

4.5. Résultats

4.5.1. Comparaison des méthodes en simulation numérique
4.5.1.1. Simulation XZ

Reprenons les images ayant permis de calculer les écarts-types affichés Fig. 4.10, et
appliquons le traitement RIM. On considère ici une acquisition de 500 images selon
les trois méthodes, avec cette fois l’ajout d’un bruit Poisson simulé sous approxima-
tion gaussienne, c’est-à-dire que la valeur mesurée pour un pixel de valeur vraie y0

est tirée selon une loi gaussienne N (y0, y0). Les écarts-types obtenus avec et sans
préfiltrage pour chacune des méthodes considérées sont présentés Fig. 4.12 avec
la reconstruction RIM-STD obtenue à partir du traitement de l’écart-type préfiltré
associé.
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Plan par plan Translation Remote focusing

FIGURE 4.12. – Reconstruction obtenue avec la méthode RIM-STD basé sur les écart-
types préfiltrés présentés Fig. 4.11.

Sans surprise, la méthode plan par plan n’incorporant aucune information 3D, elle
ne permet pas d’accroître la capacité de sectionnement par rapport à ce qui est déjà
obtenu en calculant l’écart-type. En revanche, on constate une nette amélioration
dès que l’on incorpore l’information 3D, que ce soit avec des données acquises en
translatant l’échantillon ou en remote focusing. Dans le cas des acquisitions avec
translation de l’échantillon, on obtient un net gain de sectionnement optique par
rapport aux reconstructions plan par plan. Ce gain est simplement dû au fait que l’on
considère maintenant la nature 3D du problème (PSF et auto-corrélation du speckle)
et que, par conséquent, le signal hors focus devient un signal utile. Théoriquement, en
absence de bruit, le traitement de données consistant en un préfiltrage 2D suivi d’une
reconstruction 3D (adapté à une acquisition d’images par translation d’échantillon) a
la même capacité de résolution qu’une reconstruction 3D précédée d’un préfiltrage
3D (adaptée à l’acquisition par remote focusing). En pratique cependant, faire un
préfiltrage 2D plutôt qu’un préfiltrage 3D, réduit la robustesse au bruit ainsi que la
vitesse de convergence des fréquences en z. Ainsi, sur des données bruitées telles que
présentées ici, l’acquisition en remote focusing permettant le préfiltrage 3D offre une
reconstruction de meilleure qualité.

4.5.2. Préfiltrage 3D sur des acquisitions sans remote
focusing

Dans le chapitre 3, nous avons montré que même si le préfiltrage était théorique-
ment incompatible avec la méthode RIM-CF, il permettait quand même une nette
amélioration de la résolution de la méthode. Dans le cas de RIM, une approche simi-
laire peut être considérée, en appliquant un préfiltrage 3D, qui est toujours mathéma-
tiquement défini, sur les images brutes, et ce, quelle que soit la modalité d’acquisition.
Dans ce cas, même si la variance modèle calculée est légèrement erronée, une amélio-
ration de la résolution de la reconstruction reste envisageable, par notamment par
un meilleur rejet du bruit 3D. Les écarts-types et la reconstruction obtenue avec cette
approche sont présentés Fig. 4.13.
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Écart-type (Images brutes) Écart-type (Images préfiltrées) Reconstruction
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FIGURE 4.13. – Reconstruction obtenue avec la méthode RIM-STD basé sur les écart-
types préfiltrés. Ici indépendamment de la modalité d’acquisition, le
données sont inversée en 3D, en supposant que le modèle d’acquisition
est celui du remote focusing. Dans le cas d’acquisition plan par plan,
le préfiltrage 3D est légèrement meilleur que le préfiltrage 2D, mais
laisse beaucoup d’artefact. Dans le cas d’acquisition en translatant
l’échantillon, le niveau de résolution semble également augmenter
au prix d’artefacts supplementaires (rayons de la mire dans la zone
centrale).

Le rpéfiltrage 3D des données semble induire un légér gain de résolution par rapport
ce qui a été obtenu précédement Fig. 4.12, déjà visible au niveau de l’écart-type. Ce
gain reste cependant modéré, et s’accompagne d’un certain nombre d’artefacts causés
par l’erreur de modèle. Dans tous les cas, on ne constate pas de perte de résolution
avec ce traitement 3D.
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Commençons par analyser la reconstruction obtenue avec une acquisition plan
par plan. Dans ce cas, l’introduction de l’information 3D, de la PSF, ainsi que le
préfiltrage 3D, permet de corriger le contraste au niveau des raies horizontales. Les
erreurs de modèles restent cependant très importante, ce qui impose un niveau de
régularisation élevé de la reconstruction pour limiter les artéfacts provenant de l’erreur
de modèle. Cette régularisation se fait au prix de la résolution de la reconstruction,
qui reste limitée. Ainsi, même si les acquisitions plan par plan permettent un net
gain de résolution transverse, leur caractères intrinsèquement 2D limite la niveau de
résolution axial qu’il est possible d’obtenir.

Pour ce qui est des acquisitions en translation, la qualité des reconstructions est
extrêmement similaire entre un préfiltrage 2D et un préfiltrage 3D, ce qui signifie que
l’erreur de modèle que l’on fait en effectuant un préfiltrage 3D reste suffisamment
faible pour ne pas dégrader la qualité de la reconstruction. Ce constat est particuliè-
rement intéressant, puisqu’il permet à un expérimentateur de ne pas trop devoir se
soucier des différences de modèle entre les acquisitions réalisées en remote focusing,
et celles obtenues en translatant l’échantillon, et d’appliquer un préfiltrage 3D dans les
deux cas. Notons que dans tous les cas, les acquisitions en remote focusing offrent une
résolution légèrement supérieure à celles obtenues avec en translatant l’échantillon.

4.5.3. Simulation 3D
Après avoir effectué nos tests sur la mire de super-résolution avec une PSF adap-

tée à la simulation axiale, nous pouvons passer à des simulations 3D à proprement
parler. Nous utiliserons ici l’échantillon de Sage2017, simulant des microtubules. Les
reconstructions obtenues à partir de 500 images de speckles simulées, perturbées
par un bruit Gaussien de la même manière que précédemment (RSB = 30 dB), sont
présentées Fig. 4.14.
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Objet Vrai Widefield

Ecart-type Plan par plan

Translation Remote focusing

FIGURE 4.14. – Simulation sur un échantillon 3D simulant des microtubules. On re-
trouve que toutes les méthodes d’inversion proposées ici (suivant le
protocole décrit dans le tableau 4.1) améliorent la reconstruction par
rapport à l’écart-type, qui est lui même mieux résolu que le widefield.
On retrouve alors l’effet précédemment observé sur la mire, qui est
que les acquisition en remote offrent un meilleur sectionnement op-
tique que celles en translation et en slice by slice. Cependant, à cause
de l’appariation d’un phénomène de Gibbs dans la direction axiale,
les méthodes avec un préfiltrage 2D semble mieux résolue au niveau
transverse.

Cette simulation 3D généralise les observations déjà réalisées en XZ. On note tout
d’abord le gain de résolution et de sectionnement optique lié au calcul de l’écart-type,
expliqué par exemple avec la méthode Dynamic Speckle Imaging (Ventalon2005).
Ensuite, le traitement RIM permet d’améliorer la résolution déjà obtenue avec l’écart-
type, et ce quelque soit la méthode proposée.

Au niveau des reconstructions, on se retrouve confronté à un nouveau phénomène
qui n’a pas encore été discuté, à savoir que la méthode plan par plan semble fournir
une résolution transverse équivalente, voire légèrement meilleure que les méthodes
basées sur le modèle 3D. Ceci s’explique de deux manières. La première découle
directement de la régularisation d’une inversion 3D. Les fréquences de l’OTF en dehors
du plan kz = 0 étant plus faible, la sensibilité au bruit dans cette direction est accrue. Il
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faut alors adapter le paramètre de régularisation pour limiter l’explosion du bruit en z,
ce qui peut mener à une sur-régularisation dans les directions transverses et donc une
perte de résolution. Par ailleurs on constate également l’apparition d’un phénomène
de Gibbs dans la direction z, qui crée des artefacts visuels différents de ceux que l’on
avait en 2D. Cependant, la différence de résolution axiale entre une reconstruction
plan par plan et une reconstruction 3D reste significative, ce qui justifie de privilégier
cette dernière. Au niveau des inversions 3D, on retrouve que la reconstruction obtenue
avec des acquisitions en remote focusing est légèrement supérieure à celle obtenue
avec des acquisitions en translation.

4.5.4. Test sur données expérimentales
Maintenant que nous avons vu qu’il était nécessaire d’utiliser un système de re-

mote focusing pour maximiser les performances de RIM-3D, intéressons-nous à des
reconstructions réalisées sur des données acquises expérimentalement avec cette
méthode. Le remote focusing a été implémenté dans un microscope RIM standard,
en ajoutant une lentille électro accordable dans un relais optique (voir Fig.4.15). Les
acquisitions sont réalisées en changeant la position du plan focal par variation de la
tension appliquée sur la lentille.

FIGURE 4.15. – Montage experimental pour le remote focusing
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4.5.4.1. Echantillon test

Une première façon simple de tester RIM 3D dans un cas réel est de considérer
un échantillon artificiel, créé en déposant une goutte de colle optique remplie de
billes fluorescentes au dessus d’un substrat plan couvert d’un tapis homogène de ces
mêmes billes. Pour chaque illumination de speckle, nous avons enregistré une image
tri-dimensionnelle comportant 35 plans avec une distance de 150nm entre deux plans.
Cet enregistrement fut répété 200 fois en variant l’illumination. On obtient ainsi un
stack de 200 images tri-dimensionnelles, dont on peut former la variance.

Pour cette expérience remote focusing, nous avons étudié les performances des
méthodes d’inversion du chapitre 3, RIM-CF, RIM-VAR et RIM-STD. Les différentes
reconstructions sont proposées Fig. 4.16.

Widefield

Écart-type

RIM-CF (< 1s)

RIM-STD (20 It. ≈ 340s)

RIM-VAR (20 It. ≈ 380s)

RIM-VAR (100 It. ≈ 4200s)

FIGURE 4.16. – Reconstruction d’un échantillon de bille au dessus d’un plan fluores-
cent, calculée à partir de 200 images expérimentales acquises en remote
focusing.

Du fait de l’absence de capacité de sectionnement du microscope, un plan fluores-
cent est normalement invisible sur l’image widefield (voir Fig. 4.5). En pratique, le
plan fluorescent expérimental n’est pas parfaitement homogène, et il est possible de
le deviner sur l’image widefield. En revanche, la lumière hors-focus provenant des
larges régions marquées est très importante et masque totalement le signal des billes
fluorescentes au dessus d’elles.

Le sectionnement optique est obtenu dès le calcul de l’écart-type, puisque celui-ci
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rend le plan de fluorescence parfaitement visible. L’application de RIM-CF permet
d’améliorer cette capacité de sectionnement, en affinant l’image du plan, et en rendant
les billes de fluorescence nettement plus visibles, et ceci pour un coût calculatoire
inférieur à une seconde pour un échantillon de taille 1024×1024×70.

L’approche RIM-STD permet une nouvelle fois d’améliorer la reconstruction ob-
tenue avec RIM-CF. Cependant, le temps de calcul de RIM-STD (plusieurs minutes)
peut rester un facteur fortement limitant, et montre tout l’intérêt de RIM-CF.

Si l’on laisse tourner l’algorithme RIM-VAR, pendant une durée comparable au
temps de convergence de RIM-STD, on obtient une estimée très proche de l’écart-
type (ou du DSI), bien moins résolue que les estimées RIM-CF et RIM-STD. Dans ce
cas de figure, l’algorithme RIM-VAR perd énormément de temps à essayer de corriger
la fluorescence dans les zones très intenses (dense), ce qui se traduit par une perte
de contraste immédiate sur les reconstructions 3D. En laissant l’algorithme tourner
suffisamment longtemps, il est possible de revenir à des reconstructions de qualité
comparable à ce que l’on obtient avec RIM-STD, mais le temps de calcul se compte
en heures plutôt qu’en minutes.

4.5.4.2. Données biologiques

Pour finir, nous proposons d’effectuer le traitement RIM 3D sur la totalité de la
cellule présentée dans la section 3.5.4.2. Pour cet échantillon, toutes les acquisitions
ont été réalisées à l’aide d’un remote focusing. Nous avons comparé les reconstruc-
tions obtenues par la méthode plan par plan (préfiltrage 2D et traitement 2D), la
méthode mixte adaptée à une technique d’acquisition par translation (préfiltrage 2D
et reconstruction 3D) et la méthode 3D (préfiltrage 3D et reconstruction 3D) dans la
table 4.1. Les reconstructions obtenues sont présentées Fig. 4.17
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Moyenne Ecart-Type

RIM Plan par plan RIM Translation

RIM Remote

FIGURE 4.17. – Reconstruction 3D sur échantillon biologique
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On retrouve globalement les mêmes conclusions que sur les simulations 3D. En
particulier, les traitements numériques permettent toujours une amélioration de la
résolution comparativement à l’écart-type, et l’on observe un gain de résolution et de
sectionnement supplémentaire avec le traitement 3D complet. Nous avons cependant
été étonné d’observer que la méthode mixte (i.e., préfiltrage 2D, reconstruction 3D),
n’améliore pas la résolution par rapport à la reconstruction plan par plan (préfiltrage
2D et reconstruction 2D). Nous suspectons que dans une expérience réaliste, le bruit
de photons est tel que le préfiltrage (2D ou 3D) des images joue un rôle fondamental.
Or, le préfiltrage 3D permet de supprimer bien plus de bruit que le préfiltrage 2D.

4.6. Conclusion sur le fonctionnement de RIM 3D
La méthode RIM s’adapte naturellement à l’imagerie tri-dimensionnelle. D’un point

de vue algorithmique, il suffit de remplacer les convolutions 2D par des convolutions
3D, ce qui revient à remplacer des transformées de Fourier 2D par des transformées de
Fourier 3D. La principale difficulté de RIM 3D réside dans la méthode d’acquisition des
données, par remote focusing ou par translation de l’échantillon. Ces deux techniques
d’acquisition produisent asymptotiquement la même image de variance. En revanche,
elles imposent un préfiltrage spécifique des données brutes, préfiltrage 3D pour
le remote focusing et préfiltrage 2D pour la translation. En pratique, la technique
d’acquisition par remote focusing apparaît plus efficace pour traiter des images fort
bruitées car le préfiltrage 3D enlève de manière optimale le bruit en dehors du support
utile de la fonction de transfert optique (le tore). En utilisant les mêmes données
expérimentales, nous avons observé une amélioration significative de la résolution
axiale des reconstructions obtenues avec la méthode d’inversion 3D par rapport à la
méthode classique plan par plan.
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5. Extension de RIM pour l’imagerie cohérente – 5.1. Principe de l’imagerie
cohérente

Jusqu’à présent, nous avons étudié RIM dans le cadre de la microscopie de fluores-
cence, où l’on observe directement des sources incohérentes. Dans ce cadre, la mé-
thode RIM permet d’obtenir une estimée super-résolue de la densité de fluorescence
à partir de la variance de multiples images réalisées sous différentes illuminations
de speckle. Dans ce chapitre, nous allons adapter l’approche RIM à la microscopie
standard, avec des échantillons non fluorescents. Dans ce cas, plutôt qu’être absorbée
puis ré-émise par les molécules fluorescentes de l’échantillon, la lumière va simple-
ment se propager au travers de celui-ci. Cette traversée va induire des modifications
d’amplitude et de phase dans le champ électrique, à cause des phénomènes de diffu-
sion et d’absorption (Mertz2019[Chap.9]). La grandeur d’étude est alors le contraste
de permittivité relative de l’échantillon, défini à partir de la permittivité relative dans
l’échantillon ε, et de celle du milieu d’observation ε0

1 :

δε(r) = ε(r)−ε0, (5.1)

qui gouverne l’interaction entre la lumière (le champ incident), et la matière (l’échan-
tillon). Ce contraste est une grandeur complexe, dont la partie réelle caractérise la
modification de la vitesse de l’onde au travers de l’échantillon, tandis que la partie
imaginaire caractérise l’absorption du milieu.

L’objectif de ce chapitre est d’explorer les liens entre RIM et d’autres méthodes
d’imagerie cohérente, et de proposer une étude préliminaire pour le développement
d’une méthode d’imagerie cohérente quantitative basée sur les principes de RIM.
Dans la suite, nous considérerons que l’indice du milieu d’observation ε0 est égal 1, ce
qui correspond à des observations réalisées dans l’air.

5.1. Principe de l’imagerie cohérente

5.1.1. Montage en transmission
Nous considérerons dans un premier temps, un montage optique en transmission,

tel que présenté Fig. 5.1. Le champ incident produit par les sources (lampe, laser) est
filtré par une première pupille P̃Illu, avant de rentrer dans l’espace objet. Ensuite, le
champ transmis est collecté par un objectif de collection ayant une pupille P̃Col.

1. On a une définition équivalente à partir des indices optiques n et n0 : δε(r) = n2(r)−n2
0
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Espace Objet Espace Image

Z

Espace Source

FIGURE 5.1. – Schéma d’un montage en transmission

En l’absence d’échantillon, certaines ondes planes du champ incident, comme
l’onde orange, peuvent être coupées par la pupille de collection tandis que d’autres,
comme l’onde plane verte, peuvent être transmises. Ainsi, contrairement à la micro-
scopie de fluorescence, il est fréquent en microscopie cohérente en transmission, de
détecter un champ électrique sur la caméra même en l’absence d’échantillon.

5.1.1.1. Effet d’un échantillon sur le champ électrique

Pour modéliser le lien entre le signal détecté et l’échantillon, il faut une nouvelle fois
repartir de l’équation de Helmholtz (1.2) décrivant le champ électrique. En présence
d’un échantillon de permittivité relative ε, le champ électrique vérifie l’équation :

(∆+εk2
0)E = SInc

Ou bien (∆+k2
0)E = SInc −k2

0δεE
(5.2)

où SInc représente les sources produisant le champ incident. Le champ solution de
cette équation s’obtient directement à partir de la fonction de Green G définie en (1.9).
Le champ total observé :

E(r) =−
∫

G (r−r0)SInc(r0)dr0 +
∫

G (r−r0)k2
0δε(r0)E(r0)dr0 (5.3)

se sépare alors en deux composantes : le champ incident

EInc(r) =−
∫

G (r−r0)SInc(r0)dr0, (5.4)
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qui serait le champ que l’on mesurerait en l’absence d’échantillon, et le champ dif-
fracté

EDif(r) =
∫

G (r−r0)k2
0δε(r0)E(r0)dr0, (5.5)

résultant de l’interaction entre le champ électrique et l’échantillon. Le champ diffracté
est dépendant du champ total, car la présence de l’échantillon modifie le champ
interagissant avec ce même échantillon, ce qui rend le modèle difficilement exploi-
table. Une simplification courante est alors l’approximation de Born (Born1999), qui
suppose que le champ dans l’objet n’est pas modifié par l’objet, c’est-à-dire que :

EDif(r) ≈
∫

G (r−r0)k2
0δε(r0)EInc(r0)dr0. (5.6)

Cette approximation suppose que le contraste de permittivité δε reste suffisamment
faible.

5.1.1.2. Détection dans l’espace image

Les équations vues jusqu’à présent décrivent uniquement le champ dans l’espace
objet, c’est-à-dire en amont de l’objectif de collection. Pour obtenir le champ qui sera
détecté sur la caméra, il faut faire des calculs similaires à ceux du chapitre 1 et utiliser
la décomposition du champ au niveau d’un plan perpendiculaire à l’axe optique, placé
après l’échantillon. Au niveau de ce plan, le champ incident et le champ diffracté se
décomposent tous deux sous la forme d’une somme d’ondes planes (1.4) dont on ne
garde que la contribution se propageant dans le sens des z positifs :

EInc(r) =
∫

Ã(k⊥)e ik⊥·xe iγ(k⊥)(z−zF )dk⊥ (5.7)

EDif(r) = i

8π2

∫
1

γ(k⊥)
k2

0δε(r0)EInc(r0) (5.8)

e ik⊥·(x−x0)e iγ(k⊥)(z−zF )+(zF−z0)dk⊥dx0dz0.

où r = (x, z), Ã est la représentation du champ électrique dans l’espace objet, pos-
sédant un support en Fourier limité au domaine ΩPIllu . 2 En rappelant l’action du
microscope sur les ondes planes (grossissement et filtrage), et en se plaçant au niveau
du plan focal image (z = zI ) on obtient de ces champs au niveau du détecteur :

EInc(αx) =
∫

P̃Col(k⊥)Ã(k⊥)e ik⊥·αxdk⊥ =
∫

PCol(αx−x′)EInc(x′, zF )dx′ (5.9)

EDif(αx) = i k2
0

8π2

∫
dk⊥

P̃Col(k⊥)

γ(k⊥)
e i (k⊥·αx+γ(k⊥)zF ) (5.10)∫

δε(x0, z0)EInc(r′)e−i (k⊥·x0+γ(k⊥)z0)dx0dz0.

2. Les termes des déphasages ne sont pas explicités ici, car inutiles dans la suite.
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Reprenons l’expression du champ diffracté (5.10), et ajoutons-y les simplifications
suivantes :

— γ(k⊥) ≈k0, c’est-à-dire que seuls les petits angles d’incidence sont transmis,
— l’échantillon peut se modéliser comme une fine tranche avec un contraste de

permittivité constant, de sorte que δε(r) = δε(x)Rect(zF − z/d), avec Rect la
fonction porte, indicatrice de l’intervalle [−0.5,0.5], et d suffisamment petit pour
considérer le champ incident constant sur toute l’épaisseur de l’échantillon.

Sous ces hypothèses, l’expression du champ diffracté se simplifie d’avantage :

EDif(αx) = 1

4π2

∫
P̃Col(k⊥)

(∫
B(x0)EInc(x0, zF )e−ik⊥·x0 dx0

)
e ik⊥·αxdk⊥ (5.11)

avec, B(x) = i

2
k0δε(x)d . (5.12)

Le terme entre parenthèse dans (5.11) correspond simplement à la transformée de

Fourier F
[

B ×EInc(·, zF )
]

. Une fois cette substitution faite, on remarque que cette

même équation décrit maintenant la transformée de Fourier inverse d’un produit.
En repassant l’expression de toutes les fonctions dans le domaine direct on obtient
l’expression du champ diffracté comme étant la convolution :

EDif(αx) =
∫

PCol(αx−x0)EInc(x0, zF )B(x0)dx0. (5.13)

En combinant les expressions (5.9) et (5.13), on obtient l’expression du champ total
au niveau de la caméra :

E(αx) =
∫

PCol(αx−x0)EInc(x0, zF )+
∫

PCol(αx−x0)EInc(x0, zF )B(x0)dx0 (5.14)

5.1.2. Modèle brightfield
On peut factoriser la convolution par PCol, dans l’expression du champ total (5.14)

pour obtenir :

E(αx) =
∫

PCol(αx−x0)EInc(x0, zF )(1+B(x0))dx0. (5.15)

On arrive alors à un modèle d’observation similaire au modèle d’observation d’une
image RIM tel que défini (2.1), mais en observant l’échantillon complexe :

T (x) = 1+B(x) = 1+ i k0
δε

2
d , (5.16)

correspondant à la transmittance complexe de l’échantillon. Si la pupille laisse passer
la fréquence nulle, la forme de transmittance en 1+ iδε produira une des images sur
un fond lumineux uniforme issu du champ uniforme. Ces images sont principalement
sensibles à la partie imaginaire du contraste de permittivité, qui apparaît sous forme
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de taches sombres (Mertz2019). Plus généralement, le modèle (5.15) correspond à un
modèle brightfield puisque la contribution du champ incident est toujours mesurée.

Même si ce modèle a été dérivé sous l’approximation de Born i.e., en supposant
|B | << 1, il peut également être obtenu pour de grandes valeurs de B en utilisant l’ap-
proximation de Rytov (Carminati1997), et dans ce cas, B représente l’accumulation
du retard de phase lors de la propagation au travers de l’échantillon.

5.1.3. Modèle darkfield
Une autre méthode pour retrouver un modèle de convolution est la microscopie

darkfield qui permet de détecter uniquement le champ diffracté, en filtrant totale-
mentla contribution du champ incident. Le principe de cette méthode consiste à
travailler avec des pupilles d’illumination et de collection totalement disjointes, de
sorte que :

ΩPIllu ∩ΩPCol =∅. (5.17)

Dans ce cas, ondes planes qui ont été transmises par l’objectif d’illumination seront
toutes coupées par l’objectif de collection, et le champ incident n’atteindra jamais le
détecteur. La convolution (5.7) est alors nulle, et le champ au niveau du détecteur est
donné par :

E(αx) =
∫

PCol(αx−x0)EInc(x0, zF )B(x0)dx0. (5.18)

On retombe une nouvelle fois sur le modèle de formation d’une unique image RIM,
avec l’échantillon complexe B , directement proportionnel au contraste de permittivité
de l’échantillon observé. La microscopie darkfield se rencontre également dans les
montages en réflexion, qui se modélisent en plaçant les sources lumineuses du même
côté que l’espace image Fig. 5.1. Dans tous les cas, en l’absence d’échantillon, le
champ incident n’atteigne pas l’espace image, et l’échantillon apparaît alors sur un
fond noir.

5.1.4. Détection sur la caméra
Un dernier point sur la détection doit être abordé, puisque l’on ne mesure pas

directement le champ total, mais seulement son intensité moyenne sur la période
d’intégration d’un détecteur, typiquement de l’ordre de la milliseconde. Le signal
mesuré sera donc de la forme : 3

I (x) = 〈E(x)E∗(x)〉 , (5.19)

ce qui nécessite de décrire les variations temporelles du champ incident sur une
échelle de temps plus faible que ce temps d’intégration. On ne s’intéressera cependant
pas aux variations harmoniques du champ, ayant lieu à des fréquences typiques de
1015 Hz, mais gardant une intensité moyenne constante dans le temps.

3. À partir de maintenant, pour alléger les notations, on supposera un grossissement unitaire α= 1
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On considérera dans la suite que le champ incident est produit par une source
thermique (i.e., une lampe). Chaque atome de la source peut alors être vu comme
une source élémentaire indépendante, suivant un modèle de phase interrompu
(Mertz2019[Chap.7]). Le champ incident instantané sera alors décrit par une somme
cohérente d’ondes planes de phases aléatoires, ce qui correspond à la définition d’un
motif de speckle introduite dans le chapitre 2.

Par ailleurs, les changements de phases, et donc de motifs de speckle se font avec
une période typique de l’ordre de 10−10 secondes. L’intensité mesurée sera donc une
intensité moyennée des dizaines de milliers de réalisations de speckle. De plus, le
champ total ayant une dépendance linéaire vis-à-vis du champ incident, sa moyenne
(en champ) sera comme celle du champ incident égale à zéro (2.5). Ainsi, l’expression
(5.19), correspond directement à la mesure de la variance du champ total, sur plusieurs
dizaines de milliers de réalisations de speckle, assimilable à la variance asymptotique
du champ total.

De plus, nous avons vu dans les équations (5.15) et (5.18), que le champ total ins-
tantané pouvait toujours se ré-exprimer comme une convolution compatible avec le
modèle RIM (2.1), basé sur un échantillon complexe ρ (la transmittance T en bright-
field et B en darkfield). L’expression de l’intensité du champ total, peut donc se dériver
à partir du modèle de variance asymptotique RIM (2.17) :

I (x) =
Ï

H (x−x1)ρ(x1)γE (x1 −x2)H ∗(x−x2)ρ∗(x2)dx1dx2 (5.20)

avec H la PSF cohérente du microscope définie en (1.17), et γE la fonction d’auto-
corrélation du champ incident. Le champ incident étant un champ de speckle plei-
nement développé, sa fonction d’auto-corrélation est connue, et sa transformée de
Fourier s’obtient directement à partir de celle de la pupille d’illumination (2.6) :

F (γE ) = |F (PIllu)|2. (5.21)

Si les modèles brightfield et darkfield peuvent tous les deux se résumer à partir de
l’équation (5.20), nous avons déjà discuté du fait que leur nature sont extrêmement
différentes. Dans le cas d’une image brightfield la présence du champ incident (la
partie en 1+· de la transmittance), va produire un fond brillant uniforme. De plus,
l’interaction avec le contraste de permittivité se faisant avec un terme en i , seule la
partie imaginaire sera perçue. A l’inverse, pour une acquisition darkfield, les images
seront sur un fond noir uniforme, et on observe de la même manière la partie réelle et
la partie imaginaire du contraste de permittivité.

Ces caractéristiques sont illustrées sur Fig. 5.2, qui montre les deux acquisitions
sur un échantillon constitué de billes de deux types différents. Les billes rouges sont
correspondent à un contraste de permittivité réel de 0.1, et les bille vertes un contraste
de permittivité imaginaire pur de 0.1i.
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Objet Vrai Brightfield Darkfield

FIGURE 5.2. – Acquisitions darkfield et brightfield sur des billes de différentes nature.
Les billes vertes sont absorbantes (δε = 0.1i ), tandis que les rouges
modifient simplement la vitesse de propagation (δε= 0.1). Sur l’image
brightfield, seule les billes absorbantes (δε imaginaire pur, couleur verte)
sont détectables, sous forme de tâches sombre sur un fond brillant. Sur
l’image darkfield toutes les billes sont visibles, mais la nature de leur
contraste de permittivité ne peut pas être déduite.

Dans la suite, nous allons mener un raisonnement similaire à ce qui a été fait dans
la section 2.3, et introduire le noyau t

t (x,x′) =H (x)γE (x−x′)H ∗(x′) (5.22)

pour la microscopie cohérente, qui sera cette fois un noyau hermitien. Le théorème
spectral restant applicable, ce noyau reste décomposable sous la forme d’une somme
de modes cohérents :

t (x1,x2) = ∑
k>1

λkΨk (x)Ψ∗
k (x′) (5.23)

avec (λk )k>1 une famille de réels positifs, décroissante et de limite nulle, et (Ψk )k>1

une famille de vecteurs orthogonaux et de norme unité. Comme pour l’équation (2.29),
l’image observée est,

I (x) = ∑
k>1

λk

∣∣∣∫ Ψk (x−x1)ρ(x1)dx1

∣∣∣2
. (5.24)

Il est alors envisageable de traiter l’image obtenue, par exemple en effectuant une
déconvolution par le premier vecteur propre Ψ1. Cependant, dans la majorité des
observations P̃Illu = P̃Col, sont toutes les deux des pupilles circulaires, et les vecteurs
propres sont réels 4. On réalisera alors la déconvolution d’une image réelle par un
filtre réel et aucune information sur la phase de l’échantillon ne pourra en être extraite.
Afin d’espérer retrouver une information complexe de l’échantillon, plusieurs images
réalisées dans des conditions expérimentales différentes seront donc nécessaires.

4. On retombe dans le cadre des hypothèses utilisées en microscopie de fluorescence
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5.2. Liens avec la ptychographie
L’objectif de l’approche RIM cohérente est de retrouver un échantillon complexe ρ

(contraste de permittivité ou transmittance), à partir de M images réelles obtenues
sous différentes conditions d’éclairement. Plus précisément, nous considérerons
uniquement des changements de la pupille d’illumination entre deux images 5. Ceci
est totalement équivalent à changer la fonction d’auto-corrélation des illuminations,
et on obtiendra donc M images réalisées selon le modèle (5.20), avec différentes
fonctions d’auto-corrélation (γ(m))m∈[1,M ].

Commençons avec un cas simplifié où chaque illumination est une unique onde
plane, associée à un vecteur d’onde transverse km . Une telle illumination peut s’obte-
nir en posant P (m)

Illu = δ(k⊥−km), c’est-à-dire en utilisant une pupille correspondant
à un unique trou extrêmement fin, ou plus simplement en plaçant une LED unique
dans le plan de Fourier (Zheng2011) de l’objectif d’illumination. L’expression des
illuminations est alors donnée par :

E (m)
Inc (x) = Eme ikm ·x+φm (5.25)

avec Em l’amplitude réelle de l’onde et φm une phase aléatoire évoluant selon le
modèle de phase interrompu. L’auto-corrélation d’une telle illumination est alors
donnée par :

γm(x−x′) = Eme−ikm ·(x−x′). (5.26)

En réinjectant cette expression dans l’expression dans (5.20), on obtient une sépara-
tion immédiate des intégrales doubles, ce qui donne l’observation :

Im(x) =
∣∣∣∫ H (x−x1)e−ikm ·(x−x1)ρ(x1)dx1

∣∣∣2
. (5.27)

On retrouve alors l’équation d’un problème déjà étudié en microscopie, puisqu’il
s’agit de l’équation modèle de la microscopie par ptychographie de Fourier 6 telle
que présentée dans Zheng2013. Dans ce cas, on sait qu’avec suffisamment d’ondes
planes incidentes et en utilisant des algorithmes de reconstruction de phase comme
la méthode de Gerchberg-Saxton (Gerchberg1972) ou un algorithme de gradient
complexe (Candes2015), il devient possible de retrouver l’échantillon complexe.

Ainsi, en simplifiant le problème direct du RIM cohérent, on retrouve une technique

5. Nous aurions pu également nous placer dans différentes configurations de collection, ou un
mélange des deux.

6. La ptychographie de Fourier est en fait totalement analogue à un autre problème classique en
imagerie qui est la ptychographie (Rodenburg1992). Pour faire apparaître le parallèle entre ces deux
méthodes, il est alors plus simple d’exprimer l’equation (5.27) avec une double dépendance en x et k :

I (x,k) =
∣∣∣∫ H (x−x1)e ik·x1ρ(x1)dx1

∣∣∣2
. (5.28)

Le modèle de ptychographie s’obtient en considérant que l’on mesure dans l’espace des k, et que l’on
peut changer la position x de la sonde H , tandis que le modèle de ptychographie de Fourier suppose
que l’on mesure l’espace des x, et que l’on peut changer l’angle d’incidence de l’illumination.
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d’imagerie bien connue, dont les applications pratiques ne sont plus à démontrer.
Cependant, la microscopie par ptychographie de Fourier possède un certain nombre
de contraintes liées à l’acquisition des données. La première est qu’un grand nombre
d’ondes planes sont nécessaires pour couvrir la totalité de l’espace de Fourier, ce qui
se traduit par un temps d’acquisition et de reconstruction accru. Par exemple, en
ptychographie de Fourier avec une matrice de LEDs, chaque LEDs doit être individuel-
lement allumée, c’est-à-dire que le nombre d’images est égal au nombre de LEDs (en
général plusieurs centaines). De plus, un champ constitué d’une unique onde plane
est généralement peu énergétique, et le temps d’exposition de la caméra doit être
augmenté pour compenser le faible niveau du signal, ce qui augmente une nouvelle
fois le temps d’acquisition.

5.2.1. Méthode de ptychographie de Fourier multiplexée
Pour pallier aux problèmes du nombre d’images et du temps d’acquisition rencon-

trés en ptychographie de Fourier, Tian2014 introduit le concept de Microscopie par
Ptychographie de Fourier Multiplexée (MPFM) qui propose d’allumer simultanément
plusieurs LEDs. Ceci revient à éclairer l’échantillon avec une somme d’ondes planes
arbitraire. Dans ce cas, pour l’illumination m, on aura Km différentes LEDs allumées.
Notons Km = {k(m)

1 , . . . ,k(m)
Km

}, les vecteurs d’ondes transverses associées aux LEDs
allumées pour l’illumination m. Le champ incident produit par cet ensemble de LEDs
est décrit par la somme d’ondes planes :

EInc(x) = ∑
k∈Km

Ek e ik·x+φk (5.29)

avec E j l’amplitude (réelle) associée à chaque onde plane, et φk sa phase, suivant
toujours le modèle de phase interrompu. Chacune des ondes planes étant incohé-
rente avec les autres, l’intensité totale peut s’écrire comme la somme des intensités
provenant de chacune des ondes planes,

Im(x) = ∑
k∈Km

Ek

∣∣∣∣∫ H (x−x1)ρ(x1)e−ik·(x−x1)dx1

∣∣∣∣2

. (5.30)

Ce modèle doit alors être comparé au modèle de formation d’image du RIM cohérent
(5.24), puisqu’il s’agit une nouvelle fois d’une expression des images sous la forme
d’une somme de modes incohérents :

Φ(m)
k (x) =

√
EkH (x)e ik(m)

k ·x (5.31)

plutôt que sur sa base orthogonale de vecteurs propresΨ. En fait, cette expression peut
se retrouver à partir de l’expression de tm (5.23), si l’on choisi d’injecter directement
l’expression de γm :

γm(x−x′) = ∑
k∈Km

Eke ik·(x−x′) (5.32)
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plutôt que de faire la décomposition spectrale du noyau tm dans sa globalité.
La différence entre le modèle RIM cohérent (5.20) et le modèle MPFM (5.30) ré-

side donc dans la décomposition employée. En particulier, dans le cas où toutes les
LEDs ont la même intensité, les poids Ek de la décomposition utilisée en MPFM
ne décroissent pas, et cette décomposition ne peut être tronquée pour négliger une
éventuelle redondance issue de l’éclairement de multiples LEDs voisines, chaque
contribution ayant le même poids.

Dans le cadre de la MPFM, il est donc préférable d’éclairer avec des LEDs éloignées
les unes autres. Dans ce cas, il est montré dans l’annexe E que lorsque les LEDs
allumées sont toutes "éloignées" les unes des autres, la décomposition (5.30) devient
une décomposition spectrale, et les méthodes RIM cohérent et MPFM deviennent
rigoureusement identiques. On en déduit donc que la méthode RIM est intéressante
avec un schéma d’illumination ayant un forte densité de LEDs, de façon à assurer la
décroissance des valeurs propres λ(m)

k dans les décompositions (5.24), et de pouvoir
automatiquement tronquer celle-ci pour enlever l’information redondante.

Avec une stratégie d’éclairement dense en illumination, RIM devrait donc permettre
de sonder la totalité de l’espace de Fourier avec très peu d’images. Ensuite, la tron-
cature du modèle RIM, permettra d’approximer correctement l’image modèle en
supprimant automatiquement les informations redondantes, associées à des valeurs
propres plus faibles.

Notons que si l’on choisit de ne pas tronquer le modèle RIM, les équations (5.24)
et (5.30) sont équivalentes puisqu’elles correspondent à la décomposition exacte du
même noyau tm .

5.3. Schéma numérique pour la reconstruction
RIM cohérent

5.3.1. Discrétisation des mesures
La première étape pour la réalisation d’un schéma numérique est la discrétisa-

tion des mesures. Dans la suite, nous noterons donc y2
m,i la mesure de l’intensité

pour l’image m à la position du pixel i . Dans ce cas, en suivant le même schéma de
discrétisation que celui de l’équation (3.9), on montre que les mesures RIM s’écrivent :

y2
m,i =ρ†T(m)

i ρ (5.33)

avec, T(m)
i = Diag(Pih)CmDiag(P−ih∗) (5.34)

où h est une version discrétisée de la PSF cohérente H , Cm = BCCB(γm) est une
matrice hermitienne de convolution, et Pi est la matrice de permutation plaçant le
pixel i à la position 0. On peut également discrétiser l’expression globale de l’image
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(5.24) pour obtenir l’expression vectorielle :

y¯2
m =

N∑
k=1

∣∣∣U(m)
k ρ

∣∣∣¯2
, (5.35)

U(m)
k = BCCB(u(m)

k ) (5.36)

avec u(m)
k les vecteurs propres de la matrice T(m)

0 , normalisé de façon à ce que
∣∣∣u(m)

k

∣∣∣=√
λ(m)

k . Cette expression est analogue à l’expression du vecteur variance (3.8) dans le
cadre de la microscopie de fluorescence.

5.3.2. Schéma itératif
À partir de là, pour retrouver la quantité complexe ρ, nous allons adapter la mé-

thode RIM-STD présentée dans la section 3.4, pour tenir compte des spécificités de
la microscopie cohérente, tout en restant sur un problème de minimisation d’une
fonction :

ρ̂ ∈ argmin
ρ

JCo(ρ). (5.37)

JCo est une fonction mesurant la dissimilarité globale entre les différentes images
modèles (5.24) et expérimentales.

Cette fonction nécessite de faire deux adaptations par rapport à la fonction JSTD,
introduite à l’équation, (3.27). La première est de prendre en compte que l’échantillon
ρ ainsi que les matrice T(m)

i peuvent maintenant prendre des valeurs complexes.
En pratique, pour notre problème l’adaptation est extrêmement simple, puisqu’il
suffit de remplacer toutes les opérations de transposition par des opérations de trans-
conjugaison dans les équations du chapitre 3, ces deux opérations étant équivalentes
à un calcul d’adjoint pour des opérateurs linéaires réels et complexes respectivement.
Cette adaptation est dérivée du schéma Wirtinger-Flow (Candes2015), généralisant
le problème des moindres carrés aux vecteurs à valeurs complexes. La deuxième
adaptation nécessite d’incorporer simultanément plusieurs images dans la fonction
objectif au lieu de travailler sur une unique image de variance. L’adaptation est une
nouvelle fois extrêmement simple, puisqu’il suffit de sommer les fonctions objectifs
associées à chacune des images. La fonction à minimiser est alors donnée par :

JCo(ρ) =
M∑

m=1
Jm(ρ), (5.38)

où Jm est la fonction d’adéquation aux données pour l’image M , correspondant à la
fonction objectif d’un problème RIM-STD classique, basée sur la PSF h et la fonction
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d’auto-corrélation γm . Cette fonction peut s’exprimer comme :

JCo(ρ) =
M∑

m=1

N∑
i=1

|ym,i − (ρ†T(m)
i ρ)

1
2 |2, (5.39)

ou bien, JCo(ρ) =
M∑

m=1

∥∥∥∥∥ŷm −
( N∑

k=1

∣∣∣U(p)
m,kρ

∣∣∣¯2 )¯ 1
2

∥∥∥∥∥
2

. (5.40)

On peut alors directement trouver la direction de descente du schéma numérique,
en sommant les expressions des gradients des différentes fonctions Jm , que l’on
récupère du chapitre 3. On obtient alors les expressions :

Pour (5.39), à partir de (3.33) ∇JCo =−2
∑M

m=1
∑N

i=1
ŷm,i−ym,i (ρ)

ym,i (ρ) Tm,iρ+2µρ

Pour (5.40), à partir de (3.36) ∇JCo
∑M

m=1
∑K

k=1 U†
m,k

(
(Um,kρ)¯ ŷm−ym (ρ)

ym (ρ)

)
+2µρ

(5.41)
Notons que bien qu’elle n’ait pas été mentionnée pour alléger les notations de ce
chapitre, la présence de bruit d’instrument dans le modèle est encore une fois essen-
tielle pour garantir que le gradient du critère reste borné. De la même manière, on
pourrait construire un préconditionneur pour ce schéma numérique, en sommant le
préconditionneur dérivé de chacune des fonctions objectifs :

SCo =
M∑

m=1

K∑
k=1

U†
m,k Um,k (5.42)

mais son implémentation n’a pas encore été finalisée. Le schéma final que nous
exploiterons sera donc un simple schéma itératif

ρ0 ∈CN

ρk+1 =ρk +αkdk .
(5.43)

Contrairement au problème de fluorescence, le choix de l’estimée initiale ρ0 n’est ici
pas anodin, mais ce point sera discuté lors des simulations numériques. La direction
de descente retenue est une nouvelle fois donnée selon un schéma de gradient non
conjugué non linéaire (Wright1999[Chap.10]) :

dk =
{ ∇JCo(ρ0) si k = 0

∇JCo(ρk )+βkdk−1 sinon,
(5.44)

avec βk le coefficient de conjugaison de Polak-Ribière+, adapté aux vecteurs com-
plexes :

βk = max

(
Re

(
(gk −gk−1)†gk

)
Re

(
g†

k−1gk−1
) ,0

)
. (5.45)

Le pas αk à chaque itération est une nouvelle fois obtenue par une procédure de
backtracking, avec une procédure similaire à ce qui est présenté dans le chapitre 3,
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ainsi que dans l’annexe C. La condition d’Armijo, (3.46), doit également être modifiée
pour faire intervenir Re(g†

kdk ).
Il reste alors une différence primordiale entre le problème RIM en microscopie de

fluorescence, et RIM dans le cadre de la microscopie cohérente. Pour le premier, on
a pu montrer qu’en nous restreignant à l’étude de quantités positives, l’obtention
d’une solution unique était garantie. Pour le problème de reconstruction de phase
en microscopie cohérente, nous n’avons pas ce type de garantie. L’algorithme risque
alors de dériver vers des solutions ne représentant pas fidèlement l’objet, ou de se
retrouver bloqué dans des minimas locaux. Par conséquent, l’utilisation d’une esti-
mée initiale proche de la solution recherché risque de jouer un rôle important. Un tel
prérequis n’est pas choquant, puisqu’une méthode d’initialisation précise, non adap-
table au problème RIM, est également proposée avec le schéma du Wirtinger-Flow
(Candes2015).

5.4. Reconstruction de l’échantillon complexe en
simulation

5.4.1. Simulation d’un problème de transmittance
Commençons par travailler dans le cadre d’un modèle en transmittance, avec un

échantillon complexe de la forme ρ(r) = e iφ(r), tel qu’illustré Fig. 5.3. L’échantillon
considéré est alors un échantillon de module unité, divisé en multiples régions dans
lesquelles la phase a été tirée aléatoirement entre [0, π2 ], simulant un tapis de cellules.
Deux images de références peuvent alors être construites à partir de cet échantillon.
La première est l’image brightfield, calculée à partir du modèle (5.20), en prenant
P̃Illu = P̃Col, qui est une image réelle pour laquelle il est difficile d’obtenir des informa-
tions concernant la phase de l’échantillon. La seconde correspond à la transmittance
complexe filtrée par la pupille de collection. Cette image peut être obtenue expérimen-
talement à partir de méthodes interférentielles comme l’holographie hors axe avec
une onde plane en incidence normale (Cuche2000) ou la microscopie Differential
Interference Contrast (Allen1969), qui remontent à la phase de la transmittance à
partir du gradient de phase du champ diffracté.
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Représentation de Phase Objet Vrai Brightfield Holographie

-1 -0.5 0.5 1
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1

FIGURE 5.3. – Acquisitions sur un échantillon simulant un tapis de cellules. Les images
en noir et blanc sont à valeur réelle, et celles en couleurs sont à valeur
complexe, suivant la légende introduite ici.

Dans la suite, nous essaierons de reconstruire une image complexe, combinant les
informations d’amplitude et de phase, mais sans passer par un montage interférentiel
comme c’est le cas en holographie. Pour cela, nous utiliserons de multiples images
réelles, similaires à l’image brightfield, mais obtenues avec des pupilles d’illuminations
différentes. Plus précisément, nous supposerons que

— les images seront réalisées au travers d’une pupille de collection circulaire, cor-
respondant à la fonction indicatrice d’un disque,

— et la diversité des mesures proviendra exclusivement de la fonction d’auto-
corrélation des éclairements, c’est-à-dire de la pupille d’illumination.

On admettra également que quatre images sont suffisantes pour permettre de
retrouver correctement la phase de l’échantillon. Ce point n’est pas prouvé théorique-
ment, mais s’appuie sur les analogies que l’on peut faire entre l’approche RIM et les
microscopes de phase (comme le Differential Phase Contrast) (Tian2015). Ce nombre
d’images peut également s’étudier sur un aspect plus mathématique en étudiant les
liens entre le problème RIM cohérent et la reconstruction de phase, qui sont présentés
dans l’annexe F.

Nous utiliserons une pupille de collection P̃Col circulaire, et les différentes pupilles
d’illuminations P̃ (m)

Illu seront des quarts de cercle de même rayon comme cela est
illustré Fig. 5.4.

Pupille
Collection Illumination 1 Illumination 2 Illumination 3 Illumination 4

FIGURE 5.4. – Pupille du microscope considérée (identique pour les quatre images),
ainsi que les quatre pupilles utilisées pour l’illumination.
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Nous avons simulé quatre images selon le modèle (5.24) 7, à partir des pupilles
présentées Fig. 5.4 et perturbées par un faible bruit gaussien (RSB ≈ 30 dB). Les quatre
images observées sont proposées Fig.5.5.

FIGURE 5.5. – Les 4 images réalisées dans le cadre du RIM cohérent

On constate alors que chaque image obtenue semble montrer le gradient de la
phase selon une direction particulière, dépendante du type d’ouverture utilisée. Les
méthodes par contraste de phase utilise cet effet pour à l’expression de la phase.

Avant de lancer l’inversion RIM, trois questions ont attiré notre attention. Tout
d’abord, quelle sera la meilleure estimée initiale (pour être le plus proche possible
de la solution et accélerer la convergence de l’algorithme). Idéalement, on aurait
souhaité adapter l’estimée spectrale du Wirtinger-Flow (Candes2015), mais celle-ci se
base sur le caractère aléatoire des matrices d’observations, qui ne correspond pas au
problème RIM. Nous avons tout d’abord considéré un objet constant, ce qui, pour cet
échantillon, est équivalent au module de l’objet, puis une image facilement accessible,
l’image brightfield de l’échantillon. Enfin, nous avons étudié une reconstruction basée
sur une estimée aléatoire.

La deuxième question porte sur le domaine fréquentiel sur lequel on va chercher
à reconstruire l’échantillon. En effet, en utilisant le même raisonnement que celui
développé dans le chapitre 2, on peut montrer que chaque image est sensible aux fré-
quences de l’objet sur le domaineΩH γ(m) . Cependant, au vu de la forme des différents
domaines, il n’y a un recouvrement d’information que sur le domaineΩH définit par
la pupille de collection. Ce recouvrement est illustré Fig. 5.6.

7. calculé avec 50 vecteurs propres
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Recouvrement spectral Décroissance des valeurs propres

FIGURE 5.6. – Recouvrement des domainesΩH γ(m) pour m = 1, . . . ,4 dans l’espace de
Fourier, et décroissance des valeurs propres. Les valeurs propres sont
les mêmes pour chaque pupille d’illumination.

Ainsi, on peut choisir soit de restreindre l’information à la zone ayant un recouvre-
ment maximal (i.e., ΩH ), afin de limiter les éventuelles indéterminations de phase,
soit choisir de reconstruire sur le support le plus large, avec une meilleure résolution,
mais des possibles indéterminations sur la phase reconstruite. Les deux choix seront
étudiés pour les reconstructions.

Enfin la troisième et dernière question concerne le nombre de vecteurs propres
à considérer pour la reconstruction. Même si la vitesse de décroissance des valeurs
propres est inférieure à celle observée en microscopie de fluorescence (voir Fig. 5.6),
nous avons observé qu’utiliser les dix premiers vecteurs propres pour le calcul de la
variance modèle est suffisant. Les reconstructions obtenues avec la méthode RIM pour
les différentes estimées initiales et les différents domaines spectral de reconstruction
sont présentées Fig. 5.7.
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FIGURE 5.7. – Reconstruction RIM

On constate deux choses. La première est qu’avec une initialisation aléatoire, la
méthode RIM cohérent (avec ces quatre mesures) ne semble pas converger, alors
qu’avec une initialisation proche de la solution (en module), il est possible de re-
construire correctement l’échantillon. Il semble également que le fait de travailler
sur un domaine élargi, avec plus de risque d’indétermination de phase, n’aie pas
d’impact significatif si de bonnes initialisations sont utilisées. Ainsi, on peut a priori
gagner en résolution tout en récupérant l’information de phase, comme c’est le cas
en ptychographie. Ceci permet de vérifier le bon fonctionnement de la méthode RIM
aux problèmes de l’imagerie en transmission par éclairement partiellement cohérent.
Cependant, dans ce cas, RIM n’apporte pas un progrès significatif par rapport aux
approches Differential Phase Constrast.

En fait, l’intérêt principal de RIM cohérent réside dans sa compatibilité avec les
microscopes darkfield, pour lesquels il n’existe pas de méthodes de reconstruction de
phase.

5.4.2. Simulation d’un problème darkfield
Une configuration de microscopie darkfield se caractérise par le fait que la caméra

ne détecte aucun signal en l’absence d’échantillon. Pour cela, il faut soit avoir P̃ (m)
Illu ∩

P̃Col =∅ pour tout m, soit considérer un montage en réflexion, ce que l’on fera dans
la suite.
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On choisit de travailler sur un objet constitué de multiples billes transparentes, de
rayon variable et dont le contraste de permittivité δε vaut soit 0.1, soit 0.1i , tel que
présenté Fig 5.8. Pour ce type d’échantillon, on peut commencer par regarder l’image
brightfield, 8, et l’image darkfield 9, toute deux présentées sur cette même figure, avec
l’image d’holographie.

Objet Vrai Brightfield Darkfield Holographie

FIGURE 5.8. – Acquisitions sur un échantillon de billes transparentes. Les images en
noir et blanc sont à valeurs réelles, et celles en couleurs sont à valeurs
complexes, suivant la légende introduite Fig 5.3.

Ce type d’échantillon illustre bien les limites de l’imagerie brightfield, puisque les
billes ayant un contraste de permittivité réel (rouge) sont tout simplement invisibles,
alors qu’elles sont bien visibles sur l’image darkfield. Dans tous les cas, ni l’image
brightfield, ni l’image darkfield ne permettent de retrouver la phase de l’échantillon,
et il faut passer à des traitements numériques, comme la procédure RIM cohérent
pour espérer retrouver la phase.

Nous passerons ici les considérations sur l’initialisation et le domaine de recons-
truction, qui ont déjà été abordées dans la simulation précédente. Les reconstructions
seront initialisées avec l’image darkfield et se feront sur le domaine de reconstruction
étendu. On obtient alors la reconstruction présentée sur la Fig. 5.9 :

Image 1 Image 2 Image 3 Image 4 Reconstruction

FIGURE 5.9. – Reconstruction RIM cohérente sur un échantillon de billes à images 1 à
4. Seulement une information de phase partielle, sur une zone limitée
de l’échantillon a pu être retrouvée.

8. calculé à partir de la quantité complexe ρ = 1+ iδε
9. calculé à partir de la quantité complexe ρ = δε
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Cette première inversion n’est pas très convaincante, puisque l’on arrive estimer
une tendance de phase uniquement pour quatre billes, qui sont situées relativement
proches les unes des autres. Ce type de résultat se rencontre également en ptychogra-
phie et est parfaitement explicable. Pour cela, il suffit de considérer un échantillon
ayant deux éléments ponctuels, comme dans l’étude présentée dans la section 2.4.1.
On s’intéressera ici directement au cas d’un échantillon complexe décrit par

ρ(r) = δ(r− r0

2
)e iφ1 +δ(r+ r0

2
)e iφ2 (5.46)

avec φ1 et φ2 la phase respective des deux éléments considérés. En injectant cette
expression dans le modèle de formation d’image (5.20), on obtient l’expression de
l’image observée :

I (m)(r) = γ(m)(0)
(
|H |2(r− r0

2 )+|H |2(r+ r0
2 )

)
+2Re

(
γ(m)(r0)H (r− r0

2 )H ∗(r+ r0
2 )e i (φ1−φ2)

) (5.47)

On retrouve trois termes dans l’image finale. Les deux premiers correspondent à
l’intensité respective de chacune des sources, et ne sont évidemment pas sensibles
à la phase de celles-ci. Seul le dernier terme, qui est un terme d’interaction entre
ces deux sources, affiche une dépendance vis-à-vis de leur différence de phase. Ce
terme est pondéré par γ(m)(r0), une fonction qui tend vers 0 lorsque r0 augmente. Par
conséquent, plus les billes sont éloignées les unes des autres, moins l’image observée
sera sensible à leur différence de phase.

Dans le cas de la microscopie cohérente telle que proposé ici, le choix des fonctions
γ(m) est totalement libre, et l’on peut donc choisir des fonctions γ(m) qui décroissent
moins rapidement. La façon la plus simple de le faire revient à réduire la taille de la
pupille d’illumination P̃ (m)

Illu dans le domaine de Fourier. Il semblerait alors que l’on
doive réaliser un arbitrage entre résolution et sensibilité de phase, puisque réduire la
taille de la pupille d’illumination réduit nécessairement le domaine des fréquences de
l’objet qui peuvent être reconstruites.

On choisit alors d’utiliser quatre nouvelles acquisitions, dont les pupilles d’illumi-
nations sont décrites avec des quarts de cercles dont le rayon est 5 fois plus petit
que celui des pupilles présentées Fig 5.4. Les nouvelles images obtenues, ainsi que la
reconstruction obtenue sont présentées Fig. 5.10.
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Image 5 Image 6 Image 7 Image 8 Reconstruction

FIGURE 5.10. – Reconstruction RIM cohérente sur un échantillon de billes. Les images
5 à 8 correspondent à des éclairements de speckle beaucoup plus larges
que ceux utilisées pour les images 1 à 4 Fig. 5.9. L’utilisation de speckles
plus petit augmente la portée d’interaction et donc la sensibilité à la
phase.

On constate alors que l’on arrive bien à augmenter le nombre billes correctement
identifiées, ce qui était attendu avec l’analyse de l’équation (5.47), et ce sans compro-
mettre la résolution finale 10. Notons qu’il reste encore quelsues À ce niveau, il reste
encore quelques de billes isolées qui sont restées non identifiables, parce qu’elles
sont trop éloignées des autres. Notons néamoins que toutes ces billes sont estimées
avec la même phase, ce qui est consistant avec ce l’objet vrai. La seule information
manquante est le dephasage entre ce groupe de billes et celui qui a eté correctement
indentifié. Notons que plus on réduit la taille des pupilles d’illumination, plus on
s’approche d’éclairements en ondes planes et donc de la Ptychographie classique qui
demande plus d’illuminations.

Cette étude préliminaire montre que si l’on trouve un bon compromis entre réso-
lution et distance entre les billes, la méthode RIM cohérent permet de retrouver la
phase à partir d’acquisition darkfield. Ce type d’imagerie pourrait par exemple être
utilisé pour caractériser des contaminants dans sur un substrat. Cependant, il reste
du travail pour améliorer la stabilité de la reconstruction et la robustesse au bruit.

5.5. Conclusion
Dans le cadre de la microscopie cohérente, le champ électrique au niveau de la

caméra s’écrit comme la convolution d’une fonction d’appareil avec l’objet multiplié
par le champ incident. On retrouve le modèle d’acquisition RIM utilisé en fluorescence,
avec cependant un certain nombre de modifications : les fonctions d’intérêt sont
maintenant complexes, et la caméra mesure directement la variance asymptotique
(bruitée). La mesure étant réelle, une diversité d’images, obtenues par exemple en
changeant la pupille d’illumination ou de collection, est nécessaire pour espérer
retrouver l’objet complexe.

RIM se rapproche d’un schéma de ptychographie de Fourier multiplexée, ou chaque

10. Ceci est probablement du au fait que la structure de l’échantillon ne demande pas de super-
résolution.
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image est la somme incohérente des contributions de multiples ondes planes inci-
dentes. L’approche RIM présente cependant un avantage non négligeable, puisqu’elle
permet a priori d’utiliser des illuminations très denses dans l’espace de Fourier (typi-
quement des éclairements partiellement cohérents). On peut alors réduire le nombre
d’illuminations tout en obtenant une reconstruction à haute résolution. Il devient pos-
sible de faire de la reconstruction de phase, dans les modalités brightfield et darkfield,
avec moins de dix images.

Cependant, tout comme la ptychographie, la méthode est plus difficile à utiliser sur
des échantillons parcimonieux. L’identification de la différence de phase entre deux
émetteurs ponctuels requiert que la distance les séparant soit de l’ordre de la taille de
la PSF et de la fonction d’auto-corrélation de l’éclairement. Les stratégies d’acquisition
et de reconstruction doivent alors être optimisées pour combiner des images basses
résolution (riches en information de phase), et des images hautes résolution. Une
analyse détaillé des impacts de la taille de la PSF et de la fonction d’auto-corrélation,
n’a cependant pas pu être réalisée dans le cadre de cette thèse.
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Conclusion et perspectives

Une approche courante pour augmenter la résolution des microscopes de fluores-
cence consiste à éclairer l’échantillon avec des motifs qui ne sont pas spatialement
uniformes (grilles de lumière, faisceau focalisé). La reconstruction haute résolution
de l’échantillon est alors obtenues en combinant, généralement de manière linéaire,
les images basse résolution. Cette combinaison requiert la connaissance de chaque
motif d’illumination.

La microscopie RIM s’inscrit dans le cadre des microscopies super-résolues à éclai-
rement structuré. Son originalité réside dans sa technique de reconstruction qui utilise
uniquement la variance des images pour former une image super-résolue de l’objet.
Cette approche est particulièrement intéressante, car elle supprime la nécessité de
connaître ou d’estimer les motifs d’illuminations. Seule la connaissance a priori des
statistiques des illuminations est nécessaire. Les illuminations de speckles sont alors
un choix idéal puisque leurs statistiques sont parfaitement connues (Goodman2007).

Jusqu’à présent, la densité de fluorescence était estimée avec la méthode RIM-VAR
(Labouesse2021b), basée sur la minimisation de l’erreur au sens des moindres carrés
entre la variance théorique d’un échantillon quelconque et la variance empirique des
images réalisées. Si cette méthode permet en théorie d’obtenir un gain de résolution
égal à ce que l’on peut espérer avec les autres méthodes par éclairements structurés,
elle reste limitée par sa vitesse de convergence. Ce problème a été résolu an propo-
sant deux nouveaux estimateurs (Chap. 3) RIM-CF et RIM-STD. Le premier est un
estimateur basé sur la déconvolution linéaire par un filtre approprié de l’écart-type
des différentes images mesurées.

Cet estimateur repose sur une modélisation approchée de l’écart-type des images.
Il permet un gain de résolution d’un facteur proche de x1.5, pour un coût calcula-
toire minime de quelques transformées de Fourier. Pour améliorer la reconstruction,
nous avons aussi développé un estimateur RIM-STD reposant sur une modélisation
rigoureuse de l’écart-type. La densité de fluorescence est estimée de manière ité-
rative de manière à minimiser l’erreur entre l’écart-type expérimental et théorique.
L’utilisation de l’écart-type à la place de la variance nous a permis d’introduire un
préconditionneur adapté, ne changeant pas au cours des itérations, qui fait gagner un
à deux ordres de grandeurs sur la vitesse de convergence, tout en obtenant le même
gain de résolution que la méthode RIM-VAR à convergence.

Les nouvelles méthodes d’inversion RIM accélérées sont aussi particulièrement
intéressantes si l’on veut faire de l’imagerie tri-dimensionnelle. En effet, l’imagerie
3D repose sur un nombre de données important dont le traitement peut rapidement
devenir fastidieux. Dans ce cas, le gain de temps des nouveaux algorithmes de recons-
truction est significatif, puisque le temps pris par la reconstruction d’un échantillon
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de 100 millions de voxels passe de plusieurs dizaines de minutes avec l’approche
RIM-VAR à seulement quelques minutes avec RIM-STD, et quelques secondes avec
l’approche RIM-CF. Ce sont donc des briques clés pour atteindre l’objectif de fournir
des images super-résolues en temps réel.

En 3D, la méthode RIM est théoriquement capable de produire des images avec
une résolution et un sectionnement optique comparable à ce qui est obtenu avec un
microscope confocal idéal. J’ai montré que des acquisitions réalisées avec un dispositif
de remote focusing, conservant la position relative de l’échantillon et de l’illumination
lors de la construction de l’image, sont directement compatibles avec le formalisme
de RIM. L’autre méthode d’acquisition, basée sur une translation de l’échantillon,
permet également un gain de résolution et de sectionnement optique lorsqu’elles
sont combinées au traitement RIM. Cependant, les performances sont moindres que
celles obtenues avec des acquisitions en remote focusing, particulièrement si le budget
de photon est limité.

Enfin, ce travail a aussi permis d’adapter la technique RIM à l’imagerie de diffraction.
Il est ainsi possible de reconstruire de manière quantitative la permittivité complexe
d’échantillon à partir d’images obtenues sous divers éclairements partiellement cohé-
rents. L’approche RIM apporte également à une nouvelle vue sur les microscopies à
champ brillant, à champ sombre et par ptychographie de Fourier. En particulier dans
le cas de cette dernière, elle permet de diminuer le nombre d’images nécessaires à la
reconstruction un échantillon de phase.

Du fait de la simplicité de son implémentation expérimentale (un diffuseur pour
faire des speckles, peu de contrôle sur les illuminations) et de son traitement nu-
mérique (faire l’écart-type des images) les perspectives pour RIM sont nombreuses.
Plusieurs techniques d’imagerie utilisant les algorithmes que j’ai développés sont déjà
implémentées ou sont en cours de réalisation.

Par exemple, RIM a été introduit dans un microscope de fluorescence dont la pro-
fondeur de champ a été étendu sur plusieurs microns grâce à une rapide translation
du plan focal avec une lentille accordable (Mazzella2024). Ce microscope permet
d’obtenir une projection de l’échantillon sur le plan transverse. Il est particulièrement
adapté à l’étude d’échantillons présentant une surface ondulante (comme un épithé-
lium). RIM a été implémenté dans un microscope à deux photons 11. dans lequel la
fluorescence est reliée au carré de l’intensité de l’illumination.

D’un point de vue algorithmique, il suffit simplement de modifier l’expression de
la PSF de collection et de la fonction d’auto-correlation du speckle. Cette dernière
doit cependant être étudiée précisément pour chaque modalité, mais peut toujours
se dériver à partir de la fonction de correlation 3D d’un speckle classique.

De manière plus surprenante, RIM a aussi été adapté à la microscopie CARS (Fantuzzi2023).
La microscopie CARS est normalement une méthode d’imagerie cohérente, mais la
configuration expérimentale a été adaptée pour rendre les images compatibles avec le
formalisme RIM développé pour la microscopie de fluorescence. RIM permet alors
d’obtenir le module au carré de la susceptibilité non linéaire de l’échantillon. Cepen-

11. Les résultats ne sont pas encore publiés
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dant, les résultats prometteurs de RIM cohérent pour estimer la permittivité complexe
de l’échantillon permettent d’envisager une extension de CARS-RIM pour retrouver
la partie imaginaire de la susceptibilité non-linéaire. Cela permettrait d’être moins
pollué par le fond non résonnant du signal CARS qui correspond à la partie réelle de
cette dernière.

La faiblesse principale de la méthode RIM par rapport aux microscopies par éclaire-
ments structurés conventionnelles (nécessitant la connaissance des illuminations)
est l’augmentation du nombre d’images. Afin de pouvoir obtenir des statistiques em-
piriques stables, plusieurs centaines d’images sont nécessaires contre seulement une
dizaine (Gustafsson2000) lorsque les éclairements sont connus. Il est évidemment
possible dans RIM de diminuer le temps d’intégration de chacune des images brutes
par rapport à celui des microscopes SIM classiques. Toutes les comparaisons entre
RIM et SIM ont d’ailleurs été faites avec le même budget de photons (Mangeat2021).

Cependant, lorsque les images brutes deviennent fortement polluées par le bruit
électronique de la caméra, la reconstruction RIM n’est plus possible. Cela est le cas
si le budget de photons est très limité (pour des raisons de toxicité en particulier).
Dans ce genre cas, on aimerait réduire le nombre d’images pour augmenter la quan-
tité de photons par image. Le formalisme de RIM n’imposant aucune hypothèse a
priori sur les illuminations, si ce n’est la connaissance de leur covariance, on peut
envisager un méthode au second ordre avec des éclairements connus. Dans ce cas, on
peut donc envisager d’optimiser des éclairements de telle sorte que leur covariance
empirique converge plus vite vers la covariance asymptotique. Cette approche est en
cours d’étude et permettrait de réduire le nombre d’illuminations tout en limitant les
artefacts liés à l’utilisation d’une variance non asymptotique dans la reconstruction.
Même si les illuminations devront être optimisées et donc contrôlées, il est probable
qu’une technique d’imagerie ne nécessitant que la connaissance de la covariance des
illuminations soit plus robuste aux aberrations (induites par des désalignements ou
par la traversée de l’échantillon) qu’une reconstruction basée sur la connaissance de
chaque motif d’illumination.
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ANNEXES

A. Preuve de la Proposition 1

A.1. Rappels sur RIM
Un élément clé dans le cadre de RIM est l’expression de la variance à partir du noyau

d’un opérateur intégral t , défini comme

t (r,r′) = h(r)γ(r−r′)h(r) (.48)

Avec h la PSF du microscope et γ la fonction d’auto-corrélation des illuminations. En
microscopie de fluorescence, ces deux fonctions sont supposées positives, intégrable
et de carré intégrable Mertz2019. Par ailleurs, ce noyau vérifie :Ï

|t (r,r′)|2drdr′ <∞ (.49)

un résultat qui se vérifie aisément, utilisant le fait que γ soit bornée 12. Le noyau t ,
peut être canoniquement associé à l’opérateur intégral :

T : L2(Rd ) →L2(Rd )
Φ 7→ ∫

t (·,r′)Φ(r′)dr′ (.50)

La condition (.49), nous permet par ailleurs d’affirmer que l’opérateur T est un opéra-
teur intégral de Hilbert-Schmidt (Bump1998). Cet opérateur est donc un endomor-
phisme continu et compact. De plus, le noyau t étant symétrique, le théorème spectral
nous garanti que ce noyau est séparable sous la forme :

t (r,r′) = ∑
k>1

λkΨk (r)Ψk (r′) (.51)

Avec (λk )k>1 une suite de réels positifs, décroissante, et de limite nulle, et (Ψk )k>1 les
fonctions fonctions propres de l’opérateur T . Rigoureusement, les quantités (λk )k>1

et (Ψk )k>1 sont les éléments propres de l’opérateur T , mais nous les appellerons
également, par extension, les éléments propres du noyau t .

Dans cette section, nous prouverons que sous les hypothèses standard en microsco-
pie de fluorescence présentées dans le chapitre 2, principale h et γ, sont des fonctions
positives et intégrables sur Rd , la fonction u1 est positive, avec un support en Fourier

12. On a par exemple ∀r|γ(r)|6 γ(0)

163



5. Extension de RIM pour l’imagerie cohérente – A. Preuve de la Proposition 1

de correspondant exactementΩhγ, la convolution des domainesΩh etΩγ.

A.2. Positivité de u1

Afin de prouver la positivité du vecteur propre principal u1 nous allons donc nous
baser sur le théorème de Krein-Rutman tel que donné dans Deimling1985[Th.19.2].
Ce théorème s’énonce (après traduction en français) :

Théorème 3 Soit X un espace de Banach, et K ⊆ X un cône convexe tel que K ªK soit
dense dans X (On dit que K est un cône total). Soit T : X → X un opérateur compact
positif T (K ) ⊆ K , avec un rayon spectral positif r (T ). Alors r (T ) est une valeur propre
de T et le vecteur propre associé appartient à K \ {0}.

Pour prouver la positivité de u1, il suffit de vérifier que l’opérateur T introduit (.50),
vérifie effectivement les conditions d’application du théorème. Dans la suite nous
nous placerons donc dans l’espace X = L2(Rd ) de carré intégrable, muni de la norme :

| f |2 = 〈 f | f 〉 ,

avec, 〈 f |g 〉 =
∫

f (x)g∗(x)dx,

le produit scalaire usuel pour les fonctions. Enfin, nous considèrerons le cône K des
fonctions à valeur non négatives :

K = { f ∈ X |∀x ∈Rd , f (x)> 0} (.52)

Dans ce cas :

1. Il est clair que K est un cône total puisque toute fonction f ∈ X peut s’écrire
comme f = f +− f − avec f + = max(0, f ) et f − =−min( f ,0), qui sont toutes les
deux des fonctions non négatives.

2. L’opérateur T étant un opérateur de Hilbert-Schmidt, il s’agit d’un endomor-
phisme compact.

3. Le noyau t étant non négatif, on en déduit par positivité de l’intégrale que T est
un opérateur positif (i.e., ∀u, 〈u|Tu〉> 0).

4. Le rayon spectral de T est alors λ1, qui est non nul dès que t est non nul.

Ceci garanti que l’opérateur T vérifie le théorème de Krein-Rutman. Par conséquent,
son vecteur propre principal Ψ1, et sa version normée u1 =

p
λΨ1, sont tous deux des

éléments K , et par conséquent, non-négatifs.

A.3. Preuve du support spectral Ωu1

La démonstration précédente permet d’obtenir une façon de linéariser l’écart-type
modèle, en utilisant une décomposition tronquée à l’ordre 1, dont détaillé dans la
section 2.3.3. Le modèle linéarisé (2.35) étant un problème convolution, le support
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spectral du vecteur u1 est alors requis pour déterminer les fréquences de l’objet qui
seront éventuellement retrouvables après une déconvolution.

Avant de commencer la démonstration à proprement parler, remarquons, en pas-
sant dans le domaine de Fourier, que les transformées de Fourier ũk des fonctions
propres de T , sont toutes des fonctions propres d’un autre opérateur intégral T̃ . En
effet, pour tout entier k, on a :

λk uk (x) =
∫

h(x)h∗(x′)γE (x−x′)uk (x′)dx′

λk

∫
uk (x)e ik·xdx=

∫
h(x)h∗(x′)γE (x−x′)uk (x′)e ik·xdx′dx

λk ũk (k) =
Ï

h̃(k1)h̃∗(k2)γ̃(k3)ũk (k′)e ix·(k−k1−k3)e−ix′·(k′+k2−k3)dk1,2,3dk′dxdx′

λk ũk (k) =
Ï

h̃(k1)h̃∗(k2)γ̃(k3)ũk (k′)δ(k−k1 −k3)δ(k′+k2 −k3)dk1,2,3dk′

λk ũk (k) =
∫ (∫

h̃(k−k3)h̃∗(k3 −k′)γ̃(k3)dk3

)
ũk (k′)dk′

λk ũk (k) =
∫

t̃ (k,k′)ũk (k′)dk′ (.53)

où t̃ (k,k′) est le noyau de l’opérateur intégral T̃ donné par :

t̃ (k,k′) =
∫

h̃(k−ξ)h̃∗(ξ−k′)γ̃(ξ)dξ (.54)

t̃ (k,k′) =
∫

h̃(k−ξ)h̃∗(k′−ξ)γ̃(ξ)dξ. (.55)

Remarquons de plus qu’avec les hypothèses de pupilles non aberrées, les fonctions
h̃ et γ̃ sont réelles et non-négatives. En utilisant un raisonnement similaire à celui
présenté précédemment, on peut une nouvelle fois appliquer le théorème de Krein-
Rutman pour montrer que ũ1 est non-négatif. Il reste donc alors à déterminer le
domaine sur lequel ũ1 est non nul.

A.3.1. Résultats intermédiaires

Reprenons tout d’abord l’expression du noyau (.55), et introduisons

f̃k :k′ 7→ t (k,k′) (.56)

g̃k′ : ξ 7→ γ̃E (ξ)h̃∗(k−ξ) (.57)

de manière que f̃k soit la convolution entre les fonctions h̃ et g̃ ′
k. On a alors par

construction

Ωgk′ =Ωγ∩
(
{k}ªΩh

)
, (.58)

Ω fk =Ωgk′ ⊕Ωh
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ce qui nous permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 1 On a :
— (i) ∀k ∉Ωhγ,Ω fk =∅. La justification est immédiate en remarquant queΩgk est

également vide.
— (ii) LorsqueΩγ ⊆Ωh, ce qui correspond aux d’applications en épi-fluorescence, on

aΩg0 =Ωγ etΩ f0 =Ωhγ.

que nous utiliserons pour notre démonstration. Enfin, puisque ũ1 est un vecteur
propre de l’opérateur T̃ , associée à la valeur propre λ1, on a :

∀k, [T̃ ũ1](k) =λ1ũ1(k) =
∫

t (k,k′)ũ1(k′)dk′. (.59)

Ce qui donne en utilisation la définition (.56) :

∀k, ũ1(k) = 1

λk

∫
f̃k(k′)ũ1(k′)dk′. (.60)

En particulier, pour toute fréquence k0 hors du support spectral de u1 on a :

k0 ∉Ωu1 ⇐⇒ 1

λ1

∫
f̃k0 (k′)ũ1(k′)dk′ = 0, (.61)

Les deux fonctions étant non négatives f̃k0 par les hypothèses de la microscopie de
fluorescence, et ũ1 par l’application du théorème de Krein-Rutman, (voir Th.3), on
en déduit que les deux fonctions doivent avoir un support disjoint pour tout k0 ∉Ωu1 .
Cette condition nous permet de montrer par double inclusion que

Ωu1 =Ωhγ. (.62)

A.3.2. Ωu1 ⊆Ωhγ

Commençons par l’inclusion la plus intuitive :Ωu1 ⊆Ωhγ. Cette inclusion est la plus
intuitive, car nous avons déjà montré (section 2.2.3), que la variance ne dépend pas
des composantes fréquentielles de l’échantillon au-delà deΩhγ.

Considérons une fréquence k0 ∉Ωhγ. En utilisant le corollaire 1(i), on en déduit que

la fonction f̃k0 est uniformément nulle. On a alors immédiatement :∫
f̃k0 (k′)ũ1(k′)dk′ = 0, (.63)

et en appliquant l’équivalence (.61), on a immédiatement k0 ∉Ωu1 . Ceci montre

Ωu1 ⊆Ωhγ.
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A.3.3. Ωhγ ⊆Ωu1

Pour la seconde inclusion, choisissons une fréquence k0 ∈ Ωhγ, et supposons
ũ1(k0) = 0. En utilisant l’équation (.61), on en déduit que la fonction ũ1 doit être
uniformément nulle sur le domaineΩ fk0

. Nous allons montrer qu’une telle annula-
tion est impossible dans le cas oùΩγ ⊆Ωh, et que par conséquent, il n’existe aucune
fréquence dansΩhγ telle que ũ1(k0) = 0.

Pour cela, utilisons la définition deΩhγ, pour trouver deux fréquences qu’il existe
des fréquences ξ1 ∈Ωh et ξ2 ∈Ωγ telles que :

k0 = ξ1 −ξ2 i.e., 0 = (k0 −ξ1)+ξ2 (.64)

À partir de là, notons les trois points suivants :
— a. (k0 −ξ1) ∈ (

{k0}ªΩh
)
, par définition de ce domaine.

— b. (k0 −ξ1) ∈Ωγ. Ce point est moins immédiat, mais il s’obtient en remarquant
que (k0 −ξ1) =−ξ2, et en utilisant la symétrie de Ωγ, car γ est réelle en micro-
scopie de fluorescence.

— c. ξ2 ∈Ωγ ⊆Ωh

Les points a. et b. permettent d’obtenir (k0 −ξ1) ∈ g̃k0 , et en ajoutant le point c. on
obtient l’implication suivante :

∀k0 ∈Ωhγ, ũ1(k0) = 0 =⇒ 0 ∈Ω fk0
(.65)

En particulier, ceci signifie que s’il existe un k0 tel que ũ1(k0) = 0, la fonction u1

sera de moyenne nulle. Ceci contredit la démonstration précédente, que u1 est un
vecteur positif non uniformément nul. On en déduit par l’absurde qu’il n’existe pas de
fréquence dansΩhγ telle que ũ1(0) = 0. Ceci revient à affirmer queΩhγ ⊆Ωu1 , ce qui
termine la preuve de la proposition 2.
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B. Approche par algorithme MM (Minimize
Majoration) pour RIM-STD

B.1. Construction d’un schéma par approximation majorante
Pour justifier le changement de fonctionnelle, nous avons utilisé une analogie

entre RIM et les problèmes de reconstruction de phase, tous deux des problèmes
quadratiques. Les liens entre RIM et la reconstruction de phase seront plus largement
détaillées dans le chapitre 5 où une proposition d’extension de RIM autorisant les
quantités à être complexe sera étudiée, ainsi que dans l’annexe F. Pour les problèmes
de reconstruction de phase, Qiu2016 propose différentes variations d’un algorithme
(PRIME), basés sur la construction d’un algorithme MM. Nous allons ici étudier un
schéma par similaire pour le problème RIM.

Les méthodes MM Hunter2004 sont des schémas d’optimisation numérique per-
mettant de minimiser 13 une fonction objectif J . L’idée est de construire une suite de
points (ρk )k>0 selon le schéma :

ρ0 > 0
ρk+1 = argminρQρk

(ρ)
(.66)

Pour garantir la décroissance du critère à chaque étape, les fonctions auxiliaires Qρk

doivent vérifier les deux conditions suivantes :
— La fonction Qρk

majore la fonction J , i.e., ∀ρ, Qρk
(ρ)> J (ρ).

— La fonction Qρk
est tangente à la fonction J au point courantρk , i.e.,ρ, Qρk

(ρk ) =
J (ρk ).

L’idée de cette approche est que la minimisation des fonctions auxiliaires Qρk
est

généralement plus simple qu’une étape de recherche linéaire dans le cadre d’un
algorithme de direction de descente. Le cas idéal correspond au cas où l’on construit
une approximation majorante quadratique, pour laquelle on dispose alors d’une
expression directe de ρk+1.

Dans le cas de RIM-STD, la fonction objectif (3.27) s’exprime à partir de ses résidus :

JStd(ρ) =
N∑

i=1
ji (ρ)2 +µ∥∥ρ∥∥2

2 , (.67)

ji (ρ) = σ̂i −σi (ρ), (.68)

fi (ρ) = (ρtTiρ+σε)
1
2 . (.69)

Pour alléger la notation, on considère ici un bruit gaussien de variance σ2
ε uniforme

sur chaque pixel. Pour construire une approximation majorante de JStd, il suffit de

13. L’approche existe aussi pour maximiser
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construire une approximation majorante pour chaque terme :

j 2
i (ρ) =ρtTiρ−2σi (ρ)[σ̂]i +σε+ σ̂2

i . (.70)

Chaque matrice Ti étant définie non négative, on peut minorer chaque fonction σi

à partir de leur tangente, ce qui donne :

∀ρ, ρk :σi (ρ)>σi (ρk )+ (ρ−ρk )t∇σi (ρk ), (.71)

avec ∇σi le gradient des fonctions σi donné par :

∇σi (ρ) = 1

σi (ρ)
Tiρ. (.72)

Notons ici qu’en présence de bruit instrumental, la fonction σi n’est jamais nulle, et
ce gradient est toujours défini. En réinjectant la minoration de σi dans l’équation
(.70), on obtient cette fois-ci une fonction qi ;ρk

majorant la fonction j 2
i :

qi ;ρk
(ρ) = σ̂2

i −2σ̂i

(
σi (ρk )+ 1

σi (ρk )
(ρ−ρk )tTiρk

)
+ρtTiρ+σε (.73)

L’approximation majorante globale de la fonction JSTD est alors donnée simplement
la somme de chacune des approximations majorantes. On a alors :

∀ρk ,ρ : JSTD(ρ)6Qρk
(ρ), (.74)

avec

Qρk
=

N∑
i=1

qi ;ρk
+µ∥∥ρ∥∥2

2

=
N∑

i=1
σ̂2

i −2σ̂i

(
σi (ρk )+ 1

σi (ρk )
(ρ−ρk )tTiρk

)
+ρtTiρ+σε (.75)

=ρt(S+µI)ρ−2ρtwk +Ck (.76)

où les quantités S, wk et Ck sont respectivement définies par :

S =
N∑

i=1
Ti , (.77)

wk =
N∑

i=1

σ̂i

σi (ρk )
Tiρk , (.78)

Ck = Nσε+
N∑

i=1
σ̂2

i −2σ̂i

(
σi (ρk )− 1

σi (ρk )
ρt

k Tiρk

)
. (.79)

La fonction Q étant quadratique en ρ, on arrive alors, en combinant à l’expression
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(.66), et (.76) à une formule explicite de calcul des itérés successifs :

(S+µIn)ρk+1 =wk , (.80)

où wk la quantité wk dépend de l’itéré courant ρk . Cependant, le calcul de vecteur
wk n’est par possible de manière directe et efficace à cause des coefficients modulant
le produit Tnρ, ce qui empêche l’implémentation directe de ce schéma MM.

B.2. Lien avec le préconditionneur de RIM-STD
Il existe cependant une autre façon de calculer le vecteurwk , basée sur le gradient de

la fonction JSTD. En effet, à cause du caractère tangent de l’approximation majorante,
on a au point courant ρk :

∂Qρk

∂ρ
(ρk ) = ∂JSTD

∂ρ
(ρk ) = gk , (.81)

où gk est le gradient calculé au point ρk à partir de l’expression (3.36). Ce gradient,
peut également s’exprimer à partir de l’expression de l’approximation majorante (.76),
évaluée en ρk :

gk = 2(S+µI)ρk −2wk . (.82)

On peut alors isoler l’expression de wk

wk = (S+µI)ρk −
1

2
gk (.83)

et la réinjecter dans le schéma de mise à jour de l’algorithme MM (.80)

(S+µIn)ρk+1 =wk , (.84)

(S+µIn)ρk+1 = (S+µI)ρk −
1

2
gk , (.85)

ρk+1 =ρk −
1

2
(S+µI)−1gk . (.86)

(.87)

On trouve que le schéma de mise à jour MM est équivalent à un algorithme de
gradient préconditionné (Wright1999) par la matrice S+µI, avec un pas fixe de 1

2 . En
pratique, en testant ce schéma, on constate que le pas fixe de 1

2 est parfois largement
sous-estimé, ce qui ralenti fortement la convergence de l’approche MM. L’algorithme
RIM-STD reprend alors le préconditionneur obtenu à l’aide de l’approche MM, mais
l’utilise dans un schéma ayant de meilleures propriétés de convergence, à savoir un
gradient conjugué avec recherche linéaire.
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C. Calcul du pas pour l’algorithme RIM-STD
L’algorithme RIM-STD se basant sur une recherche linéaire, le choix du pas initial

dans la procédure de backtracking est primordial. Un pas trop faible n’entraînera
aucune décroissance du critère, tandis qu’un pas trop élevé demandera beaucoup
d’itérations de backtracking pour retrouver la solution. Une fois la direction de des-
cented choisie, le problème de recherche de pas correspond en pratique à la recherche
d’un minimum pour une fonction de la variable réelle :

W (α) := JSTD(ρ+αd), (.88)

avec ρ le point courant de l’algorithme pour l’itération courante. En développant à
partir de l’expression des résidus (3.30), cette fonction peut s’écrire sous une forme
très proche d’un polynôme de degré 2 :

W (α) = Aα2 +2Bα−2
N∑

i=1
σ̂i pi (α)+C ′ (.89)

avec

A =dt(S+λI)d=∑
i
dtTid+λdtd=∑

i
Ai +λdtd,

B =dt(S+λI)ρ =∑
i
dtTiρ+λdtρ =∑

i
Bi +λdtρ,

pi (α) =σi (ρ+αd) = (
Aiα

2 +2Biα+Ci
)1/2

,

où

Ai =dtTid, (.90)

Bi =dtTiρ, (.91)

Ci =ρtTiρ+σ2
ε =σi (ρ)2. (.92)

Notons que ces coefficients peuvent en pratique se calculer de manière extrême-
ment rapide, puisque le vecteur des An , est la variance associée à la direction de
descente, et le vecteur des Bn est une sorte de variance ’hybride’ se calculant à partir
de la formule :

B =∑
k

Ukd¯Ukρ

Par définition, le pas optimal minimisant la fonction W annulera sa dérivée W ′. On
peut alors rechercher les zéros de W ′ en utilisant une méthode de Newton, construi-
sant la suite de pas :

αn+1 =αi − W ′(αi )

W ′′αi
. (.93)

En pratique, il n’est pas nécessaire de minimiser précisément W , mais seulement
de faire décroître la fonction objectif suffisamment. W étant proche d’une fonction
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quadratique, il est très probable, que la première itération de la méthode de Newton
soit déjà suffisamment proche du pas optimal pour être accepté par la procédure de
backtracking. Le pas retenu à la première itération est alors donné par :

α=− W ′(0)

W ′′(0)
. (.94)

Il ne reste plus qu’à calculer les dérivées de W , et à les évaluer en 0 pour obtenir le
pas de Newton. Ces dérivées vont faire apparaître les dérivées première et seconde
des fonctions pi données par :

p ′
i (α) = Aiα+Bi

pi (α)
(.95)

p ′′
i (α) = Ai pi (α)− (Aiα+Bi )p ′

i (α)

p2
i (α)

=
Ai pi (α)− (Aiα+Bi ) Aiα+Bi

pi (α)

p2
i (α)

p ′′
i (α) = Ai p2

i (α)− (α2 A2
i +2αAi Bi +B 2

i )

p3
i (α)

(.96)

avec leurs évaluations en 0 :

pi (0) =
√

Ci =σi (.97)

p ′
i (0) = Bi

pi (0)
= Bi

σi
(.98)

p ′′
i (0) = Ai p2

i (0)−B 2
i

p3
i (0)

= Aiσ
2
i −B 2

i

σ3
i

. (.99)

Pour la fonction W , les dérivées première et seconde sont données par :

W ′(α) = 2Aα+2B −2
∑

i
σ̂i p ′

i (α)

W ′′(α) = 2A−2
∑

i
σ̂i p ′′

i (α).
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Le pas retenu pour la procédure itérative est alors

αNewton =− W ′(0)

W ′′(0)

=−B −∑
i σ̂i p ′

i (0)Φ(ρ)

A−∑
i σ̂i p ′′

i (0)

=−
B −∑

i Bi
σ̂i
σi

A−∑
i
σ̂i
σi

Aiσ
2
i −B 2

i

σ2
i

=−
∑

i Bi +λdtρ−∑
i Bi

σ̂i
σi∑

i Ai +λdtd−∑
i
σ̂i
σi

(
Ai − B 2

i

σ2
i

)

αNewton =−
∑

i Bi (1− σ̂i
σi

)+λdtρ∑
i Ai − σ̂i

σi

(
Ai − B 2

i

σ2
i

)
+λdtd

(.100)

dont le calcul s’implémente sans affecter la complexité globale de l’algorithme.
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D. Modélisation du préfiltrage 3D
Repartons du modèle général d’acquisition d’une image 3D Y (4.3), et introduisons

le préfiltrage par un préfiltre 3D g quelconque. L’image préfiltrée est alors donnée
par :

YPF(r, z) =
∫

g (r−r1, z − z1)Y (r1, z1)dr1dz1

=
∫

dr2dz2ρ(r2, z2)
∫

h(r1 −r2, z1 − z2)g (r−r1, z − z1)I (r2, z2, z1)dr1dz1.

(.101)

Dans ce cadre, les problèmes liés au préfiltrage vont uniquement porter sur la
variable axiale, à cause de la dépendance simultanée des "illumination généralisée"
I selon les variables z1, et z2. Par conséquent, dans la suite, pour alléger les écritures,
nous n’écrirons que les dépendances selon la variable axiale. La variance des images
préfiltrées s’écrit alors :

VarPF(z) =
Ï

ρ(z2)ρ(z4)K (z − z2, z − z4)dz2dz4 (.102)

ce qui correspond à une double intégrale de convolution faisant intervenir le noyau

K (z − z2, z − z4) =
Ï

g (z1)h(z − z2 − z1)
g (z3)h(z − z4 − z3)

γI (z2 − z4, z1 − z3)
dz1

dz3
. (.103)

Ce noyau intégral joue un rôle similaire au noyau de convolution t introduit (2.25).
Pour retrouver un modèle de variance calculable avec les méthodes introduites dans
le chapitre 3, notamment basée sur l’implémentation optimisée du noyau intégral
t tel que proposée dans l’algorithme 1, il est nécessaire que le noyau K puisse se
réexprimer sous la forme :

K (z − z2, z − z4) = hPF(z − z2)γ(z2 − z4)hPF(z − z4)

où hPF serait une fonction équivalente à une PSF transformée par l’effet du préfiltrage,
et γ une fonction équivalente à la fonction d’auto-corrélation du speckle.

D.1. Cas du préfiltrage sur des acquisitions en remote
focusing

Dans le cas d’acquisitions en remote focusing, la variance des illuminations est
donnée par l’équation (4.9). Dans ce cas, la dépendance selon les variables z1 − z3

de la fonction γI disparaît naturellement de l’expression du noyau intégral, ce qui
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permet de simplifier son expression :

K (z − z2, z − z4) = γ(z2 − z4)
(∫

g (z1)h(z − z2 − z1)dz1

)(
g (z3)h(z − z4 − z3)dz3

)
K (z − z2, z − z4) = hPF(z − z2)γ(z2 − z4)hPF(z − z4) (.104)

On retrouve alors une décomposition de la forme, et le préfiltrage 3D est directement
compatible avec des acquisitions réalisées en remote focusing. Ceci est cohérent avec
le fait que les acquisitions en remote focusing préservent le modèle de convolution
sur lequel la théorie de RIM a été développée.

D.2. Cas du préfiltrage sur des acquisitions en translatant
l’échantillon

Dans le cas d’acquisitions en translatant l’échantillon dans un speckle stationnaire,
la covariance des illuminations généralisée I affiche une dépendance en z1 − z3 (4.8).
Le noyau K devient :

K (z − z2, z − z4) =
Ï

g (z1)h(z − z2 − z1)
g (z3)h(z − z4 − z3)

γI (z2 − z4 + z3 − z1)
dz1

dz3
(.105)

Et l’intégrale ne se simplifie plus comme précédemment. Afin de retrouver un modèle
de convolution compatible avec RIM, il faut imposer un préfiltre de la forme g (z) =
δ(z), ce qui revient à n’appliquer aucun préfiltrage dans la direction axiale. Rappelons
ici que cet effet concerne uniquement les variables axiales, et que l’on peut conserver
le préfiltrage dans les directions transverses, qui ne sont pas détaillées ici.

D.3. Cas du préfiltrage sur des acquisitions plan par plan
Un problème similaire ce produit dans le cas d’acquisition plan par plan, pour

lesquelles le noyau k devient après injection de la formule de corrélation des illumina-
tions (4.7) :

K (z − z2, z − z4) =
Ï

g (z1)h(z − z2 − z1)
g (z3)h(z − z4 − z3)

γI (z2 − z4)δ(z3 − z1)
dz1

dr3dz3

K (z − z2, z − z4) =
Ï

g (z1)h(z − z2 − z1)g (z1)h(z − z4 − z1)γI (z2 − z4)dz1 (.106)

que l’on doit une nouvelle fois simplifier en imposant un préfiltre de la forme g (z) =
δ(z), ce qui revient une nouvelle fois à enlever les effets du préfiltrage dans la direction
axiale.

175



5. Extension de RIM pour l’imagerie cohérente – E. Cas d’équivalence entre les
décompositions RIM et MPFM

E. Cas d’équivalence entre les décompositions
RIM et MPFM

Nous avons vu que le formalisme existant en microscopie par ptychographie de Fou-
rier multiplexée (MPFM), et en RIM ne différent que par la décomposition du noyau
t qui est utilisée. L’objectif ici est d’étudier dans quelle condition la décomposition
spectrale proposée par RIM est équivalente à la décomposition sur des ondes planes
proposées en (MPFM). Pour cela, repartons d’un noyau t de la forme :

t (x,x′) =H (x)γ(x−x′)H ∗(x′), (.107)

avec γ le noyau invariant par translation de faible rang :

γm(x−x′) =
K∑

k=1
Ek ekm ·(x′−x), (.108)

que l’on décompose sous la forme proposée en (MPFM) :

tm =
K∑

k=1
EkΦi (x)Φ∗

i (x′) (.109)

avec Φi (x) =H (x)e−km ·x. (.110)

Pour que la décomposition (.109), soit la même que celle obtenue en RIM, il suffit
de savoir s’il s’agit ou non d’une décomposition spectrale, ce qui revient à étudier
l’orthogonalité des différentes fonctionsΦi . Nous montrerons la proposition suivante :

Proposition 3 Soit K = {k1, . . . , kK } les vecteurs d’ondes transverses (distinct) des
ondes planes générant le noyau t, défini par les équations (.107) et (.108). La décompo-
sition de ce noyau sous la forme (.109), est une décomposition spectrale si et seulement
si :

∀(i , j ) ∈ [1,K ], i 6= j =⇒ k j −ki ∉Ω|H |2 (.111)

La démonstration de cette proposition est relativement simple en exploitant le
lemme suivant :

Lemme 1 Deux fonctionsΦi etΦ j associées aux vecteurs d’ondes ki et k j , sont ortho-
gonales si et seulement si ki −k j ∉Ω|H |2 ,
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dont la démonstration s’obtient en calculant le produit scalaire :

〈Φi |Φ j 〉 =
∫
Φi (x)Φ∗

j (x)dx

=
∫

H (x)H ∗(x)e i (k j−ki )·xdx

=
∫

|H (x)|2e i (k j−ki )·xdx

〈Φi |Φ j 〉 =F
[
|H |2

]
(k j −ki ). (.112)

Ce produit scalaire correspond simplement à la transformée de Fourier de la fonc-
tion |H |2, évaluée en ki −k j . Les fonctions Φi et Φ j sont orthogonales lorsque le
produit scalaire (.112) est nul, c’est-à-dire lorsque la différence ki −k j n’est pas dans
le domaineΩ|H |2 . Ceci démontre le lemme 1.

Montrons maintenant la proposition 3. Supposons tout d’abord que la décom-
position selon la famille des (Φi ) soit une décomposition spectrale. Dans ce cas, le
théorème spectral nous garanti que les vecteurs propres de t sont orthogonaux. Par
conséquent, en appliquant le lemme 1, la condition (.111) est nécessairement vérifiée.

Inversement, supposons que la condition (.111) soit vérifiée. On vérifie alors que les
fonctionsΦi sont bien vecteurs propres de l’opérateur intégral associé au noyau tm .
On a ∫

t (x,x′)Φi (x′)dx′ =
∫ K∑

k=1
EkΦk (x)Φ∗

k (x′)Φi (x′)dx′

=
K∑

k=1
EkΦk (x)

∫
Φ∗

k (x′)Φi (x′)dx′

=
K∑

k=1
EkΦk (x)〈Φk (x′)|Φi (x′)〉

= Ei ‖H ‖2Φi (x)

et Φi est bien un vecteur propre associée à la valeur propre Ei ‖H ‖2. Le passage de
l’avant-dernière à la dernière ligne s’obtient en exploitant la condition (.111) ainsi que
l’équation (.112). La décomposition (.109) est donc bien une décomposition spectrale,
ce qui prouve la proposition (3).
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F. Lien entre RIM et la reconstruction de phase
Le but de cette annexe est de faire le lien entre le problème RIM discret et les

problèmes de reconstructions de phase d’un point de vue théorique, les aspects
algorithmique étant déjà mis en pratique dans le chapitre 5

F.1. Rappel sur la reconstruction de phase
F.1.1. Modélisation du problème direct

Le problème de reconstruction de phase se présente classiquement Candes2015
comme la recherche de la reconstruction d’un 14 vecteur ρ ∈CN à partir de P mesures
en intensité :

y2
p = |a†

pρ|2 (.113)

avec (ap )p ∈ [1,P ] une famille de vecteurs complexes, et † la notation désignant la
trans-conjugaison d’un vecteur.

En fonction de la structure de famille de vecteurs (ap ), on peut classer les problèmes
de reconstruction de phase en différentes catégories. Historiquement, les problèmes
de reconstruction de phases ont été introduits sur des problème de cristallographie
(Sayre1952) dans lesquels la caméra mesure directement la densité spectrale de puis-
sance. La base famille des vecteurs d’observation est alors directement les vecteurs de
la base de Fourier, c’est-à-dire dont le j -ième coefficient [ap ] j est donné par :

[ap ] j = e2iπ p j
N . (.114)

A l’opposée, une autre grande famille de bases rencontrées en reconstruction de
phase, sont les bases de vecteurs aléatoires (Candes2012), qui sont particulièrement
intéressante du point de vues de garanties théoriques qu’elles peuvent apporter.

Entre ces deux familles, il reste possible d’utiliser une base d’observation arbitraire
qui n’est pas directement la base de Fourier. Par exemple, dans le cas de l’imagerie
diffractive encodée 15 (Candes2013), les vecteurs de mesures sont les vecteurs de
Fourier, mais multipliées par un masque binaire, avec l’idée de se rapprocher de la
reconstruction de phase avec des vecteurs aléatoire afin d’en obtenir les ’bonnes’
propriétés algorithmiques.

F.1.2. Condition d’identifiabilité

La question principale de la reconstruction de phase consiste à savoir si l’objet
observé est l’unique objet donnant les observations yi . Commençons par remarquer
de manière évidente, que si ρ est solution du problème de phase, alors e iφρ, la multi-
plication de par ρ par un scalaire de module unité donnera les même mesures et sera

14. En pratique, on peut choisir de travailler sur le corps des nombres réels, et le problème devient
un problème de recherche de signe.

15. Coded Diffraction Pattern
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également solution. Par conséquent, on ne recherche plus une solution unique, mais
une classe de solution à un terme de phase près. Cette incertitude est dite triviale, tous
les objets la vérifiant étant équivalents à une phase près. Dans le cas particulier de
la reconstruction de phase sur la base de Fourier, on rencontre d’autres incertitudes
triviales qui sont la translation de l’objet Piρ, et la conjugaison de l’objet, qui ne
modifient pas la densité spectrale d’énergie de l’échantillon (Shechtman2015).

Pour le problème de reconstruction de phase (.113), avec des vecteurs de mesure
quelconques, Balan2006 conjecture une condition nécessaire sur nombre de mesures
afin de garantir l’unicité de la reconstruction. Dans le cas de vecteurs complexes 16

cette condition est :
P > 4N −4. (.115)

En pratique, on sait maintenant que ce nombre peut parfois être légèrement réduit,
mais reste de l’ordre de 4N −4. Par ailleurs, cette condition est uniquement une condi-
tion nécessaire, et ne garantie pas qu’une famille de vecteurs contenant quelconque
contenant plus de 4N −4 permette une reconstruction unique. Un contre exemple
trivial serait d’utiliser une famille de mesure répétant un même vecteur. Pour garantir
l’unicité de la solution à une phase près pour une famille de vecteurs d’observation
donnée, une étude ad hoc est souvent nécessaire, comme par exemple (Hayes1982),
pour des mesures avec la base de Fourier en dimension 2. Si la famille considérée est
composée de vecteurs aléatoires, il est possible de donner une probabilité d’unicité de
la solution uniquement à partir du nombre de vecteurs dans la famille (Candes2012).

F.2. Le problème RIM
F.2.1. Problème de phase généralisé

Pour faire le lien entre le problème de RIM cohérent et la reconstruction de phase,
le plus simple est de repartir de l’expression des coefficient de la variance sur un pixel
donné (5.33) :

y2
p =ρ†Tpρ, (.116)

où Tp est une matrice à coefficients complexes, hermitienne, définie non négative et
de rang faible. Le lien entre les équations (.113) et (.116), se fait en remarquant que ces
deux expressions sont en fait des normes subordonnés à une certaine matrice. Plus
précisément en développant l’expression (.113) on obtient :

y2
p = |a†

pρ|2 =ρ†a†
papρ =ρ†Apρ (.117)

avec Ap := a†
pap une matrice définie non négative de rang 1. Ainsi, le problème de

reconstruction de phase est simplement un cas particulier du problème RIM cohérent,
avec une contrainte plus forte sur le rang des matrices d’observations.

Dans la suite de ce manuscrit, nous décrirons le problème du RIM cohérent (.116),
par le terme problème de phase généralisé, en référence à l’article Wang2016. No-

16. Pour un problème de signe avec des vecteurs réels la condition est P > 2N −1
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tons qui ce terme n’est pas acté dans la littérature, et d’autres articles (Candes2012,
Shechtman2015) utilisent le terme Generalized Phase Retrival pour par du problème
(.113) avec une famille de vecteurs d’observations quelconque par opposition au
Fourier Phase Retrival.

Contrairement à la reconstruction de phase classique, pour laquelle de multiples
exemple pratiques peuvent être rencontrés, les articles traitant du problème de recons-
truction de phase généralisé, le font principalement dans un cadre mathématique,
sans se rattacher à un problème d’inversion pratique. La méthode RIM complexe, et
par extension les méthodes de ptychographie mulitplexée, constitueraient donc l’une
des premières applications pratiques de ce type de problème.

F.2.2. Questions d’unicité

Une question qu’il faut se poser est alors de savoir comment la relaxation de la
contrainte de rang dans un problème de reconstruction de phase généralisée impacte
la possible unicité de la solution. L’article Huang2021, donne une condition néces-
saire de P > 2N , qui est nettement plus faible que la condition (.115). Cette condition
semble cependant venir non pas de la contrainte de rang, mais plutôt du fait que les
auteurs s’autorisent des matrices d’observation avec des valeurs propres négatives,
incompatible avec le problème RIM. Cet article donne cependant, une autre condition
plus formelle et suffisante est pour garantir l’unicité de la reconstruction, requérant
une étude de la base de mesure. Cette étude est très proche de ce qui a été fait dans le
chapitre 2 pour démontrer l’unicité de la reconstruction en microscopie de fluores-
cence, demande d’étudier le noyau d’un opérateur bilinéaire à valeur dans CN . Une
telle extension de ce résultat reste cependant hors d’atteinte pour l’instant.

Nous pouvons néanmoins utiliser notre intuition géométrique dans le cas d’un pro-
blème de reconstruction de phase à valeur réelle (i.e., reconstruction de signe), pour
montrer qu’à priori la condition nécessaire (.115), reste valide, et que l’on peut espérer
qu’un nombre de mesure de l’ordre de 4N soit suffisant pour garantir l’identifiabilité
de l’objet, aux incertitudes triviales près. la suite, nous nous baseront principalement
sur la condition pour justifier notre approche.

F.3. Illustration géométrique sur un problème de signe
Afin de justifier que la contrainte de rang sur les matrices d’observation n’affecte

pas le nombre d’équations nécessaire à la reconstruction d’un objet unique, nous
nous appuierons sur une heuristique géométrique. Le raisonnement que nous ferons
se limite à l’étude d’un problème de recherche de signe, dans RN . Fixons nous un
vecteur ρ? ainsi qu’une famille de vecteurs d’observation (ap )p∈[1,P ]. Considérons
tout d’abord l’équation dont l’information de signe (ou de phase) n’a pas été perdue,
et que l’on dispose des mesures :

a†
pρ = dp , (.118)

avec, dp : =a†
pρ

?.
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Chacune mesure définit alors un hyperplan de RN dans laquelle la solution doit se
trouver. Tout vecteur ρ, solution d’un système de P équations de la forme (.118), se
retrouve doit être dans l’intersection de ces P hyperplans. Ainsi, si ces P équations
sont linéairement indépendantes, l’espace des solution sera de dimension N −M .
On retrouve ici le résultat classique de l’algèbre linéaire, demandant N équations
linéairement indépendantes pour retrouver l’unique solution ρ?.

Sur un problème de reconstruction de phase de la forme (.113), les équations d’ob-
servation deviennent :

|a†
pρ| = |dp | ⇐⇒ a†

pρ

{
a†

iρ = di

ou a†
iρ =−di

. (.119)

Ces mesures définissent cette fois une paire d’hyperplans parallèles. Si l’on se donne
maintenant N équations linéairement indépendantes de la forme (.119), on peut,
pour chacune d’entre elle, choisir l’équation positive, ou l’équation négative. Pour
chaque combinaison de choix on obtiendra une solution différente pour le problème
de reconstruction de phase. Il y a alors 2N solutions différentes, et le problème n’a
pas de solution unique au signe près. Il faut alors rajouter de nouvelles équations
pour éliminer des solutions incompatibles. Chaque nouvelle équation pouvant diviser
par deux le nombre de solution admissible, on comprends qu’il faut rajouter N −1
équations pour retrouver seulement les deux solutions admissibles qui sont ρ? et
ρ?. Ceci nous donne un total de 2N −1 équation pour retrouver l’objet, ce qui est
cohérent avec le résultat démontré mathématiquement dans Balan2006. Notons ici
que rien ne garanti que l’ajout d’une équation spécifique réduise effectivement le
nombre d’équation, et l’analyse présentée donne une condition nécessaire dans un
cadre optimal.

Pour illustrer ce point, nous représenterons un problème de reconstruction de signe
dans l’espace R2, dans lequel les hyperplans seront décris par des droites parallèles
(voir Fig. .11). On voit alors que l’intersection de deux paires de droites parallèles,
forme 22 = 4 points, et qu’il existe deux solutions n’appartenant pas à {−ρ?,ρ?}.
L’ajout d’une troisième paire d’hyperplan permet d’isoler cette unique pair de solution.
On retrouve le résultat précédent de M = 2N −1 = 3 équations nécessaires. Notons
que la définition du problème impose toujours qu’une des deux droites de chaque
paire passe par ρ? et que l’autre passe par −ρ?.
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FIGURE .11. – Illustration géométrique des solutions sur un problème de reconstruc-
tion de signe de la forme (.119), sur l’espace R2. Le point solution

ρ? =
(

2
1

)
est représenté par une étoile noire, et les vecteurs d’observa-

tions sont a1 =
(

0.2
0.7

)
, a2 =

( −1.3
0.8

)
et a3 =

(
0.2
−0.9

)
.

Pour un problème de reconstruction de phase généralisée, les équation d’observa-
tion deviennent cette fois-ci des équation des la forme :

ρ†Aiρ = di (.120)

qui, pour un problème de dimension 2 décrivent des coniques. Plus précisément, dans
le cas où les matrices Ai sont symétriques et définies non négatives, l’équation (.120)
devient précisément l’équation d’une ellipse. Dans ce cas, la solution d’un problème
composé de M équations de la forme (.120), sera à l’intersection de M ellipses. La
forme de cet espace est généralement plus compliquée à décrire car les outils d’algèbre
linéaire ne s’appliquent plus, mais semble suivre les même règles que sur un problème
de reconstruction de phase classique. En particulier, en dimension 2 (voir Fig. .12),
l’intersection de deux ellipses est une nouvelle fois 4 points, et il faut rajouter une
troisième équation d’ellipse afin lever l’ambiguïté sur la paire de points que l’on veut
retrouver. Par ailleurs, on peut remarquer que les droites parallèles sont simplement
une forme dégénérée d’ellipse ayant un demi-grand axe de longueur infinie. Les
deux courbes produisant le même nombre d’intersections, il semble que le rang de la
matrice d’observation n’ait pas d’impact sur le nombre d’équations nécessaires afin
d’obtenir une solution unique. Cette intuition semble se généraliser en dimension
supérieure, ce qui laisse penser que le fait de passer d’un problème de phase à un
problème de phase généralisé n’affecte pas le nombre de mesures nécessaire à garantir
l’unicité de la solution, ni en bien ni en mal.
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FIGURE .12. – Illustration géométrique des solutions sur un problème de reconstruc-
tion de signe de la forme (.119), sur l’espace R2. Le point solution

ρ? =
(

2
1

)
est représenté par une étoile noire, et les vecteurs d’observa-

tions sont A1 =
(

2 1
1 1.5

)
, A2 =

(
2 2
2 3

)
et A3 =

(
1 −0.8

−0.8 1

)
.

Notons que l’analyse menée ici sur la reconstruction de signe, correspond directe-
ment à la question d’unicité d’une reconstruction basée sur la variance en microscopie
de fluorescence. On constate alors qu’avec N équations et N , on ne devrait pas ob-
tenir une telle garantie, et les hypothèse d’une densité de fluorescence positive et
d’épi-fluorescence, ainsi que les relation de permutation entre les matrices Ti sont
nécessaire pour rejeter toutes les autres solutions.

Une dernière remarque doit être faite sur cette analyse vis-à-vis d’un exemple donné
dans Huang2021, proposant une famille de P = 2N vecteurs permettant de résoudre
le problème de signe. Cet exemple n’est pas contradictoire avec le raisonnement
précédent, puisqu’il se base sur la présence de matrices à valeur propres négatives
pour trouver une telle solution. On peut par exemple proposer la paire de matrice de
mesure

A1 =
(

0 1
1 0

)
, A2 =

(
1 0
0 0

)
, (.121)

dont les courbes sont représentée Fig. .13. On constate alors que la matrice A1, à valeur
propre négative, défini une hyperbole, et non une ellipse. Dans ce cas là, si A2 est
judicieusement choisie, on arrive éliminer 2 points d’intersection 17.

17. Dans le formalisme de la géométrie projective, ces points d’intersections seraient à l’infini
(Coxeter2012).
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FIGURE .13. – Illustration géométrique des solutions sur un problème de reconstruc-
tion de phase généralisée avec les deux matrices (.121). Dans ce cas,
on constate qu’il n’y a qu’une paire de point d’intersection, dues à la
présence de valeurs propres négatives dans la matrice A1

L’interprétation géométrique dans le cas complexe est beaucoup plus compliqué,
puisque les équations de la forme (.119), ne peuvent plus se décomposer de manière
discrète. On supposera cependant que comme pour le cas réel, la reconstruction
de phase généralisée suit les même contraintes d’unicité que la reconstruction de
phase classique, lorsque les matrices d’observation sont définies non négatives. On
considèrera donc qu’un minimum de 4N mesures sont nécessaire pour garantir l’exis-
tence d’une solution unique à une phase près, ce qui est appliqué dans les simulation
numériques de la section 5.4
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