Formulaire d’électrostatique

1 Champ électrostatique

—
E créé par une charge ¢ a position P :
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E créé par N charges ponctuelles :
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E créé par une distribution continue :

dgq a
4eqr?

E(M):/dE)P(M) , dﬁp(M):

ou dq est déterminé par une distribution de
charge :

linéique : dg=X(P)dlp = A\dl
surfacique : dq = o (P)d*Sp =0dS (1)
volumique : dq = p(P)dVp = pd®V

(N.B. ¢ est la permittivité du vide )
1/(4mep) = K ~ 9.10°SL.

2 Propriétés fondamentales

1. Théoréme de Gauss :

Forme intégrale Forme différentielle
= & Qint .= P
E-dS= divE = —
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(N.B. les deux formes du théoreme de Gauss
sont reliées par le théoreme d’Ostrogradsky)

2. L’autre équation fondamentale de
, . — - A
I’électrostatique, rot E = 0 entraine
qu’on peut toujours définir un potentiel
électrostatique V tel que :

— —
E = —gradV

3 Formulations alternatives

. 7 H —) 7 .
On peut insérer E = —gradV dans ’équation
—
divE = % afin de ramener 1’électrostatique a

une seule équation différentielle de deuxieme degré
(L’équation de Poisson) :

L — p
divgradV = AV = ——

€0
ou l'opérateur A = divgﬂi est appelé le Lapla-
cien.
Quand on résout cette équation dans une région
sans charges on dit qu’on a affaire & I’équation

de Laplace :
AV =0

4 Potentiel électrostatique V'

La différence de V entre deux points (V4 — Vi)
—
est déterminé par la circulation de E entre A et

B :
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V' créé par une charge g a position P :
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V créé par N charges ponctuelles :
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V créé par une distribution continue :

1 d
V(M) = / —/—q+Vo
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ou les dg sont spécifié dans 1'éq.(1). S’il n’y a pas
de charges & l’infini, la convention est de prendre
V (00) =0, ce qui entraine V = 0.

5 Dipole électrostatique

Un modele d’un dipole P est deux charges +¢

£

séparées par une distance d . Le moment dipolaire
—

de ce systeme est p = g d . Pour des systémes plus

compliqués, le moment dipolaire électrostatique

est donné par :

distribution surfacique

= [[[o OPdS

charges ponctuelles
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distribution volumique
—

D = [[[pOPdV

Pour des distances grandes devant la taille du
systeme :
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6 Diélectriques

Un diélectrique est généralement caractérisé par
un vecteur de polarisation, 1_3), défini partout
dans le diélectrique. Le vecteur polarisation peut
étre interprété comme une densité volumique de
moment dipolaire telle que (Z}) = I_J)dV. Le poten-
tiel créé par le diélectrique est donc :
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Un regard alternative (complémentaire) est
d’interpréter P comme produisant une densité
surfacique de polarisation oy, et une densité vo-
lumique de polarisation ppol

—

o~ . H
Opol = P -n Ppol = —div P

Cette interpretation ameéne a une expression
équivalente de V'
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7 Déplacement électrique

V(M) =

En présence de diélectriques, il est pE:)Ltique de
définir le déplacement diélectrique D :

— ="
D=¢FE+ P (4)
L’équation différentielle de 3 est :

(5)

ol pPlibre correspond aux charges réellement mani-
pulées dans une expérience.

L =
divD =p— Ppol = Plibre

On peut parfois résoudre D en faisant appel a
la forme intégrale de 1'éq.(5) :

- —
# D.dS = Qlibre,int (6)
S

Tres souvent, il y a une relation linéaire entre
— —
Pet E

— —
P =e¢x.E (7)

ol X, est la susceptibilité du diélectrique.
Mettant (7) dans (4), on obtient une relation
— —
linéaire entre D et E (relation constitutive) :

— — — —
D=c(14+xe) E =€, E =€ FE

ou & est la constante diélectrique (relative)
du diélectrique et €4 est la permittivité du
diélectrique.

8 Conducteurs parfaits
a I’équilibre électrostatique

Le champ a l’intérieur d’un conducteur par-
fait est :

— — — —
Eint: O, Dint: 0, V:Cte

Le champ & proximité d’un conducteur est
donné par (Th. de Coulomb) :

o Olibre ~ = ~
E o = n Dyt = 0liprenn

Er€o
ou n est le vecteur normale & la surface (de
lintérieur vers l'extérieur) et ojne est la charge
surfacique du conducteur (dans le vide ¢, = 1).

Capacité C d’un conducteur isolé :

C:% ol Q://adQS
surface
Coefficients d’influence d’un systeme de N

conducteurs
N
Qi = ZC”V] avec Cij = Cji
=1

Capacité d’un condensateur

C==

i U=Vi—-Vo,Q=0Q1=—-Q2

ou

ou 1, Q2 sont les charges sur les surfaces en in-
fluence totale (ou quasi totale).



9 Energie potentielle
électrostatique

D’une charge ponctuelle : W, = qV

9 INnA . — _—>. I
D’un dipdle : W, = —p - Eoq

De distributions de charge :

W, = // an2S+///deV

Surface(s) objet(s)

Energie a partir du champ électrique

e Jff -

tout ’espace

D’un conducteur isolé :

1@2

12
QV— C’V =50

D’un systéeme de N conducteurs :
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10 Force électrostatique

Sur une particule chargée (Coulomb)

F =qFE

Sur un conducteur en équilibre :
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ot P = 02 /e,¢q est la pression électrostatique.
Force via ’énergie (travaux virtuels) :

Fe (i), = (i),

Force et moment sur un dipdle :

—

F = grad (5) . Eext) et f) =P A Eext

Force sur 'armature ¢ d’un condensateur :

- <8ﬁiz We)Q = U;gr?ii()

—
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ou ¢ désigne qu’il s’agit d’un gradient par rapport
aux coordonnées du conducteur 1.

11 Courrant et résistance

—
Densité de courant j :

7 = ZHQQa?a = Zpa?a
a a

Courrant [ :
— —

section

— —
Loi d’Ohm local : j =~F

(v conductivité, n = 1/ résistivité)

Résistance d’un conducteur
B =
f 4 E-d

d Jf~E -ds
D’un fil de section S et longueur L :
L
R —
75

D’un conducteur de section variable :
dl
R= / A
vS

12 Electrocinétique

Force électromotrice (fém) entre A et B

e_/Fdl/E

Bilan de puissance d’une portion de circuit

A R B
BN EVAVAVAVA @ 1
U=V -V,

- U=Vy—Vp=RI—-c¢
P = Ul, puissance disponible entre A et B
— Py = RI?, puissance dissipée par effet Joule
— P = el puissance fournie
générée ( si e > 0) ou consommée ( si e < 0)
Lois de conservation
— Lois des noeuds (conservation de charge)

E Ientrants = E [sortants

— Loi des mailles (conservation d’énergie)

> (Relp —ex) =0



Formulaire de magnétostatique
et Induction

1 Champ magnétostatique

—
B créé par une particule en mouvement a vitesse
constante :
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B créé par une distribution continue de courant :
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B créé par un circuit filiforme (Loi de Biot Sa-

vart) :
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(N.B. pyg est la perméabilité du vide

o = 471077SI (Henry m™1))
Flux magnétique a travers une surface
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2 Propriétés fondamentales

1. Flux conservatif :

Forme intégrale

- —
B.-dS=0

Forme différentielle

i
divB =0

2. Théoréeme d’Ampere : la circulation de

—
B sur un contour fermé est égal a ug
fois le courant traversant une surface

qui s’appuie sur ce contour :

Forme 1ntegra1e

fﬁ . dl ﬂOff .7 dS Forme dlﬂ'erentlelle
c rot B = 1o g
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3 Action magnétique

Sur une particule chargée (Force de Lorentz) :
F=g (}_3> + U A ﬁ)
Sur un circuit filiforme (Force de Laplace) :

F L= f I El) VAN §
circuit
Théoreme de Maxwell : Quand le champ
magnétique est statique, le travail fait par la force
de Laplace, F:L . (ﬁ, lors d’un déplacemnt, (ﬁ, du
circuit, est égal au courant dans le circuit fois le

changement du flux magnétique traversant le cir-
cuit, d®,

AW =1d®d, = W =I1Ad,

Conséquences du Th. de Maxwell :
Energie potentielle d’interaction magnétique, U,

Uy, = —ID.+ Cst
Force (& partir de I’énergie potentielle)
— —_— —
F = —gradU,, = Igrad ¢,
Couple (& partir de I’énergie potentielle)

0P,
80éi

N
T;e; avec ;=1

I
[M]

i=1
4 Dipole magnétique
Définition du moment dipolaire magnétique, 1 :
m = % // OP A ?dV
D’un circuit filiforme dans un plan de surface S :
=1Sn

Energie d’interaction magnétique :

Uy, = —i1 - Boy
Couple magnétique sur un dipdle :

T = A Boyg

Force magnétique sur un dipole :

—

F = grad (771 . §ext>



5 Induction

L’induction s’applique & des circuits en mouve-
ment et/ou des champs magnétiques qui varient
dans le temps.

Loi de Faraday : la force électromotrice e dans
un circuit est donné par le changement du flux
magnétique a travers le circuit :

E+vAB) -d
75(% A B)

circuit
dT> dd. dd

// .~ dt

Ceci mene a une loi fondamentale

@
Il

Forme différentielle Forme mtegrale

el
B B
ol B = 9B E-dl = // 9B 8
ot
Coefficient d’induction mutuelle
_ P Py
I I
Coefficient d’auto induction
i)
L=—
I
Force électromotrice produit dans un solénoide :
dl
- .=
dt

Energie magnétique emmagasinée (champ) :

= [

Energie magnétique emmagasinée dans une bo-
bine :

§H2dv

W, = 1L12
2

6 Circuits en régime quasi sta-

tionnaires
P R L c o,
a
; Inw
U=r,-v,
dI Q@
=RI+L—+ = —
Uasp = RI + 0t +C e
Circuit fermé : Uyg =0
dIl  Q
e=RI+ pr —I-C,

7 « Potentiel vecteur »

Une conéquence mathématique de la loi diV§ =0,
est qu’on peut toujours définir un champ vectoriel
— — — = —

A tel que B =rot A. On appel A le « potentiel
vecteur » méme si il n’a pas les propriétés d’un
potentiel. De plus est, le champ A nest pas bien
définie puisqu’on peut toujours ajouter le gradient
d’un champ scalaire f a A sans changer sa rota-
tionnelle

-, e —
A = A + gradf
rot A’ = r—o:‘zz—kr—oigradf —rotA=B
— — — — = —
Insérant B = rot A dans rot B = g j , on ob-
—

tient une équation différentielle pour A :

r—ofir—ot)zzgrad divX—AX:,u07 (1)

ol nous _}ut_)ilisé une autre identité
mathématique rotrot = grad div—A. On
peut enlever une partie de la liberté dans la

avons

définition de X en imposant la contrainte de
la «gauge de Coulomb», c.-a.-d. on impose la
condition :

A

divA=0
Ainsi I’équation (1) dans cette gauge devient

— —

AA=—puojg

.
et la solution de A prend une forme intégrale ana-
logue a celle de V' en électrostatique :

T

et pour un circuit filiforme
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8 Matériaux magéntiques

Puisque les électrons tounant autour de leurs
noyaux ont le comportement de circuits micro-
scopiques, tout milieu matériel a une réponse
magéntique non nulle méme si celle-ci est
généralement tres faible (sauf pour les matériaux
feromagnétiques). La réponse magéntique des
matériaux est caractérisée par un vecteur de po-
larisation magnétique, ]\7 , qui peut étre in-
terprété comme une densité volumique de mo-
ment dipolaire magnétique telle que le moment
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diplolaire dm d’un volume d)V soit donné par
— —
dm = MdV. _

La densité de courant, j,,, (de nature ato-

—_

mique) associée avec 'existance de M, se trouve
avec la relation :

— —

H .
rotM = 3
L’équation d’ampere s’écrit donc

—= - =
rot B = Ho (.7 m+ J libro>
ol 7J iibre correspond a la densité de courant
présent dans des circuits.
Puisque nous n’avons pas de contble direct
—
de j o, il est pratique en présence de milieux
—
matériels de définir le champ H :

B
— —
H=—-M (2)
Ho
3 . ’ 3 H
L’équation différentielle de H en
magnétostatique est :
—— =
rotH = J libre (3)

Si la symétrie du probleme est suffisament
—

élevée, on peut obtenir H en faisant appel a la
forme intégrale de ’éq.(3) :
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fH-dlzenl
C

Tres souvent, il y a une relation linéaire entre
— —
M et B

(4)

—

B
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ol Xm est la susceptibilité magnétique du
matériau.

Mettant (5) dans (2), on obtient une relation

linéaire entre H et B (relation constitutive) :

B B

— —

H=—(1-xn)B= (6)
Ho Hr o

on pu, = 1/(1—=xm) est la perméabilité

magnétique relative du matériau.

9 Equations de Maxwell

SRty . — -
Maxwell a modifié I'équation rot B = g j
afin que les équations d’électromagnétisme soient

consistantes avec 1’équation de conservation de
charge :

. — Op .
div 3 +E =0 conservation de charge
— = 0= - . e s
rot B = E(),MQEE + 1o g équation modifiée

Les équations d’'un champ électromagnétique
dans le vide sont appelées les quatre équations
de Maxwell :

— —
div E :e_po divB =0

—— OB 5 T =
rot B = —57 rot B =¢eopom £+ po J

On peut également exprimer ces quatre équations
sous forme intégrale :

ﬂﬁ-dQS—th : #E’-?:o
S €0 S
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ot
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10 Equations de Maxwell en mi-
lieux matériels :

— —
divD = p, divB =0
rotE = -2 1oiH =2D+ 5
— 1 = — —
H = B D = ¢y E
Hofbr

11 Conditions limites a des in-
terfaces



