LiceENCE DE PHuyYsIQUE L3S5, PH501 2009-2010

Exercices de mathématiques n° 3

1 Intégrale au sens de Lebesgue

Soit f une fonction sommable sur [a, b] au sens de Lebesgue. Calculer :

lim In (e + |I|) f(z) dx.
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2 Intégrale de Riemann généralisée et intégrale de Lebesgue

1. Montrer que les intégrales de Riemann généralisées suivantes existent et sont finies :
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2. Montrer que les intégrales de Riemann généralisées suivantes sont infinies :
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3. Montrer que les fonctions ne sont pas Lebesgue-intégrables sur [1, col.

3 Fonction définie par une intégrale
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Soit f la fonction définie par :

1. Montrer que f est définie et continue pour x > 0, et dérivable pour = > 0.

2. Montrer que pour = > 0 la fonction f est solution d’une équation différentielle linéaire de la forme :
f'—f=g

ou g est une fonction que 'on déterminera.

3. En utilisant le méthode dite de “variation de la constante” exprimer f en utilisant la “fonction d’erreur” notée

erf et définie par :
2 r 2
erf(z) = —/ et dt.
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4 Théoréme de dérivabilité pour les intégrales de Lebesgue : applications aux fonctions
définies par des intégrales

Soit une fonction f, définie sur R, et & croissance au plus exponentielle ( 3pg € R tq |f(t)] < Cexp(pot) ot C est
une constante). On définit la transformée de Laplace F' de f par :

F(p) = / f(t) exp(—pt)dt oup e C.
[0,00[
Montrer que F(p) est définie et dérivable dans le demi-plan R(p) > po et que ’on a :

Fp)= [ (050 exp(-pt)dt




