Outils mathématiques TD2 - CALCUL DIFFERENTIEL 1

A - Dérivées partielles — théo-

reme de Schwarz

1. Soit la fonction scalaire r = /22 + y2 + 22,

calculer successivement :

or 0 or .
(a) é? 87; et 0z
2 2 2
) 5+ 5+
2. (a) L’équation d’état de Van der Walls d’'un
gaz rél a pour expression :

(p+:2> (v—1b) = RT

ou a, b et r sont des constantes. Calculer
(), ()
ov T oT ’U'

Effectuer les mémes calculs avec 1’équa-
tion d’état de Dieterici :

p(v —b) = RTe™ 7w

Vérifier le théoréme de Schwarz dans les
deux cas précédents.

()

3. Soit la fonction scalaire V (r,0) = 2559 . cal-

T 4megr?
av. oV
culer (W)G et (W)r

Différentielle

B -

1. Calculer la différentielle des fonctions f sui-
vantes :

(a) f(zy) = zy?;
(b) f(zy) = acos(wt — kz);
(c) f(zy)=1InZE.
2. Sachant que 72 = 22 + y? + 22, calculer la
différentielle dr.

3. Calculer la différentielle de p dans les deux
cas suivants :
_ nRT .
(a) p(’U,T) - nv 9

nRT n2a
(b) p(v,T) = e —

02

4. La période T} d’un pendule simple de lon-
gueur /1 = 1m dans un champ de pesanteur
g1 = 9,8094m/s? (& Paris par exemple) est
donné par : T} = 277\/%. Si 'on diminue sa
longueur de 3 mm et si le pendule esr placé en
un lieu ol go = 9,8011 m/s? (3 Washington),
déterminer en appliquant le calcul différentiel
sa nouvelle période T5.

5. Soit la fonction composée F' = f(u,w) ol u et
v dépendent de deux variables indépendantes
z et y. Exprimer la différentielle de F' sous
la forme dF = Pdx + Qdy; en déduire les
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6. Soit la fonction composée F' = f(u) ou u
dépend des deux variables indépendantes x
et t. Si u(x,t) vaut successivement x + vt et
x—wvt, montrer que dans ces deux cas F' vérifie
I’équation :

PF 1 0°F
0zx?  v? Ot?

1 0°F
=0

C - Fonction d’état

1. Soit une fonction scalaire de la forme
f(x,y,2) = 0. Trouver les relations fondamen-
tales entre les dérivées partielles :

@ (%), (),
® (%), (), (&),
2. Vérifier ces deux résultats dans les deux cas

suivants :

(a) ’équation d’état des gaz parfaits
pv —nRIT =0

(b) I'équation d’état de Van der Walls :
a
Pt (v—=b)—RT =0

D - Formes différentielles

1. z, y et z sont trois variables indépendantes.
Parmi les formes différentielles suivantes,
trouver celles qui sont des différentielles :

(a) 3x2y?zdx + 223y2dy + 23y°dz ;
(b) zydzx + 2xy%dy;

(c) y*dx + x*dy;

(d) 2zydx + (22 + 3y?)dy;

2. Sachant que les variables p, v et T sont liées
par la relation pv = nRT', montrer que :

(a) Pexpression 6Qrey, = Cyu(T)dT + pdv
n’est pas une différentielle ;

(b) MQ% est une différentielle.
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