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Avis au leteur
Quelques onseils pour bien aborder e ours . . .Ce fasiule s'adresse aux étudiants insrits en Master de Physique de l'Uni-versité de Provene. Il a pour voation d'être un support érit qui permet d'éviterà l'étudiant d'aomplir la tâhe souvent fastidieuse de �prendre le ours�. Celan'empêhe pas, toutefois, de prendre des notes pour ompléter ledit fasiule. Sonesprit ainsi libéré de e fardeau, il pourra se onentrer davantage sur e qui se ditpendant le ours et se onsarer à la néessaire ré�exion que présuppose un ours deLiene. Ce ours n'a, en revanhe, pas voation à se su�re à lui-même. L'étudiantdevra faire son hemin de Damas en lisant des ouvrages et en faisant de nombreuxexeries, exeries sans lesquels toute véritable et durable assimilation est vaine.A�n de vous aider dans ette démarhe, il vous est proposé une liste non exhaus-tive d'ouvrages de di�érents niveaux ayant soit trait aux mathématiques pour laPhysique (Partie 1) soit trait à l'életromagnétisme (Partie 2) 1.� Liste de livres sur les Mathématiques pour la Physique1. [1, Deug et Math℄(Niveau Deug, pour une remise à niveau)2. [2,Cours de Physique, Mathématiques pour la Physique℄(NiveauDeug)3. [3, Mathématiques pour la Physique, Tome I, II & III ℄(NiveauLiene)4. [4, Outil mathématique pour la Physique℄ (Niveau Liene)� Liste de livres en français sur l'életromagnétisme1. [5, Équations de Maxwell, Ondes életromagnétiques℄(NiveauDeug)2. [6, Milieux diéletriques℄(Niveau Deug & Liene)3. [7, Ondes életromagnétiques en radioéletriité et en op-tique℄(Niveau Liene)4. [8, Théorie de l'életromagnétisme℄(Niveau Liene et au delà)5. [9, Le ours de physique de Feynman℄ (Tous niveaux. A lire ommeun roman avant de s'endormir. Quelques moments d'intense émotion . . .)6. [10, Agrégation de Physique, Leçon d'életromagnétisme℄ (Comme sontitre l'indique, fait pour les andidats à l'Agrégation)7. [11, Életromagnétisme, Fondements et appliations℄ (NiveauDeug et Liene. Ce livre s'est peu à peu imposé omme un livre inon-tournable des bibliothèques universitaires françaises. A ompulser pourla vastitude des sujets abordés)� Liste de livres en anglais sur l'életromagnétisme1. Voir page Bibliographie pour référenes omplètes1



2 Avis au leteur1. [12, Classial Eletrodynamis℄(Niveau Liene et bien au-delà.Une référene mondiale en la matière. A utiliser à bon esient. A no-ter qu'il existe une version dans la langue de Voltaire.)2. [13, From Eletrostatis to Optis℄ (Un ouvrage remarquable, maisun peu di�ile. A déonseiller en première leture)3. [14, Eletromagneti Wave Theory℄ (Niveau maîtrise et au-delà)4. [15,The theory of eletromagnetism℄ (Se situe dans la même lignéeque le Jakson [12℄)À propos de notationsUn ours de Physique de Liene fait apparaître un ertain nombre de notationsqui sont plus ou moins expliites. Nous entendons par notation (parfaitement) expli-ite, une notation qui quali�e une grandeur mathématique sans auune ambiguité.Ainsi, dans la phrase �Soit f une fontion de L2
♯ ([0, T ]) . . .�, la fontion f et la no-tation qui va de pair est-elle parfaitement expliite. En revanhe, il arrive souvent,en Physique, que l'on emploie des notations impliites. Ainsi lorsque l'on dit �Ononsidère un hamp életrique E(r, t). . .�, il faut omprendre que E est un hampde veteurs réels dépendant des trois oordonnées d'espae et d'une oordonnée detemps 2. D'une manière générale, on notera les veteurs réels et dépendant du tempspar des lettres en gras et en style roman droit (ex. E, B, et. . .) 3 et les salairesen lettres �normales� latines ou greques (ex. E0, kx, α, et. . .). Les lettres grasseset alligraphiées sont, en général, dévolues aux amplitudes omplexes assoiées auxveteurs réels et dépendant du temps (ex. E, B, et. . .). En�n, avant de laisser leleteur avide poursuivre son hemin, signalons que ertains passages peuvent être négligésen première leture. Ces passages sont signalés par une polie de aratères légèrementplus petite et par un liseré gris dans la marge omme indiqué i-ontre.

2. Cei est, en général insu�sant pour aratériser le hamp en question. En d'autres termes,la plupart du temps, ette information est insu�sante pour pouvoir assurer que le problème ma-thématique sous-jaent au problème physique posé admette une réponse et une seule. Le Physiiena alors reours au subterfuge qui onsiste à dire que parmi toutes les solutions, il n'y en a qu'unede physiquement aeptable !3. On rajoutera un �hapeau� aux veteurs dit normés (de norme unité) (Ex. x̂, ŷ, n̂, et. . .)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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1Séries de Fourier
Sommaire1.1 Préambule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2 Polyn�mes trigonométriques . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.1 Fontion périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.2 Fontion exponentielle omplexe . . . . . . . . . . . . . 61.2.3 Fontion trigonométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.2.4 Représentation en Sinus et Cosinus . . . . . . . . . . . . 71.2.5 Propriété d'orthogonalité . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.2.6 Coe�ients de Fourier des polyn�mes trigonométriques 91.2.7 Égalité de Parseval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3 Séries de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3.1 Le adre de l'espae Lp♯ ([0, T ]) . . . . . . . . . . . . . . 101.3.2 Théorème fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3.3 Approximation dans L2

♯ ([0, T ]). . . . . . . . . . . . . . . 101.3.4 Théorème de Dirihlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.3.5 Quelques exemples de séries de Fourier . . . . . . . . . . 121.3.6 Analyse spetrale � Coe�ients de Fourier . . . . . . . . 121.4 Un exemple d'utilisation ... . . . . . . . . . . . . . . . . 131.4.1 La orde vibrante �xée entre deux points : généralités . 131.4.2 Cas de la orde pinée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.4.3 Cas de la orde frappée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151.4.4 Comparaison entre les ordes pinées et les ordes frappées 161.1 PréambuleLa Nature n'est pas avare d'exemples et en donnant son spetale quotidien ànos anêtres, Elle a su leur montrer que, derrière la rihesse inouïe de ses apparats,il se ahait quelques lois simples. Il faut ii entendre le mot �loi� sous la formeapproximative et arhaïque suivante : ranger ensemble des phénomènes naturelsnon identiques que l'on peut relier par un ritère quelonque. Il est probable queparmi es premiers �rangements� l'Homme a su assez t�t dans son Histoire faire la5



6 Séries de Fourierdistintion entre les évènements qui se répétaient de manière régulière (ou qui luiapparaissaient omme se répétant de manière régulière) et les autres. Ces phéno-mènes périodiques furent à l'origine des suès de l'Astronomie et de e qui allaitêtre la Physique et ils ont permis, entre autres, de faire des mesures de plus en pluspréises du temps. Que l'on songe au gain en préision lorsque l'on est passé deshorloges ne mettant pas en jeu des phénomènes périodiques omme la lepsydre ouplus simplement enore la bougie (très en vogue au Moyen Âge dans les églises etles abbayes) à des horloges à balanier. Ces vielles horloges qui hantent enore lessalons de nos grands-parents prêtent à sourire et il semble qu'elles ne puissent passoutenir la omparaison ave les montres modernes qui, pour ertaines d'entre ellessont reliées à un satellite et qui ont une dérive inférieure à une seonde par sièle !Cependant es balaniers sont à l'origine d'une déouverte qui met en lumière lesrapports intimes qu'il peut y avoir entre théorie et expériene. Par le truhementde l'esprit, prenons plae sur un ban à la �n du XVIesièle, à Pise, à �té du jeuneGalilée et observons en sa prestigieuse ompagnie le mouvement d'un pendule. Leleteur sait sans doute que, pourvu que l'on néglige les frottements, le balaniera une fréquene propre, 'est-à-dire qu'il osille ave une fréquene indépendantede la façon dont on a initié le mouvement (onditions initiales) et qui, en l'our-rene, dépend de la longueur dudit pendule et de l'aélération de la pesanteur.Tout ela était évidemment inonnu à l'époque mais notre jeune et fougueux italienavait le pressentiment que le balanier e�etuait un mouvement périodique. Mettreà l'épreuve sa théorie serait, aujourd'hui, un jeu d'enfant : il su�t de disposer d'unemontre. Mais à l'époque Galilée ne disposait ni de montre ni d'horloge à balanier.Il dut don se résoudre à observer le mouvement du balanier et mesurer la périodeen la omparant ave son rythme ardiaque. On frémit à l'idée que Galilée pût êtreatteint par des aès soudains de tahyardie ou bradyardie et l'on peut raison-nablement penser que la �foi� qu'il avait en sa théorie l'emportait sur tout autreonsidération fût elle expérimentale. Quoi qu'il en soit, e que Galilée herhait àmesurer est devenu en quelques déennies une mesure du temps. Et les horloges àbalanier détr�nèrent alors les horloges solaires, lepsydres et autres instruments demesure du temps.Le leteur, maintenant persuadé de l'importane des phénomènes périodiques aprobablement maintenant hâte de rentrer dans le vif du sujet et de se livrer à sonexerie favori : la manipulation d'objets mathématiques.1.2 Polyn�mes trigonométriques1.2.1 Fontion périodiqueUne fontion f est dite périodique de période T (ou T−périodique) si et seule-ment si :
∃T ∈ R∗

+ /∀t ∈ R : f(t + T ) = f(t) (1.1)Remarque 1.2.1 Si T est une période de la fontion f , les quantités 2T, ..., NTsont aussi des périodes : par onséquent, il existe une in�nité de périodes. En général,e que l'on appelle la période, (appelée par la suite T ) est le plus petit élément nonnul (s'il existe !) de l'ensemble des périodes.1.2.2 Fontion exponentielle omplexeLa fontion ϕn(t) = exp(2iπnt
T ) 1 étant de période T , il en est de même pourtoute ombinaison linéaire des ϕn(t) :1. Nous verrons un peu plus loin le statut partiulier de la fontion exponentielle omplexe.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



7
p(t) =

∑

n∈I

cnϕn(t) ,ave card(I) < +∞ et cn ∈ C . (1.2)L'ensemble I étant �ni, on peut supposer que p(t) peut s'érire de la manièresuivante :
pN(t) =

+N∑

n=−N

cnϕn(t) . (1.3)1.2.3 Fontion trigonométriqueLa fontion pN (t) dé�nie en (1.3) est alors appelée polyn�me trigonométriquede degré inférieur ou égal à N . Et nous noterons, par la suite, T T
N l'ensemble de espolyn�mes.Il arrive assez souvent, dans la pratique, que es polyn�mes soient réels. Danse as, on a :

pN (t) =

+N∑

n=−N

cnϕn(t) (1.4)soit
p∗N (t) =

+N∑

n=−N

c∗nϕ∗
n(t) (1.5)or ϕ∗

n = ϕ−n, d'où :
p∗N =

N∑

n=−N

c∗nϕ−n(t) =

+N∑

n′=−N

c∗−n′ϕn′(t) (1.6)Comme on a pN = p∗N pour tout t, on obtient l'égalité 2 :
c∗n = c−n (1.7)pour tout n dans [−N, +N ]. Cette dernière égalité qui traduit la symétrie her-mitienne des oe�ients du polyn�me trigonométrique montre que si l'on onnaîtles oe�ients à indie positif, on peut déduire le polyn�me trigonométrique.1.2.4 Représentation en Sinus et CosinusL'égalité (1.3) peut s'exprimer en fontion des fontions sinus et osinus :2. Ce résultat sous-entend que l'on a l'impliation suivante :

pN (t) = 0, ∀t ∈ R =⇒ cn = 0, ∀n ∈ [−N, N ]Nous verrons un peu plus loin que 'est bien le as.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



8 Séries de Fourier
pN(t) =

+N∑

n=−N

cn

(
cos

(
2πnt

T

)
+ i sin

(
2πnt

T

))

= c0 +

+N∑

n=1

cn cos

(
2πnt

T

)
+

−1∑

n=−N

cn cos

(
2πnt

T

)

+ i

+N∑

n=1

cn sin

(
2πnt

T

)
+ i

−1∑

n=−N

cn sin

(
2πnt

T

)

= c0 +

+N∑

n=1

(cn + c−n) cos

(
2πnt

T

)
+

+N∑

n=1

i (cn − c−n) sin

(
2πnt

T

)On obtient alors :
pN (t) =

1

2
a0 +

+N∑

n=1

an cos

(
2πnt

T

)
+

+N∑

n=1

bn sin

(
2πnt

T

) (1.8)ave pour tout n dans [0, N ]

an = cn + c−n

bn = i(cn − c−n)Et inversement :
cn = (an − ibn)/2

c−n = (an + ibn)/2Si de plus le polyn�me pN (t) est une fontion réelle l'égalité (1.7) onduit à :
an = 2ℜe{cn}
bn = −2ℑm{cn}pour tout n dans [0, N ].1.2.5 Propriété d'orthogonalitéUn alul simple montre que l'on a la propriété suivante :

∫ T

0

ϕn(t)ϕ∗
m(t) dt = δm,nT . (1.9)Cette propriété fondamentale nous onduit à munir l'espae des polyn�mes tri-gonométriques de période T et de degré inférieur à N , T T

N du produit salairesuivant :
〈p, q〉 =

∫ T

0

pq∗ dt. (1.10)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



91.2.6 Coe�ients de Fourier des polyn�mes trigonométri-quesL'égalité (1.9) qui traduit l'orthogonalité des fontions ϕn au sens du produitsalaire dé�ni plus haut (1.10), nous permet d'établir très simplement des propriétésfondamentales :
〈pN , ϕm〉 =

〈
+N∑

n=−N

cnϕn, ϕm

〉
=

+N∑

n=−N

cn 〈ϕn, ϕm〉 =

+N∑

n=−N

cnTδn,m = cmT(1.11)d'où :
cm =

1

T
〈pN , ϕm〉 =

1

T

∫ T

0

pNe−
2iπmt

T dt , ∀m ∈ [−N, N ]. (1.12)Remarque 1.2.2 Si pN(t) = 0 pour tout t, l'égalité érite i-dessus onduit à
cm = 0, ∀m ∈ [−N, N ].Ave les oe�ients am et bm, on obtiendrait :
am =

2

T

∫ T

0

pN cos

(
2πmt

T

)
dt et bm =

2

T

∫ T

0

pN sin

(
2πmt

T

)
dt ∀m ∈ [0, N ].(1.13)On a ainsi résolu le problème d'Analyse Spetrale 3 d'une fontion trigonomé-trique : onnaissant la fontion pN , aluler les oe�ients cm de son développementen exponentielles omplexes.1.2.7 Égalité de ParsevalEn�n la propriété d'orthogonalité onduit à un autre résultat très importantonernant le produit salaire de deux polyn�mes trigonométriques :

〈pN , qN 〉 =

〈
+N∑

n=−N

cnϕn,

+N∑

m=−N

dmϕm

〉

=

+N∑

n=−N

+N∑

m=−N

cnd∗m 〈ϕn, ϕm〉

=

+N∑

n=−N

+N∑

m=−N

cnd∗mTδn,m

= T

+N∑

n=−N

cnd∗mCe résultat est onnu sous le nom d'égalité de Parseval. Un as partiulière-ment intéressant s'obtient pour pN = qN :
+N∑

n=−N

|cn|2 =
1

T
‖pN‖2 =

1

T

∫ T

0

|pN |2 dt . (1.14)3. Nous verrons un peu plus loin une justi�ation de e voabulaire urieuxUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



10 Séries de Fourier1.3 Séries de FourierDans e paragraphe, nous allons essayer de généraliser les résultats obtenus dansle paragraphe préédent à une lasse de fontions périodiques beauoup plus vasteque l'espae des polyn�mes trigonométriques. La question fondamentale est alors :toute fontion T−périodique ( f : R −→ C) peut elle se déomposer en unesomme de Fourier i.e. ∀t ∈ [0, T ] f(t) =
∑

n∈I fne
2iπnt

T ?La réponse est bien évidemment négative si l'ensemble I est un ensemble �ni(somme �nie). Il su�t pour ela de onstater que lorsque I est un ensemble �ni, leterme de droite est indé�niment dérivable et que le terme de gauhe n'a a prioriauune raison de l'être. Dans un mémoire en 1807, Joseph Fourier a�rma que laréponse devait être positive pourvu que la somme ∑ soit en fait une série 'est-à-direpour laquelle I = Z.1.3.1 Le adre de l'espae L
p
♯ ([0, T ])

Lp
♯ ([0, T ]) =

{
f : R −→ C, f est T − périodique /

∫ T

0

|f(t)|p dt < +∞
}1.3.2 Théorème fondamentalOn admettra le théorème fondamental suivant :Si f est une fontion de L2

♯ ([0, T ]) et soit fN =
∑+N

n=−N cn(f)e
2iπnt

T ave cn(f) =

1
T

∫ T

0
fe−

2iπnt
T dt, alors ∫ T

0
|f − fN |2 dt

N→+∞−→ 0 4.1.3.3 Approximation dans L2
♯ ([0, T ]).Soit f une fontion de L2

♯ ([0, T ]) et soit pN un élément de T T
N , on peut alorsérire pN =

∑n=+N
n=−N xnϕn. Nous allons herher à approximer une fontion pério-dique quelonque (il faut qu'elle soit quand même dans L2

♯ ([0, T ]) !) par un polyn�mede degré N . En d'autres termes, on se demande si l'on peut trouver les oe�ients
{xn} telles que le reste rN = f − pN soit le plus petit possible au sens de L2

♯ ([0, T ])i.e. telles que ‖rN‖2
L2

♯
([0,T ]) soit le plus petit possible ?On obtient suessivement :
‖rN‖2

= 〈f − pN , f − pN〉
= ‖f‖2

+ ‖pN‖2 − 〈f, pN〉 − 〈pN , f〉
= ‖f‖2 + ‖pN‖2 − 2ℜe {〈f, pN 〉}Or ‖pN‖2

= T
∑n=+N

n=−N |xn|2 et 〈f, pN 〉 =
〈
f,

∑n=+N
n=−N xnϕn

〉
=

∑n=+N
n=−N x∗

n 〈f, ϕn〉ave 〈f, ϕ∗
n〉 =

∫ T

0
fϕn dt = Tcn(f). On a don :4. On note parfois : ‖fN − f‖2

L2
♯
([0,T ])

−→ 0 ou même fN
L2

♯ ([0,T ])
−→ f (lire fN onverge vers fau sens de L2

♯ ([0, T ]) )Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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PSfrag replaements

T T
N

ϕ1

ϕ2

f

fN

rN

Figure 1.1 � Interprétation géométrique
‖rN‖2

= ‖f‖2
+ T

n=+N∑

n=−N

|xn|2 − 2ℜe {x∗
ncn(f)}

= ‖f‖2
+ T

n=+N∑

n=−N

|xn − cn(f)|2 − |cn(f)|2

= ‖f‖2 − T

n=+N∑

n=−N

|cn(f)|2 + T

n=+N∑

n=−N

|xn − cn(f)|2Pour que ‖rN‖2 soit le plus petit possible, il faut don que le dernier terme soitnul i.e. que pour tout n dans [−N, +N ], on ait l'égalité xn = cn(f). Par ailleurs, onpeut établir que le reste rN est orthogonal à toute fontion ϕk (i.e. 〈rN , ϕk〉 = 0).On a, en e�et :
〈rN , ϕk〉 =

〈
f −

n=+N∑

n=−N

cn(f)ϕn, ϕk

〉

= 〈f, ϕk〉︸ ︷︷ ︸
Tck(f)

−
n=+N∑

n=−N

cn(f)〈ϕn, ϕk〉︸ ︷︷ ︸
Tδn,k

= 01.3.4 Théorème de DirihletIl s'agit maintenant de répondre à la question suivante : dans quelle mesurepeut-on a�rmer que pour un point t donné fN (t) onverge (onvergene pontuelle)vers f(t) ? Voii l'énoné du théorème de Dirihlet (ou théorème de la onvergenepontuelle).Théorème 1.3.1 Soit f une fontion de L1
♯ ([0, T ]), si en un point t0 les limites

f(t0+) et f(t0−) existent de même que f ′(t0+) et f ′(t0−) alors on a le résultatsuivant :
fN(t0)

N→+∞−→ 1
2 (f(t0+) + f(t0−))Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



12 Séries de FourierCorollaire 1.3.2 En outre si f est ontinue alors on a la onvergene pontuelleà savoir fN (t0)
N→+∞−→ f(t0).Corollaire 1.3.3 Si f est ontinue partout : alors on peut érire l'égalité : f(t) =∑+∞

n=−∞ cn(f)e
2iπnt

T , où cn(f) sont les oe�ients de Fourier de la fontion f .1.3.5 Quelques exemples de séries de FourierCes exemples seront abordés à l'oasion de séanes de Travaux Dirigés.1.3.6 Analyse spetrale � Coe�ients de FourierConsidérons un système physique où l'on peut dé�nir une �fontion d'entrée� x de lavariable t (le temps, par exemple) et une �fontion de sortie� y de la même variable. Noussupposons qu'il existe un opérateur A tel que l'on peut érire :
y(t) = A(x(t)) . (1.15)La �fontion d'entrée� étant donnée, la question est maintenant de savoir déterminersimplement la �fontion de sortie�. Bien entendu, si l'on n'a auune idée sur l'opérateur

A, il paraît di�ile, voire impossible de répondre à une telle question. Nous allons supposerque A a les trois propriétés suivantes.1. A est un opérateur linéaire.2. A est un opérateur ontinu. Autrement dit, si Xk k→+∞
−→ X alors

lim
k→+∞

A(Xk) = A(X). (1.16)(On peut inverser la limite et l'opérateur A).3. A ommute ave tout opérateur de translation dans le temps i.e. si y(t) = A(x(t))alors y(t− t0) = A(x(t− t0)), pour tout t0 élément de R.L'opérateur est dit alors �ltre linéaire et ontinu. On suppose maintenant, poursimpli�er que x est une fontion périodique et ontinue, de sorte que l'on peut érire :
x(t) =

∑

n∈Z

cnϕn(t) . (1.17)En vertu des propriétés 1 et 2, on peut alors érire :
y(t) = A(

∑

n∈Z

cnϕn(t)) =
∑

n∈Z

cnyn(t) , (1.18)ave yn(t) = A(ϕn(t)). La propriété 3 et ette dernière égalité nous onduisent alors à :
yn(t+ u) = A(ϕn(t+ u)) . (1.19)Cette dernière égalité serait sans intérêt si l'on ne tenait pas ompte du statut privilégié�un de plus� de la fontion exponentielle omplexe. En e�et, on a :
ϕn(t+ u) = ϕn(u)ϕn(t) , (1.20)qui nous onduit à

yn(t+ u) = ϕn(u)A(ϕn(t)) , (1.21)égalité qui pour, t = 0, s'érit omme suit
yn(u) = λnϕn(u) , (1.22)ave λn = A(ϕn(0)). En dé�nitive, on obtient :
A(ϕn(u)) = λnϕn(u) (1.23)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



13La fontion ϕn apparaît alors omme une fontion propre de l'opérateur A assoiée à lavaleur propre λn. On dit alors que {λn}n∈Z onstitue le spetre pontuel de l'opérateur
A, e qui justi�e a posteriori le terme d'Analyse spetrale. Une fois que l'on a alulé lesoe�ients {λn}n∈Z le problème est alors entièrement résolu puisque l'on a :

y(t) =
∑

n∈Z

cnλnϕn(t) . (1.24)1.4 Un exemple d'utilisation des séries de Fourier :la orde vibrante1.4.1 La orde vibrante �xée entre deux points : généralitésUne orde de longueur L et de masse linéïque λ est tendue entre deux points
A et B ave une tension supposée onstante T tout le long de ladite orde. On sepropose d'étudier les petites osillations de ette orde à partir de deux types deonditions initiales �type orde pinée (guitare, lavein, . . .)) et type orde frappée(piano, . . .)� que l'on préisera ultérieurement. La forme de la orde est entièrementdéterminée par la fontion Ψ des deux variables z et t (f. �gure (1.2)). Cettefontion est solution de l'équation des ondes :

∂2Ψ

∂z2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
= 0 , (1.25)ave c =

√
T
λ et doit véri�er les deux onditions aux limites Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = 0.L'énoné de e problème est enore inom-

A(0, 0)

B(L, 0)

Ψ

zFigure 1.2 � Corde vibrante :�ash à l'instant t.
plet : il nous faut enore donner la forme ainsique la vitesse de la orde en tout point, à uninstant donné. Sans perte de généralité, nouspouvons nous donner es onditions initiales àl'instant t = 0. Nous exprimons mathématique-ment es deux onditions en se donnant a priorideux fontions f et g telles que :

Ψ(z, 0) = f(z) et ∂Ψ

∂t
(z, 0) = g(z) . (1.26)Nous pouvons maintenant nous atteler à la tâhe.Pour ela, nous allons onsidérer que Ψ est larestrition sur l'intervalle [0, L] d'une fontion

Ψ̃ dé�nie sur R. Cette fontion Ψ̃ est périodique en z, de période 2L et impaire, desorte que l'on peut érire :
Ψ̃ =

+∞∑

p=1

Φp(t) sin(Kpz) , (1.27)ave Kp
déf
= pπ

L . La fontion Ψ̃, omme Ψ, étant solution de l'équation des ondes,on obtient :
+∞∑

p=1

(−K2
pΦp(t) −

1

c2
Φ′′

p(t)) sin(Kpz) = 0 , (1.28)si l'on a supposé au préalable que l'on a le droit d'intervertir les dérivées partielleset les sommes in�nies. Cela signi�e, que pour toute valeur de p, on a l'égalité :
−K2

pΦp(t) −
1

c2
Φ′′

p(t) = 0 (1.29)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



14 Séries de Fourieri.e. en posant ωp
déf
= cKp, Φ′′

p(t)+ω2
pΦp(t) = 0. Cette dernière équation di�érentiellea une solution bien onnue qui est

Φp(t) = Ap cos(ωpt) + Bp sin(ωpt) . (1.30)En remplaçant dans l'égalité (1.27) la fontion Φp par ette expression, on trouvel'égalité :
Ψ̃ =

+∞∑

p=1

(
Ap cos(ωpt) + Bp sin(ωpt)

)
sin(Kpz) . (1.31)Remarque 1.4.1 L'idée de la méthode onsiste à remplaer l'étude de la fontion

Ψ, solution d'une équation di�érentielle ave des �onditions aux bords�, par l'étuded'une fontion périodique ayant une �ertaine régularité�, solution de la même équa-tion di�érentielle.Remarque 1.4.2 Par la suite, on ne distinguera plus toujours la fontion dé�niesur tout R, Ψ̃, et sa restrition Ψ.Il nous reste maintenant à déterminer les onstantes {Ap}p=1,+∞ et {Bp}p=1,+∞en fontion de f et g. Pour ela il su�t de onsidérer la fontion f̃ (resp. g̃) qui estimpaire et 2L−périodique et dont la restrition à [0, L] est f (resp. g). On a alors :
f̃ =

+∞∑

p=1

fp sin(Kpz) et g̃ =

+∞∑

p=1

gp sin(Kpz) . (1.32)Il su�t alors d'égaler d'une part Ψ̃(z, 0) et f̃ et d'autre part ∂Ψ̃
∂t (z, 0) et g̃, soit :

+∞∑

p=1

Ap sin(Kpz) =

+∞∑

p=1

fp sin(Kpz) (1.33)et
+∞∑

p=1

Bpωp sin(Kpz) =

+∞∑

p=1

gp sin(Kpz) (1.34)e qui onduit immédiatement à
Ap = fp et Bp =

gp

ωp
. (1.35)On a don en dé�nitive :

Ψ(z, t) =

+∞∑

p=1

(
fp cos(ωpt) +

gp

ωp
sin(ωpt)

)
sin(Kpz) . (1.36)1.4.2 Cas de la orde pinéeOn suppose qu'à l'instant initial la orde a l'allure donnée à la �gure (1.3). Lafontion f introduite au paragraphe préédent est alors donnée par 5 :

f(x) =





hx
αL , si 0 < x < αL

h(x−L)
(α−1)L , si αL < x < L

0 , sinon (1.37)5. On notera que la fontion f est bien ontinue.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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x
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Dh f

Bf̃ A

αL

Figure 1.3 � Graphe des fontions f et f̃ (0 < α < 1).où α est un paramètre tel que 0 < α < 1. Par ailleurs, on dé�nit sa �périodisée� f̃omme suit 6 :
f̃ =

+∞∑

k=−∞
f(x − 2kl) − f(−x + 2kl) . (1.38)En�n, on onsidère qu'à l'instant t = 0 la orde est sans vitesse initiale de sorte que

g̃ = 0. Le leteur montrera à titre d'exerie que :
fp = Cα

sin(pπα)

p2
, ave Cα =

2h

π2α(1 − α)
et gp = 0 . (1.39)e qui nous onduit à :

Ψ(z, t) = Cα

+∞∑

p=1

sin(pπα)

p2
cos(ωpt) sin(Kpz) . (1.40)1.4.3 Cas de la orde frappéeDans e as là, on suppose que la orde, à l'instant t = 0 a l'allure de la ordeau repos ependant que la vitesse de la orde au même instant est dérite par lafontion g représentée à la �gure (1.4). De la même façon que préédemment ononstruit la �périodisée� de g de la manière suivante :

g̃ =

+∞∑

k=−∞
g(x − 2kl) − g(−x + 2kl) (1.41)Dans e as, le leteur doit trouver :

gp =
C′

p
sin

(pπδ

2

)
sin(pπα) , (1.42)6. Le leteur véri�era sans peine que ette fontion ainsi dé�nie est bien impaire et 2L-périodique et que f est bien la restrition de ette fontion à [0, L]Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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B
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αL

Figure 1.4 � Graphe des fontions g et g̃ (0 < α < 1, 0 < δ < min(2α, 2(1 − α))).ave C′ = 4v0

π , e qui nous onduit à :
Ψ(z, t) = C′

+∞∑

p=1

sin
(

pπδ
2

)
sin(pπα)

pωp
sin(ωpt) sin(Kpz) . (1.43)Or, on a l'égalité ωp = Kpc = pπc

L qui donne immédiatement :
Ψ(z, t) =

C′L

cπ

+∞∑

p=1

sin
(

pπδ
2

)
sin(pπα)

p2
sin(ωpt) sin(Kpz) . (1.44)1.4.4 Comparaison entre les ordes pinées et les ordes frap-péesImaginons un instant que dans les deux as nous ayons a�aire à la mêmeorde de sorte que les pulsations temporelles {ωp}p=1,+∞ et les pulsations spatiales

{Kp}p=1,+∞ soient les mêmes dans les deux as. On a alors ave des notations quiparlent d'elles-mêmes :
ΨP =

+∞∑

p=1

ΨP
p =

+∞∑

p=1

ap sin(Kpz) cos(ωpt) ave ap = Cα
sin(pπα)

p2
(1.45)et

ΨF =

+∞∑

p=1

ΨF
p =

+∞∑

p=1

bp sin(Kpz) sin(ωpt) ave bp =
C′L

cπ

sin(pπα) sin(pπδ
2 )

p2
.(1.46)Il faut don interpréter es résultats de la manière suivante. Si l'on admet que lesordes étudiées sont dans l'air, milieu apable de véhiuler le son, alors le son émispar es ordes peut être déomposé en sons purs de fréquene fp =

ωp

2π . Une ordepeut don être assimilée à une in�nité de diapasons de fréquenes fp multiples dela fréquene f1 qui est appelée fréquene fondamentale. Il s'agit maintenantd'étudier l'amplitude assoiée à haun de es diapasons, amplitude donnée par apUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



17pour la orde pinée (resp. bp pour la orde frappée). On va supposer maintenantqu'on n'entende que les huit premières harmoniques : f1 jusqu'à 8f1 (nous verronsplus loin que 'est liite). Nous avons alors le tableau suivant :
f1 2f1 3f1 4f1 5f1 6f1 7f1 8f1

f1 2f1 f2 4f1 f3 2f2 f4 8f1Il apparaît alors quatre fréquenes f1, f2, f3 et f4 (appelées notes en Mu-sique) di�érentes ainsi que es mêmes notes une ou plusieurs otaves au-dessus(2f1, 4f1, 8f1) et (2f2). Or les fréquenes f2 et f3 orrespondent en réalité respeti-vement à la quinte et à la tiere. Si don on veut éliminer la fréquene f4 qui �frotte�au moins pour nos oreilles d'oidentaux (ette note orrespond au Si♭3), il su�tde prendre α = 1
7 de sorte que l'on annule les termes a7, a′

7, a14, a′
14, et . . .Parailleurs, si l'on hoisit δ petit � que l'on songe à la taille du marteau d'un piano parrapport à elle de la orde � alors pour les harmoniques basses (p petit) on a pδpetit, e qui nous permet d'érire :

bp ≃ C′Lδ

2c

sin(pπα)

p
(1.47)et

ap = Cα
sin(pπα)

p2
(1.48)On onstate alors que, pour les harmoniques audibles (harmoniques basses), on aune déroissane plus rapide de l'amplitude de es harmoniques pour les ordespinées que pour les ordes frappées. À titre d'exemple, on donne le tableau suivantave α = 1

7 et δ = 1
20 .

p 1 2 3 4 5 6 7 8
ap/a1 1.000 0.4505 0.2497 0.1404 0.0721 0.0278 0.000 -0.0156
bp/b1 1.000 0.8992 0.7428 0.5531 0.3516 0.1607 0.000 -0.1171Conlusion 1.4.3 Si l'on s'intéresse à la gamme dite juste (gamme du physiien)et si l'on prend omme fréquene fondamentale f1 = 256 Hz (orrespondant à p = 1dans le développement en série de Fourier), on a alors l'émission de la note Do(appelé Do3). Dans ette gamme, les fréquenes 2f1, 3f1, 4f1, 5f1 et 6f1 orres-pondent alors respetivement au Do4, Sol4, Do5, Mi5 et Sol6. D'autre part, si l'onaepte (e qui est un modèle simpliste) que l'oreille soit un réepteur quadratique,le mélomane �entendra� une superposition de sons purs ave une énergie propor-tionnelle au arré des oe�ients de Fourier. En�n, si l'on onsidère que l'on peutdistinguer un son (au milieu d'autres sons) si son énergie est supérieure à 5% duson orrespondant au son le plus énergétique (généralement, orrespondant à la notefondamentale), on onstate que l'on n'entend que le Do3, le Do4 et le Sol4 (otaveet une quinte) dans le as de la orde pinée, alors que l'on entend le Do3 , Do4,

Sol4, Do5 et Mi5 (qui fait apparaître l'aord de Do majeur � une tiere et unequinte justes) dans le as de la orde frappée.On peut ainsi peut-être expliquer pourquoi à la �n du XVIIIesièle le piano, alorsappelé piano forte a progressivement détr�né le lavein . . .Remarque 1.4.4 On pourrait, à juste titre, émettre quelques réserves onernantles onlusions tirées plus haut. Le mélomane averti ne peut pas roire que le sonémis par une guitare, une mandoline ou une harpe soit si pauvre que l'on n'entendeque trois sons purs. La réalité est évidemment plus subtile ar nous avons omis soi-gneusement de parler de la aisse de résonane, aisse sans laquelle on n'entendraitUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



18 Séries de Fourierqu'un son e�etivement extrêmement pauvre et faible. Il s'avère que le son émispar la orde exite les très nombreuses fréquenes propres de la aisse de résonane.Il faut de nouveau onsidérer la aisse de résonane de la guitare, par exemple,omme une assemblée de diapasons pouvant avoir des fréquenes propres très voi-sines. Ainsi, si un guitariste gratte la orde de Sol4 (note fondamentale inaudibleen pratique), il exitera les fréquenes de résonane de la aisse préférentiellementautour du Sol4 (notes audibles). Ces fréquenes de la aisse déterminent le timbrede l'instrument et enrihit le son extrêmement pauvre de la orde seule. Toutefois,es réserves étant émises, il reste que la onlusion tirée plus haut demeure.
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20 Transformée de Fourier des fontions sommables2.1 Dé�nition de l'espae L1(R)Soit f une fontion de R dans C, f est élément de L1(R) si et seulement si∫
R
|f | dx < +∞ . On dit alors que la fontion est sommable.2.2 Dé�nition de la transformée de Fourier d'unefontion sommableÉtant donnée une fontion f de L1(R), on dé�nit la transformée de Fourier de

f , notée F−(f) ou f̂ de la manière suivante :
F
−(f)(ν) = f̂(ν) =

∫

R

f(x)e−2iπνx dx (2.1)Remarque 2.2.1 Il arrive parfois que l'on renontre d'autres dé�nitions pour latransformée de Fourier omme :
F+(f)(ν) = f̂(ν) =

∫

R

f(x)e+2iπνx dx (2.2)Par ailleurs, la présene du oe�ient 2π dans l'exposant est onventionnelle etpermet d'avoir une formule de réiproité partiulièrement simple. On voit aussi,parfois, en Physique, les transformées de Fourier suivantes :
F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫

R

f(x)e−iωx dx (2.3)ou bien en Physique Quantique
F(Ψ)(p) =

1√
2πℏ

∫

R

Ψ(x) e−ipx/ℏdx (2.4)Remarque 2.2.2 L'égalité 2.1 a bien un sens puisque l'on a les inégalités sui-vantes :
∣∣∣f̂(ν)

∣∣∣ ≤
∫

R

|f(x)|
∣∣e−2iπνx

∣∣ dx ≤
∫

R

|f(x)| dx < +∞ (2.5)2.3 Transformée de Fourier inverseLa question est maintenant de savoir si à partir de la onnaissane de la transfor-mée de Fourier d'une fontion (son équivalent pour les fontions périodiques étantla onnaissane de l'ensemble des oe�ients de Fourier) on est apable de retrouverla fontion. La réponse est positive puisque l'on a le théorème suivant :Théorème 2.3.1 Soit f une fontion sommable telle que f̂ soit aussi sommable,alors on a l'égalité F+(F−(f)(t) = f(t), en tout point où la fontion f est ontinue.Remarque 2.3.2 Nous allons voir dans l'exemple qui suit, que, malheureusement,il se peut que f soit sommable sans que sa transformée de Fourier le soit.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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x

y

− 1
2

1
2

Π1

Figure 2.1 � La fontion porte Π.2.4 Exemples de transformée de Fourier2.4.1 Transformée de Fourier la fontion porte Π.Il est d'abord lair que la fontion porte est une fontion sommable .
Π̂(ν) =

∫

R

Π(x)e−2iπνx dx =

∫ 1
2

− 1
2

e−2iπνx dx (2.6)Pour ν = 0, on a immédiatement Π̂(0) = 1, et pour des valeurs non nulles de
ν, on a ∫ 1

2

− 1
2

e−2iπνx dx = −1
2iπν

[
e−2iπνx

] 1
2

− 1
2

= sin πν
πν . En appelant sinc la fontiondé�nie par sinc(x) = sin(x)

x , pour tout x non nul et prolongée par ontinuité en zéro,on obtient :
Π̂(ν) = sinc (πν) (2.7)On peut, par ailleurs montrer que la fontion sinc n'est pas sommable.2.4.2 Transformée de Fourier de la fontion gaussienneIl est aisé de montrer que ette fontion est bien sommable (on peut par exemplepartir de l'inéquation exp(−x2) < exp(− |x|), pour tout x n'étant pas dans l'inter-valle [−1, 1]). On a alors, en posant g = exp(−x2) :

ĝ =
∫

R
exp(−x2)e−2iπνx dx

=
∫

R
exp

[
−

[
(x + iπν)2 + π2ν2

]]
dx

= e−π2ν2 ∫
R

exp
[
−(x + iπν)2

]
dx

(2.8)En faisant le hangement de variable z = x+ iπν, on est amené à onsidérer uneintégrale dans le plan omplexe :
ĝ = e−π2ν2

∫

R+iπν

e−z2

dz (2.9)On admettra que la fontion e−z2 de la variable omplexe z étant holomorphe,l'intégrale dans le plan omplexe ∫
R+iπν

e−z2

dz est égale à l'intégrale �ordinaire�∫
R

e−x2

dx (on a, en quelque sorte, négligé iπν devant l'in�ni). En�n, on peut mon-trer (f. T.D, par exemple) que : ∫
R

e−x2

dx =
√

π. On a alors l'égalité :
ĝ =

√
πe−π2ν2 (2.10)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



22 Transformée de Fourier des fontions sommablesRemarque 2.4.1 La transformée de Fourier d'une gaussienne est enore une gaus-sienne.2.4.3 Transformée de Fourier de la fontion exp(− |x|)Soit h la fontion h = exp(− |x|). Des aluls élémentaires (f. T.D. par exemple)onduisent à :
ĥ =

2

1 + 4π2ν2
(2.11)2.5 Quelques propriétés des transformées de Fou-rier2.5.1 Linéarité de la Transformée de FourierSoit f et g deux fontions omplexes et sommables et soit λ et µ deux omplexesquelonques, on a alors :

F(λf + µg) = λF(f) + µF(g) (2.12)2.5.2 Transformée de Fourier des fontions réellesSoit f une fontion réelle, il est alors immédiat de onstater que f̂(−ν) = f̂∗(ν).Cette propriété appelée souvent symétrie hermitienne sera souvent utilisée en Phy-sique : elle signi�e que si l'on onnait uniquement la transformée de Fourier de
f pour les valeurs positives de ν (es valeurs positives de ν s'identi�ant aux fré-quenes) on peut, par onjugaison, onnaître la transformée de Fourier de f pourles valeurs négatives de ν(et par onséquent onnaître la transformée de Fourier de
f pour toutes les valeurs de ν). Ainsi, par transformée de Fourier inverse, on peutespérer onnaître la fontion f à partir uniquement de sa transformée de Fourierpour les valeurs positives de ν. Cette propriété remarquable est en général faussepour des fontions non réelles.2.5.3 Changement d'éhelleSoit f une fontion sommable et a un réel non nul, on se propose d'évaluer laquantité suivante :

F(f(ax)) =

∫

R

f(ax)e−2iπνx dx (2.13)On fait alors le hangement de variable u = ax. Si a est un réel positif, on aalors :
F(f(ax))(ν) =

1

a

∫ ∞

−∞
f(u)e−2iπν u

a du (2.14)Et si a est un réel négatif :
F(f(ax))(ν) =

1

a

∫ −∞

+∞
f(u)e−2iπν u

a du = −1

a

∫ ∞

−∞
f(u)e−2iπν u

a du (2.15)En résumé, nous avons don :Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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F(f(ax))(ν) =

1

|a|F(f(x))(
ν

a
) (2.16)Cette dernière propriété a une signi�ation physique très importante : un signaldont le support est étroit (resp. large) dans le domaine temporel est large (resp.étroit) dans le domaine des fréquenes.2.5.4 ParitéEn utilisant l'égalité 2.16 ave a = −1, il est immédiat de onstater que si lafontion f est paire (resp. impaire), sa transformée de Fourier est aussi paire (resp.impaire) : la transformée de Fourier onserve la parité.2.5.5 TranslationSoit f une fontion sommable, on veut évaluer :

F(f(x − a))(ν) =

∫

R

f(x − a)e−2iπνx dx (2.17)En faisant le hangement de variable u = x − a, on obtient :
F(f(x − a))(ν) =

∫

R

f(u)e−2iπν(u+a) du = e−2iπνa
F(f(x))(ν) (2.18)On dit alors que l'on a modulé le signal.Une translation dans le domaine spatial équivaut à une modulation dans le do-maine fréquentiel.2.5.6 ModulationCette opération est en quelque sorte l'opération inverse de l'opération de trans-lation. On a, en e�et :

F(e−2iπν0xf(x))(ν) =

∫

R

f(x)e−2iπ(ν+ν0)x dx = F(f(x))(ν + ν0) (2.19)Une modulation dans le domaine spatial équivaut à une translation dans le do-maine fréquentiel.2.5.7 DérivationSupposons que f et sa dérivée f ′ soient toutes les deux sommables, nous allonsaluler la Transformée de Fourier de f ′ :
F(f ′) =

∫

R

f ′(x)e−2iπνx dx =
[
f(x)e−2iπνx

]+∞
−∞ + 2iπν

∫

R

f(x)e−2iπνx dx (2.20)Nous allons alors admettre que si f et sa dérivée f ′ sont toutes les deux som-mables alors néessairement f s'annule à l'in�ni (f(±∞) = 0). Dans es onditions,on obtient :
F(f ′) = 2iπνF(f) (2.21)Le passage à la transformée de Fourier transforme des équations di�érentiellesen équations algébriques.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



24 Transformée de Fourier des fontions sommables
x

y

θ
r

ν

µ

Ψ
K

Figure 2.2 � Passage aux oordonnées polaires dans l'espae diret et dans l'espaede Fourier.2.5.8 Théorème de Parseval-PlanherelSi l'on introduit le produit salaire 〈f, g〉L2(R) =
∫

R
f g∗ dx, alors on admettrasans démonstration l'égalité suivante :

〈
f̂ , ĝ

〉
L2(R)

= 〈f, g〉L2(R) (2.22)qui n'est évidemment pas sans rappeler l'égalité obtenue dans le hapitre préé-dent onernant les fontions périodiques.2.6 Transformation de Fourier bidimensionnelle2.6.1 Dé�nition de l'espae L1(R2)Soit f une fontion de R2 dans C, f est élément de L1(R2) si et seulement si∫
R2 |f | d2x < +∞ .2.6.2 Dé�nition de la transformée de Fourier bidimension-nelle d'une fontion sommableÉtant donnée une fontion f de L1(R2), on dé�nit la transformée de Fourier de

f , notée enore F(f) ou f̂ de la manière suivante :
F(f)(ν, µ) = f̂(ν, µ) =

∫

R2

f(x, y)e−2iπ(νx+µy) dxdy (2.23)2.6.3 Transformée de Fourier d'une fontion radialeIl arrive assez souvent que les fontions que l'on utilise en Physique ne dépendent quede la distane à un point. La fontion f ne dépend alors expliitement que d'une seulevariable que l'on note généralement r. Dans es onditions, il existe une fontion F telleque F (r) = f(x, y). Posant ν = K cosψ et µ = K sinψ, la transformée de Fourier de fprend l'allure suivante :
f̂ =

∫ +2π

0

∫ +∞

0

F (r)e−2iπKr(cosψ cos θ+sinψ sin θ)r drdθ (2.24)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



25Utilisant le théorème de Fubini, on arrive à :
f̂ =

∫ +∞

0

rF (r)

[∫ +2π

0

e−2iπKr cos(ψ−θ) dθ

]
dr (2.25)L'expression entre rohets est exprimable à partir de fontions spéiales appeléesfontions de Bessel. Ce présent support de ours n'ayant pas voation à insister sur epoint on pourra onsulter des ouvrages plus spéialisés. Dans es ouvrages on pourratrouver, entre autres, l'égalité suivante :

∫ +2π

0

e−iu cosφ dφ = 2πJ0(u) (2.26)Prenant en ompte la périodiité de la fontion osinus, on obtient :
∫ +2π

0

e−2iπKr cos(ψ−θ) dθ = 2πJ0(2πKr) , (2.27)e qui nous onduit à
f̂ = 2π

∫ +∞

0

rJ0(2πKr)F (r) dr . (2.28)Cette dernière égalité est souvent appelée transformation de Hankel.Il existe un as partiulier important notamment en Optique pour aluler l'intensitédi�ratée par un trou irulaire dans le adre de la di�ration de Fraunhofer. Ce aspartiulier orrespond à :
F (r) =

{
1 , si r < R0

0 , sinon (2.29)La transformée de Fourier est alors réduite à :
f̂ = 2π

∫ R0

0

rJ0(2πKr) dr . (2.30)Cette fois-i enore ette intégrale est exprimable uniquement en fontion de fontionsspéiales et l'on peut voir dans les ouvrages ités plus haut l'identité suivante :
∫ x

0

uJ0(u) du = xJ1(x) , (2.31)e qui nous onduit sans peine à :
f̂ = 2πR2

0
J1(2πKR0)

2πKR0
. (2.32)Cette dernière expression est à rapproher de l'expression obtenue pour la transforméede Fourier (monodimensionnelle) de la fontion porte. Avant de �nir, il est important denoter que, omme dans le as de la fontion sinus, la fontion de Bessel J1 est nulle enzéro. Plus préisément, on a l'équivalene suivante :

J1(x) ∼
0
x/2 , (2.33)de sorte qu'en zéro f̂ vaut πR2

0.
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3Notions sur les distributions
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)) . . . . . . . . 343.4 Produit de deux distributions . . . . . . . . . . . . . . . 353.4.1 Produit de deux distributions régulières . . . . . . . . . 353.4.2 Produit d'une distribution quelonque T par une fon-tion indé�niment dérivable α . . . . . . . . . . . . . . . 353.5 Suite de distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.5.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.1 IntrodutionNous allons voir sur un exemple simple issu de la Méanique qu'il est néessaired'introduire des grandeurs mathématiques qui généralisent à ertains égards la no-tion de fontion : es grandeurs mathématiques seront appelées les distributions.Pour e faire, nous allons tenter de répondre à la question suivante : Caluler lafore f appliquée à une partiule, supposée pontuelle et de masse m, qui est ani-mée d'une vitesse +v0 pour tout temps t < 0 et qui est animée d'une vitesse −v0pour tout temps t > 0. Le ho a don eu lieu à l'instant t = 0. D'après le prinipefondamental de la dynamique, on doit avoir :27
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f = m

dv

dt
, (3.1)soit en projetant sur l'axe des x

x

y

v0

−v0

Mur
Figure 3.1 � Cho élastique d'unebille ontre un mur.

f = m
dv

dt
(3.2)On onstate que la fontion v n'est

t

v(t)

v0

−v0Figure 3.2 � Graphe de la fontion v.

pas ontinue à l'origine et que, par on-séquent, la dérivée dv
dt n'a pas de sens.Par suite, la fore f n'en a pas nonplus. On pourrait évidemment ontour-ner le problème en �évitant� le temps

t = 0, on aurait alors, pour tout t dif-férent de zéro, dv
dt = 0 : il s'ensuit que

f = 0, e qui est une solution trivialeinaeptable. La situation semble dondésespérée et le physiien en proie audoute remet alors en ause la pertinenedu modèle. À juste titre, il fait remar-quer que quelque bref que soit le ho,il ne peut pas être instantané : la vi-tesse ne peut don pas être disonti-nue. Prenant en ompte es dernièresremarques, nous allons onsidérer quele ho s'e�etue pendant une durée ǫ, durée pendant laquelle la vitesse que l'onappellera désormais vǫ passera de manière linéaire de la vitesse +v0 à la vitesse −v0.Dans e as, aux points t = ± ǫ
2 , la fontion vǫ est ertes ontinue mais elle n'estmanifestement pas dérivable. Essayons malgré tout de dériver et-

t

vǫ(t)

v0

− ǫ
2

−v0

ǫ
2

Figure 3.3 � Graphe de la fontion vǫ.
te fontion en évitant es deux pointsgênants, à savoir t = ± ǫ

2 . Pour |t| >
ǫ
2 , fǫ = 0 et pour |t| < ǫ

2 , vǫ =
−2v0t

ǫ , d'où fǫ = −2mv0

ǫ .On a don le graphe de fǫ suivant :On voit don que fǫ est une fon-
t

fǫ(t)

− ǫ
2

− 2mv0

ǫ

ǫ
2

Figure 3.4 � Graphe de la fontion fǫ.
tion qui a omme support [−ǫ

2 , ǫ
2

] etqui est onstante sur et intervalle, àsavoir −2mv0

ǫ . Si maintenant l'on revientau problème initial du ho instantané,il semble opportun d'étudier le ompor-tement de fǫ quand ǫ tend vers zéro. Ononstate que quand ǫ tend vers zéro, lesupport se réduit au point {0} et quela valeur de la fontion dans e sup-port roît indé�niment. Par ailleurs, ilest intéressant de onstater que
∫

R

fǫ(t) dt = −2mv0 (3.3)et que par onséquent ette intégrale est indépendante de ǫ. On pourrait alorsérire hâtivement :Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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∫

R

f0(t) dt =

∫

R

f(t) dt = −2mv0 (3.4)Mais la théorie de l'intégration nous apprend qu'une fontion nulle partout saufen un point est d'intégrale nulle. On devrait don avoir :
∫

R

f0(t) dt = 0 . (3.5)Nous arrivons don à une ontradition (à moins d'admettre que f0n'est pas une fontion !).Faisant �, pour l'instant, de ette ontradition, nous allons généraliser les ré-sultats obtenus i-avant. Pour ela, onsidérons une vitesse vǫ qui est onstanteen dehors de l'intervalle [−ǫ
2 , ǫ

2

] , qui est assez régulière (par exemple dérivable)dans et intervalle et qui est ontinue au bord de et intervalle (e qui onduit à
vǫ(± ǫ

2 ) = ∓v0). En�n, introduisons une fontion dérivable ϕ. Muni de es grandeursmathématiques, on va s'intéresser à l'intégrale suivante :
Iǫ(ϕ) =

∫

R

fǫ(t)ϕ(t) dt . (3.6)L'introdution de e nouvel être mathématique peut paraître bien arti�iel deprime abord. En réalité, l'introdution de ette intégrale orrespond à une visiondi�érente et en fait plus naturelle du rapport subtil qu'il y a entre grandeurs mathé-matiques et grandeurs physiques assoiées. Dans la �vision lassique�, on assoie àune grandeur physique (ii une fore) une grandeur mathématique (ii une fontionsalaire). Cette vision est d'ailleurs si bien anrée dans nos esprits que, générale-ment, on onfond les deux. Ainsi, a-t-on onfondu la vitesse de la partiule ave lafontion la représentant. Cette dernière remarque semble plus touher l'épistémo-logie que la Physique mais elle sous-entend que l'on peut onnaître (mesurer ?) lafore appliquée à la partiule à tout instant. Et e sous-entendu est inaeptable.A�n de rendre ompte de ette dernière remarque, il faut se rapproher de la réalitéexpérimentale et se rappeler que l'on n'a aès aux grandeurs physiques que de ma-nière indirete. Ainsi lorsque l'on mesure un ourant, on obtient une déviation d'uneaiguille nous indiquant un nombre, ou bien lorsque l'on veut regarder l'heure, onregarde sa montre pour, une fois enore onstater la déviation d'une aiguille. Quoique l'on puisse imaginer 1, la mesure d'une grandeur physique nous onduit à unnombre ou éventuellement une série de nombres : 'est bien e que l'on se proposede faire en assoiant à fǫ un nombre Iǫ(ϕ), e nombre dépendant de ϕ(t). Cettefontion ϕ(t) est là pour nous rappeler que la mesure de fǫ dépend des onditionsdans lesquelles on a e�etué ladite mesure : ainsi lorsque l'on mesure la fore pen-dant une période ne ontenant pas la durée pendant laquelle le ho a lieu sur lemur on trouve une mesure nulle.On va maintenant s'intéresser au omportement de Iǫ(ϕ) quand ǫ tend vers zéro.
Iǫ(ϕ) =

∫

R

fǫ(t)ϕ(t) dt = m

∫ ǫ
2

−ǫ
2

dvǫ

dt
ϕ(t) dt (3.7)Or le théorème de la moyenne nous apprend qu'il existe un nombre cǫ apparte-nant à l'intervalle ]−ǫ

2 , ǫ
2

[ tel que
∫ ǫ

2

−ǫ
2

dvǫ

dt
ϕ(t) dt = ϕ(cǫ)

∫ ǫ
2

−ǫ
2

dvǫ

dt
dt (3.8)1. Nous avons beau en�er nos oneptions au delà des espaes imaginables, nous n'enfantonsque des atomes (nombres ?) au prix de la réalité des hoses. Blaise PasalUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



30 Notions de distributionsIl vient :
Iǫ(ϕ) = mϕ(cǫ)

∫ ǫ
2

−ǫ
2

dvǫ

dt
dt

= mϕ(cǫ)
[
vǫ(

ǫ

2
) − vǫ(−

ǫ

2
)
]

= mϕ(cǫ)(−v0 − v0)

= −2mv0ϕ(cǫ)Il semblerait don que :
Iǫ(ϕ)

ǫ→0−→ −2mv0ϕ(0) (3.9)Là enore, on tombe sur la ontradition évoquée plus haut. Néanmoins, si l'onfait abstration, un instant, de la théorie de l'intégration il semble utile d'introduireune fontion ∆ 2qui a les propriétés ontraditoires suivantes :1. ∆(t) =

{
0 , si t 6= 0

+∞ , si t = 0

∣∣∣∣2. Pour une fontion ϕ su�samment régulière ∫
R

∆(t)ϕ(t) dt = ϕ(0). (A fortiori,on aura ∫
R

∆(t) dt = 1)Cette fontion est représentée sur la �gure 3.5. On peut don résumer la
t

∆(t)

Figure 3.5 � Représentation graphique de la�fontion de Dira�.
situation en érivant l'égalitésuivante :

f0 = −2mv0∆ (3.10)De nouveau, le leteur pour-rait s'insurger, en faisant re-marquer qu'une fore ne peutêtre in�nie même si ette foreagit pendant une durée nulle(instant t = 0). Mais, bis repetita plaent, le physiien n'a aès qu'à la mesurede ette fore, et la mesure de ette fore est bien �nie : elle vaut −2mv0ϕ(0).3.2 Notion de distributionsL'objet de e paragraphe est de mettre en plae de manière rigoureuse e quivient d'être dit.3.2.1 Dé�nition du support d'une fontionLe support d'une fontion ϕ noté Supp(ϕ) est le plus petit ensemble fermé endehors duquel la fontion ϕ est nulle.3.2.2 L'espae DL'espae D est l'espae des fontions indé�niment dérivables à support borné.Ces fontions sont souvent appelées fontions test.2. Cette �fontion� a été introduite dans les années vingt par P.A.M Dira pour résoudre desproblèmes de physique des partiules.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



313.2.3 Un exemple de fontion de DSoit χI la fontion aratéristique de l'ensemble I dé�ni de la manière suivante :
χI(x) =

{
1 , si x ∈ I
0 , sinon ∣∣∣∣alors la fontion Φ0(x) = χ[−1,1](x) exp(− 1

1−x2 ) est une fontion de D.3.2.4 Convergene dans DOn dit qu'une suite {φn} de fontions de D onverge vers une fontion φ de Dsi et seulement si :1. Supp(φn) ⊂ Ω, ave Ω borné2. Notant φ(p) la dérivée p-ième de la fontion φ, on doit avoir, pour tout pentier, la suite {
φ

(p)
n

} qui onverge uniformément vers φ(p).3.2.5 Les distributions de Shwartz (distributions de D′)On appelle distribution sur C (distribution de Shwartz) une forme linéaire etontinue sur l'espae vetoriel D.
D C

φ
T−→ T (φ) = 〈T, φ〉 (3.11)Une distribution de Shwartz T est don une appliation de D dans C qui est :1. linéaire : 〈λ1T1 + λ2T2, φ〉 = λ1 〈T1, φ〉 + λ2 〈T2, φ〉2. ontinue : ∀φn

D−→ φ, 〈T, φn〉 C.S.−→ 〈T, φ〉3.2.6 Exemples de distributions de ShwartzExemple 1 (distribution régulière)Si f est une fontion loalement sommable (f est dans Lloc(R)), alors la formelinéaire Tf assoiée à f dé�nie omme suit :
∀φ ∈ D, Tf (φ) = 〈Tf , φ〉 =

∫

R

fφ dx (3.12)est une distribution de Shwartz.Remarque 3.2.1 Les distributions qu'on peut assoier à des fontions loalementsommables sont dites distributions régulières ependant que les autres sont ditesdistributions singulières.Exemple 2 (distribution de Dira δ)La distribution de Dira δ est dé�nie de la manière suivante :
∀φ ∈ D, δ(φ) = 〈δ, φ〉 = φ(0) . (3.13)Remarque 3.2.2 Il n'existe pas de fontion loalement sommable ∆ qui ait la pro-priété suivante :
∀φ ∈ D,

∫

R

∆φdx = φ(0) (3.14)En onséquene, la distribution de Dira est une distribution singulière.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



32 Notions de distributions3.3 Opérations sur les distributions3.3.1 La distribution T (x
a
).Considérons tout d'abord une distribution assoiée à une fontion loalementsommable f . On a :

∀φ ∈ D,
〈
Tf( x

a
), φ

〉
=

∫

R

f(
x

a
)φ(x) dx (3.15)En faisant le hangement de variable u = x

a , on obtient :
〈
Tf( x

a
), φ

〉
= |a|

∫

R

f(u)φ(au) du (3.16)Cette propriété suggère la dé�nition suivante :
〈
T (

x

a
), φ

〉
déf
= |a| 〈T (x), φ(ax)〉 (3.17)On a ainsi :

〈
δ(

x

a
), φ

〉
= |a| 〈δ(x), φ(ax)〉 = |a|φ(0) = |a| 〈δ(x), φ(x)〉 (3.18)Cette dernière égalité étant véri�ée pour toute fontion test, on obtient la pro-priété suivante :

δ(
x

a
) = |a| δ(x) (3.19)3.3.2 Dérivation d'une distributionSoit Tf une distribution assoiée à une fontion f loalement sommable à dérivéeontinue (don loalement sommable), si l'on veut généraliser, à ertains égards lanotion de fontion, il est souhaitable que la dé�nition de la dérivée au sens desdistributions soit telle que T

′

f = Tf ′ .Dans e as partiulier, on a :
〈
T ′

f , φ
〉

= 〈Tf ′ , φ〉 =

∫

R

f ′φdx = [fφ]
+∞
−∞ −

∫

R

fφ′ dx (3.20)Or φ (±∞) = 0, d'où :
〈
T ′

f , φ
〉

= −
∫

R

fφ′ dx = −〈Tf , φ′〉 (3.21)Ce résultat suggère la dé�nition suivante :Dé�nition de la dérivée d'une distributionLa dérivée d'une distribution T , notée T ′ est dé�nie par :
∀φ ∈ D, 〈T ′, φ〉 déf

= −〈T, φ′〉 (3.22)Conséquenes� ∀φ ∈ D, 〈T ′′, φ〉 = −〈T ′, φ′〉 = 〈T, φ′′〉� ∀φ ∈ D, 〈δ′, φ〉 = −〈δ, φ′〉 = −φ′ (0)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



33Dérivée de distributions assoiées à des fontions loalement sommablesDérivée de la fontion de Heaviside H Il est d'abord évident que la fontion
H est loalement sommable : on peut don lui assoier une distribution régulièreque l'on appellera enore H (plut�t que TH). On a, par onséquent :

∀φ ∈ D, 〈H′, φ〉 = −〈H, φ′〉 = −
∫ +∞
−∞ Hφ′ dx = −

∫ +∞
0

φ′ dx

= − [φ]
+∞
0 = φ(0) = 〈δ, φ〉 (3.23)On a don le résultat fondamental suivant :

H′ = δ (3.24)Dérivée d'une fontion loalement sommable admettant une disonti-nuité de première espèe en x = a On va supposer que la fontion f admetune disontinuité du premier ordre au point x = a ('est-à-dire que la fontionadmet un saut �ni en e point) et est dérivable en dehors de e point. On a alors :
∀φ ∈ D,

〈
T ′

f , φ
〉

= −〈Tf , φ′〉 = −
(∫ a

−∞
fφ′ dx +

∫ ∞

a

fφ′ dx

) (3.25)En intégrant par parties, on est onduit à :
∫ a

−∞
fφ′ dx +

∫ ∞

a

fφ′ dx = f(a−)φ(a) −
∫ a

−∞
f ′φdx − f(a+)φ(a) −

∫ ∞

a

f ′φdx(3.26)En posant [f ]x=a = f(a+)− f(a−), que l'on appelle saut de la fontion au point
a, on trouve :

〈
T ′

f , φ
〉

= [f ]x=a δa + 〈Tf ′ , φ〉 (3.27)Par la suite, par un abus de notation bien utile et ouramment utilisé, on iden-ti�era T ′
f à f ′ (on parlera alors de dérivée au sens des distributions) et Tf ′ à {f ′}(on parlera alors de dérivée sans préaution), on érira alors :

f ′ = {f ′} + [f ]x=a δa (3.28)Bien entendu, s'il y a plusieurs points de disontinuité (aux points ai), on aura :
f ′ = {f ′} +

∑

i

[f ]x=ai
δai

(3.29)Remarque 3.3.1 Par un abus de notation supplémentaire, on érira δ(x − ai)plut�t que δai
.Dérivée seonde de distributions assoiées aux fontions loalement som-mablesSupposons que la fontion f soit deux fois dérivable sauf éventuellement en unpoint a. On a alors

f ′ = {f ′} + [f ]x=a δa (3.30)et
{f ′}′ =

{
{f ′}′

}
+ [f ′]x=a δa (3.31)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



34 Notions de distributionsEn notant {
{f ′}′

}
= {f ′′} (dérivée seonde sans préaution), on obtient :

f ′′ = {f ′′} + [f ]x=a δ′a + [f ′]x=a δa (3.32)Le leteur pourra, bien entendu, généraliser e genre de résultat à des dérivéessupérieures même si leur utilisation en Physique est assez rare.3.3.3 Un exemple frutueux d'utilisation de dérivée au sensdes distributions : (la distribution V p
(

1
x

))La fontion 1
x
dé�nie sur R∗ n'est pas loalement sommable au voisinage de zéro. Ilsemble don qu'on ne puisse pas lui assoier une distribution régulière, e qui est fâheuxsurtout si l'on songe que nous nous proposions grâe aux distributions d'étendre la notionde fontion. On peut, ependant, surmonter et obstale en remarquant que si 1

x
n'estpas une fontion loalement sommable, sa primitive (au sens des fontions) ln(|x|) l'est.Il su�t alors de dé�nir une nouvelle distribution appelée valeur prinipale de 1

x
, et notée

V p
(

1
x

) qui, par dé�nition, est la dérivée de la distribution régulière assoiée à la fontion(loalement sommable) ln(|x|).
V p

(
1

x

)
déf
= ln′(|x|) (il faut omprendre V p(

1

x

)
déf
= T ′

ln(|x|)) (3.33)La question est alors de savoir e que vaut la quantité 〈
V p

(
1
x

)
, φ

〉 pour une fontiontest φ donnée.
〈
V p

(
1

x

)
, φ

〉
=

〈
T ′

ln(|x|), φ
〉

= −
〈
Tln(|x|), φ

′
〉

=

∫

R

ln(|x|)φ′ dx (3.34)On pose alors Iǫ la quantité suivante :
Iǫ =

∫ −ǫ

−∞

ln(|x|)φ′ dx+

∫ +∞

ǫ

ln(|x|)φ′ dx (3.35)La fontion ln(|x|)φ′ étant sommable loalement, on a :
∫

R

ln(|x|)φ′ dx = lim
ǫ→0+

Iǫ (3.36)D'autre part, on a l'égalité suivante :
∫ −ǫ

−∞

ln(|x|)φ′ dx = [ln(|x|)φ]−ǫ−∞ −

∫ −ǫ

−∞

φ

x
dx (3.37)Comme on a φ (−∞) = 0, il vient

∫ −ǫ

−∞

ln(|x|)φ′ dx = ln(ǫ)φ (−ǫ) −

∫ ǫ

−∞

φ

x
dx (3.38)De la même façon, on obtiendrait :

∫ +∞

ǫ

ln(|x|)φ′ dx = − ln(ǫ)φ (ǫ) −

∫ +∞

ǫ

φ

x
dx (3.39)En résumé, on a don

Iǫ = ln(ǫ)φ (−ǫ) − ln(ǫ)φ (ǫ) −

∫

R−[−ǫ,+ǫ]

φ

x
dx (3.40)soit enore

−Iǫ = ln(ǫ)(φ (ǫ) − φ (−ǫ)) +

∫

R−[−ǫ,+ǫ]

φ

x
dx (3.41)On va maintenant évaluer le terme de droite quand ǫ tend vers zéro. Pour e faire, faisonsun développement limité de φ (ǫ) :Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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φ (ǫ) = φ (0) + ǫφ′ (0) + o (ǫ) (3.42)De même , on aurait :
φ (−ǫ) = φ (0) − ǫφ′ (0) + o (ǫ) (3.43)e qui nous onduit à

ln(ǫ)(φ (ǫ) − φ (−ǫ)) = 2ǫ ln(ǫ)φ′ (0) + o (ǫ) ln(ǫ) (3.44)Les deux termes du membre de droite tendant vers zéro quand ǫ tend vers zéro, onobtient �nalement :
lim
ǫ→0+

−Iǫ = lim
ǫ→0+

∫

R−[−ǫ,+ǫ]

φ

x
dx = V p

{∫
φ

x
dx

} (3.45)3.4 Produit de deux distributions3.4.1 Produit de deux distributions régulièresIl serait évidemment souhaitable que, ompte tenu du dessein que nous avonsde généraliser la notion de fontions, nous ayons :
Tfg = TfTg (3.46)Malheureusement, il se peut que f et g soient des fontions loalement som-mables sans que le produit des deux le soit (Que l'on songe à f = g = 1√

x
). Ilsemble don que la situation soit désespérée. Néanmoins, on peut, dans ertainsas, parler de produit de deux distributions.3.4.2 Produit d'une distribution quelonque T par une fon-tion indé�niment dérivable αOn a la dé�nition suivante :

∀φ ∈ D, 〈αT, φ〉 déf
= 〈T, αφ〉 (3.47)Cette dé�nition a bien un sens ar si α est une fontion de C∞(R) et φ unefontion de D, αφ est dans D. La fontion αφ est don une �bonne� fontion test.Remarque 3.4.1 Pour ertaines distributions omme δ (resp. δ′), α n'a pas besoind'être dans C∞(R), il su�t qu'elle soit ontinue (resp. dérivable)Ave une fontion α ontinue, on a :

∀φ ∈ D, 〈αδ, φ〉 = 〈δ, αφ〉 = α(0)φ(0) = α(0) 〈δ, φ〉 = 〈α(0)δ, φ〉 (3.48)On a don l'égalité fondamentale suivante :
α(x)δ(x) = α(0)δ(x) (3.49)En utilisant les di�érentes dé�nitions introduites jusqu'à maintenant le leteurpourra démontrer la propriété suivante :
(αT )

′
= α′T + αT ′ (3.50)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



36 Notions de distributions3.5 Suite de distributions3.5.1 Dé�nitionOn dit qu'une suite de distributions Tα onverge vers une distribution T lorsque
α tend vers λ (valeur �nie ou non) si et seulement si ∀φ ∈ D, 〈Tα , φ〉 C.S.−→

α→λ
〈T, φ〉(on note alors Tα

D
′

−→
α→λ

T ).Exemple 3.5.1 Introduisons la famille de fontions suivantes :
Π̃α(x) =

{
1
α , si |x| < α/2
0 , sinon (3.51)Calulons alors l'expression 〈

Π̃α, φ
〉 :

〈
Π̃α, φ

〉
=

∫

R

Π̃αφdx =
1

α

∫ α
2

−α
2

φ(x) dx = φ(cα)
1

α

∫ α
2

−α
2

dx = φ(cα) (3.52)ave cα dans l'intervalle [
−α

2 , α
2

]. On a alors, pour toute fontion test :
lim
α→0

〈
Π̃α, φ

〉
= φ(c0) = φ(0) = 〈δ, φ〉 (3.53)On peut alors en onlure que Π̃α

D
′

−→
α→0

δ. Nous retrouvons ainsi le résultat évoquéau début du hapitre.
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4Notions sur les distributions de plusieursvariables
Sommaire4.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.2 Exemple de distributions de plusieurs variables . . . . 384.2.1 Distributions régulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384.2.2 Deux exemples de distributions singulières δ(r − r0) et

αδS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384.2.3 Dérivée partielle d'une distribution . . . . . . . . . . . . 384.2.4 Dérivation d'une fontion sommable disontinue . . . . 39En Physique il arrive souvent que l'on manipule des grandeurs physiques que l'onassoie à des grandeurs mathématiques plus omplexes que elles étudiées préédem-ment, omme des fontions salaires de plusieurs variables. C'est le as, par exemple,de la température d'une pièe θ(x, y, z, t), ette température dépendant du lieu etdu temps. On peut manipuler des grandeurs plus omplexes enore omme des fon-tions vetorielles, 'est le as, par exemple d'un hamp életrique E(x, y, z, t). Le butde e hapitre est de se familiariser ave les distributions de plusieurs variables et demontrer que les onditions de passage assoiées aux équations de Maxwell (parfoisappelées abusivement relations de ontinuité) déoulent des équations de Maxwellsi l'on admet que elles-i doivent être omprises au �sens des distributions�.4.1 Dé�nitionOn appelle distribution de Rk une forme linéaire et ontinue sur l'espae veto-riel Dk qui est l'espae vetoriel des fontions de Rk indé�niment di�érentiables àsupport borné 1.1. En pratique, en Physique, k vaut 1, 2, 3 ou 4.37



38 Distributions de plusieurs variables4.2 Exemple de distributions de plusieurs variables4.2.1 Distributions régulièresLes distributions régulières sont les distributions assoiées aux fontions loale-ment sommables. Prenons, par exemple, une fontion f loalement sommable sur
R3. On lui assoie une distribution Tf (notée par abus de notation enore f) quiest dé�nie de la manière suivante :

∀φ ∈ D3, Tf(φ) = 〈Tf , φ〉 =
∫

R3 f φ d3r

=
∫∫∫

R3 f(x1, x2, x3)φ(x1, x2, x3) dx1dx2dx3(4.1)4.2.2 Deux exemples de distributions singulières δ(r − r0) et
αδS

∀φ ∈ D
3, 〈δ(r − r0), φ〉 = φ(x0, y0, z0) = φ(r0) (4.2)Cette distribution sert, par exemple, à représenter une densité de masse pontuel-le (masse pontuelle) ou une densité de harge pontuelle. Ainsi une harge pon-tuelle, de harge q, plaée au point de oordonnées (x0, y0, z0) = (r0) aura-t-elleomme densité de harge, la densité ρ ave : ρ = qδ(r − r0).
∀φ ∈ D3, 〈αδS , φ〉 =

∫

S

α φds (4.3)Cette distribution sert, par exemple, à représenter une densité surfaique de ou-rant. Ainsi le ourant de surfae jS aura-t-il omme densité assoiée la distribution
Sג telle que : Sג = jS δS .4.2.3 Dérivée partielle d'une distributionNous allons, omme à l'aoutumée, ommener nos manipulations ave les dis-tributions régulières, à savoir :

〈
T ∂f

∂x1

, φ
〉

=
∫

R3

∂f
∂x1

φdx1dx2dx3

=
∫

R2

[∫
R

∂f
∂x1

φdx1

]
dx2dx3

=
∫

R2

[
[fφ]+∞

−∞ −
∫

R
f ∂φ

∂x1
dx1

]
dx2dx3

(4.4)La fontion φ étant à support bornée, on a l'égalité φ(±∞, x2, x3) = 0 e quionduit à :
〈
T ∂f

∂x1

, φ
〉

=
∫

R2

[
−

∫
R

f ∂φ
∂x1

dx1

]
dx2dx3

= −
∫

R3 f ∂φ
∂x1

dx1dx2dx3

= −
〈
Tf , ∂φ

∂x1

〉 (4.5)Cette propriété suggère la dé�nition suivante :
〈

∂T

∂x1
, φ

〉
déf
= −

〈
T,

∂φ

∂x1

〉 (4.6)Cette dé�nition onduit immédiatement à :
〈

∂2T

∂xi∂xj
, φ

〉
=

〈
T,

∂2φ

∂xi∂xj

〉 (4.7)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



394.2.4 Dérivation d'une fontion sommable disontinueConsidérons une surfae S �assez régulière� �partageant lairement� l'espaetout entier (ii R3) en deux domaines distints Ω1 et Ω2, de sorte que Ω1, Ω2 et Sforment une partition de R3. On entend par �partager lairement� qu'il existe aumoins un ouple de points (M1, M2) telle que tout �hemin� allant de M1 à M2�renontre� néessairement S (f. �gures 4.2�4.4).
z

y

x

1̂e
2ê

3ê

1Ω

2Ω

1M

2M

Γ

0=z

Figure 4.1 � Exemple 1 : Le plan z = 0 partage lairement deux demi-espaes : ledemi-espae z < 0 et le demi-espae z > 0.Dé�nition du saut d'une fontion à la �traversée�d'une surfaeSupposons maintenant qu'une fontion f prenne deux formes di�érentes suivantqu'elle est dans Ω1 ou Ω2. On notera f|Ω1
la restrition de la fontion f au domaine

Ω1 et f|Ω2
la restrition de la fontion f au domaine Ω2 (f. �g. 4.5), de sorte quel'on puisse érire :

f(M) =

{
f|Ω1

(M) , si M ∈ Ω1

f|Ω2
(M) , si M ∈ Ω2

(4.8)On note alors fi(P ) la quantité suivante :
fi(P ) = lim




Mi ∈ Ωi

Mi
Γi−→ P

P ∈ S

f|Ωi
(4.9)et l'on appelle saut de f au point P , la quantité notée [f ]|Stelle que :

[f ]|S
déf
= f2 − f1 , (4.10)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



40 Distributions de plusieurs variables
1Ω

2Ω

1M

2M

Γ

Figure 4.2 � Exemple 2 : La surfae partage lairement deux domaines : un domaineborné Ω2 (intérieur) et un domaine non borné Ω1 (extérieur).si le veteur normal n̂ �pointe� vers le milieu 2 et
[f ]|S

déf
= f1 − f2 (4.11)si le veteur normal n̂ �pointe� vers le milieu 1.Remarque 4.2.1 Il est important de noter que le saut d'une fontion est dé�ni àun signe près, ar le hoix de l'orientation de la normale est évidemment arbitraire,e qui peut sembler urieux de prime abord. Heureusement, omme nous allons levoir, nous allons manipuler des expressions du type [f ]|S nk (où nk = n̂ · êk) et ettedernière expression est indépendante du hoix de la normale.Quelques résultats fondamentauxCompte-tenu de es notations et de es mises en garde, on peut montrer lerésultat fondamental suivant :

∂Tf

∂x1
= T ∂f

∂x1

+ [f ]|S n1δS (4.12)que l'on note souvent :
∂f

∂x1
=

{
∂f

∂x1

}
+ [f ]|S n1δS . (4.13)A partir de e résultat fondamental (f. T.D.), on peut montrer les égalitéssuivantes qui sont très utiles en életromagnétisme :

∇ f = {∇ f} + [f ]|S n̂δS (4.14)En généralisant les résultats obtenus pour des fontions salaires à des fontionsvetorielles on trouve sans trop de mal les résultats suivants :Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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1M

Figure 4.3 � Contre-exemple 1 : Verser du thé à l'�intérieur� de la tasse n'a pasde sens.
div f = {div f} + n̂ · [f ]|S δS (4.15)et
rot f = {rot f} + n̂ × [f ]|S δS (4.16)Remarque 4.2.2 Il est important de noter que les expressions [f ]|S n̂ , n̂ · [f ]|S et

n̂× [f ]|S sont indépendantes du hoix de la normale.Appliation à l'életromagnétismeUn énoné moderne des équations de Maxwell peut se présenter sous la formesuivante :
rotE = −∂B

∂t (M.F.) rotH = j+∂D

∂t (M.A.)
div D =ρ(M.G.) div B = 0(M.Φ.)

(4.17)es équations devant être omprises au sens des distributions. 2La distribution ρ désigne la distribution assoiée à la densité de harge. Suppo-sons que ette densité de harge soit la somme d'une densité volumique de hargeet d'une densité surfaique de harge. On assoie à la densité volumique de hargeune distribution régulière ρV et l'on assoie à la densité surfaique de harge unedistribution singulière que l'on érira ρS δS . On doit avoir 3 :
ρ = ρV + ρS δS (4.18)2. En toute rigueur, il faudrait érire div TD = Tρ et... Mais, a�n d'alléger l'ériture, nousonfondrons systématiquement, par la suite, la fontion et la distribution assoiée à ette mêmefontion.3. Il faut omprendre, ∀φ ∈ D3, 〈ρ, φ〉 = 〈ρV + ρS δS , φ〉 =

∫
R3 ρV φ d3

r +
∫
S

ρs φd2sUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



42 Distributions de plusieurs variables
z
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Figure 4.4 � Contre-exemple 2 : le demi-plan (z = 0, y > 0 ne partage pas �laire-ment� l'espae.Par ailleurs, nous avons : div D = {div D} + n̂ · [D]|S δS = ρV + ρS δS , e quinous onduit aux deux égalités suivantes :
{div D} = ρV (égalité des distributions régulières) (4.19)et
n̂ · [D]|S = ρS (égalité des distributions singulières) (4.20)Remarque 4.2.3 On a admis impliitement que1. si S est une distribution régulière et T une distribution singulière alors S+T =

0 donnait S = 0 et T = 0. Dans le as ontraire, on aurait S = −T (égalitéd'une distribution singulière et d'une distribution régulière ? ? ?)2. si α δS = 0 alors α = 0Remarque 4.2.4 Si la densité surfaique de harge est nulle, on a n̂ · [D]|S = 0 :on dit alors qu'il y a ontinuité des omposantes normales de D.Examinons maintenant les autres équations :L'égalité div B = {div B} + n̂ · [B]|S δS = 0 donne
{div B} = 0 (4.21)et
n̂ · [B]|S = 0 (4.22)On voit qu'il y a toujours ontinuité des omposantes normales de B.L'équation de Maxwell Faraday donne l'égalité rotE = {rotE}+ n̂× [E]|S δS =

−∂B

∂t , e qui donneUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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P

n̂ = n̂2→1

Ω2

Ω1

Figure 4.5 � La normale �pointe� vers le milieu Ω1.
{rotE} = −∂B

∂t
(4.23)et

n̂ × [E]|S = 0 (4.24)On voit qu'il y a toujours ontinuité des omposantes tangentielles de
E En�n il nous reste l'équation de Maxwell Ampère qui donne rotH = {rotH}+
n̂ × [H]|S δS = j+∂D

∂t . Supposons que la densité de ourant j soit la somme d'unedensité volumique de ourant jV qui est assoiée à une distribution régulière et unedensité surfaique de harge qui est assoiée à une densité singulière jS δS . Dans esonditions, on aura :
j = jV + jS δS (4.25)et par onséquent

{rotH} + n̂× [H]|S δS = jV + jS δS +
∂D

∂t
(4.26)soit en égalant les parties régulières et singulières :

{rotH} = jV +
∂D

∂t
(4.27)et

n̂× [H]|S δS = jS δS (4.28)Remarque 4.2.5 Si le ourant de surfae est nul, on a n̂× [H]|S = 0 : on a alorsontinuité des omposantes tangentielles du hamp H.
Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)
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5Produit de onvolution
Sommaire5.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455.2 Propriétés du produit de onvolution . . . . . . . . . . 455.3 Produit de onvolution de deux distributions . . . . . 465.4 Produit de onvolution de trois distributions . . . . . . 475.5 Exemples de onvolution de distributions . . . . . . . . 475.5.1 S ∗ δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475.5.2 S ∗ δ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475.5.3 Opérateurs di�érentiels à oe�ients onstants . . . . . 485.6 Exemples d'utilisation du produit de onvolution enPhysique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485.6.1 Le �ltre linéaire et ontinu . . . . . . . . . . . . . . . . 485.6.2 L'équation d2x

dt2
+ ω2

0x = f . . . . . . . . . . . . . . . . . 495.7 Transformée de Fourier d'un produit de onvolution . 495.8 Produit de onvolution de fontions de plusieurs va-riables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 505.1 Dé�nitionSoit f et g deux fontions, on dé�nit la fontion h omme produit de onvolutionde f par g (noté f ∗ g) de la manière suivante :
h =

∫ +∞

−∞
f(u)g(x − u) du (5.1)Bien entendu, il faut, pour que l'expression i-dessus ait un sens, que l'expression

f(u)g(x − u) soit sommable pour tout x.5.2 Propriétés du produit de onvolution1. Le produit de onvolution est ommutatif : f ∗ g = g ∗ f45
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PSfrag replaements

u

v

a b

v = −u + a

v = −u + b

Support de la fontion φ(u + v)(Support non borné)Support de la fontion φ(u)(Support borné)
Figure 5.1 � Le support de la fontion φ(u) est borné ([a, b]), alors que le supportde la fontion φ(u + v) est non borné.2. Le produit de onvolution est distributif par rapport à l'addition, à savoir :

f ∗ (g1 + g2) = f ∗ g1 + f ∗ g2Remarque 5.2.1 Ces deux propriétés et elle de l'assoiativité dans un grandnombre de as (que l'on pourrait quali�er de non pathologique) nous font omprendrepourquoi et opérateur s'appelle produit de onvolution.5.3 Produit de onvolution de deux distributionsSoit f et g deux fontions admissibles, on a :
∀φ ∈ D, 〈f ∗ g, φ〉 =

∫
R

[∫
R

f(u)g(x − u) du
]

φ(x) dx
=

∫
R×R

f(u)g(x − u)φ(x) dudx
(5.2)En faisant le hangement de variable v = x − u, on obtient suessivement :

〈f ∗ g, φ〉 =
∫

R×R
f(u)g(v)φ(u + v) dudv

=
∫

R
f(u)

[∫
R

g(v)φ(u + v)dv
]

du
=

∫
R

f(u) 〈g(v), φ(u + v)〉 du
= 〈f(u), 〈g(v), φ(u + v)〉〉
= 〈f(u) ⊗ g(v), φ(u + v)〉

(5.3)Pour deux distributions S et T quelonques, on est don tenté de prendre ladé�nition suivante :
∀φ ∈ D, 〈S ∗ T, φ〉 déf

= 〈S(u) ⊗ T (v), φ(u + v)〉 (5.4)Malheureusement la fontion φ(u + v) en tant que fontion des deux variables
u et v n'est pas à support borné même si elle est à support borné en tant quefontion de u (v est alors un paramètre) et en tant que fontion de v (u est alorsun paramètre) omme on peut s'en persuader en regardant la �gure (5.1)On peut néanmoins s'assurer de l'existene de S ∗T , dans les deux as suivants :1. S ou T est à support borné2. S et T sont tous les deux à support borné du même �té.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



475.4 Produit de onvolution de trois distributionsOn dé�nit R ∗ S ∗ T de la manière siuvante :
∀φ ∈ D, 〈R ∗ S ∗ T, φ〉 déf

= 〈R(u) ⊗ S(v) ⊗ T (w), φ(u + v + w)〉 (5.5)Sous réserve d'existene 1 la loi ∗ est assoiative, i.e. : (R ∗ S)∗T = R∗(S ∗ T ) =
R ∗ S ∗ T5.5 Exemples de onvolution de distributions5.5.1 S ∗ δOn a suessivement :

〈S ∗ δ, φ〉 = 〈S(u) ⊗ δ(v), φ(u + v)〉
= 〈S(u), 〈δ(v), φ(u + v)〉〉
= 〈S(u), φ(u)〉

(5.6)On en déduit le résultat fondamental suivant :
S ∗ δ = S (5.7)La distribution de Dira est l'élément neutre de la onvolutionRemarque 5.5.1 Si l'on traite la distribution δ omme une fontion et si S estune distribution régulière assoiée à une fontion sommable f, on érit, omme onle voit dans de nombreux ouvrages destinés aux physiiens :

∫

R

f(x′)δ(x − x′) dx′ = f(x) (5.8)Cette expression est évidemment ondamnable, mais est très utile, omme nousle verrons par la suite surtout si l'on est onsient du risque que l'on enourt.5.5.2 S ∗ δ′On obtient suessivement :
〈S ∗ δ′, φ〉 = 〈S(u), 〈δ′(v), φ(u + v)〉〉

= 〈S(u) − 〈δ(v), φ′(u + v)〉〉
= −〈S(u), φ′(u)〉
= 〈S′(u), φ(u)〉

(5.9)On en déduit le résultat suivant :
S ∗ δ′ = S′ (5.10)En érivant (S ∗ T )

′
= (S ∗ T ) ∗ δ′ et en utilisant la distributivité de la onvolu-tion on obtient un résultat très important dans la pratique :

(S ∗ T )
′
= S ∗ T ′ = S′ ∗ T (5.11)1. Par exemple1. si deux, au moins, sont à support borné.2. si toutes les distributions sont à support borné du même �té.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



48 Produit de onvolution5.5.3 Opérateurs di�érentiels à oe�ients onstantsOn peut évidemment généraliser les résultats obtenus plus haut à un opérateurdi�érentielle à oe�ients onstants D̃. Pour et opérateur , il existe une distribution
D telle que D̃(u) = D ∗ u.5.6 Exemples d'utilisation du produit de onvolu-tion en PhysiqueConsidérons un système Physique pour lequel on peut dé�nir lairement deuxsignaux, l'un orrespondant à une entrée e et l'autre à une sortie s. Ces fontions
e et s peuvent, par exemple, représenter les tensions à l'entrée et à la sortie d'uniruit életrique, ou bien représenter respetivement la fore imposée à un systèmeméanique et le mouvement du système sous l'ation de ladite fore. Supposons,pour simpli�er, que es deux signaux ne dépendent que d'une variable (le temps,par exemple) de sorte que les fontions e et s sensées représenter les deux signauxsoient des fontions de la variable t. On peut alors, au moins formellement, érirequ'il existe un opérateur S, qui à s assoie e :

s = S(e) (5.12)Nous allons voir, dans e qui suit, que, pourvu que l'opérateur S soit doté deertaines propriétés assez générales et souvent renontrées en Physique, la donnéed'une entrée ad ho permet de déterminer l'opérateur S et par suite de déterminer
s à partir de e.5.6.1 Le �ltre linéaire et ontinuOn dé�nit tout d'abord un opérateur de translation τt0 . Pour tout réel t, on al'égalité : τt0(s(t)) = s(t − t0).Ayant dé�ni l'opérateur de translation on va supposer que l'opérateur S a lestrois propriétés suivantes :1. L'opérateur S ommute ave tout opérateur de translation. On a alors l'égalité

s(t − t0) = S(e(t − t0)) , (5.13)pour tout t et tout t0.2. L'opérateur S est linéaire : (S(a1e1 + a2e2) = a1S(e1) + a2S(e2))3. L'opérateur S est ontinu i.e :si ek
D−→ e alors S(ek)

D
′

−→ S(e) 2Dans es onditions, on peut montrer qu'il existe une distribution de Shwartz
S telle que

s = S ∗ e (5.14)Ce résultat, en apparene anodin, est en fait extrêmement rihe omme nousallons le voir tout de suite. Il semble en e�et que l'on n'ait fait auun progrèspuisque l'on ne onnaît pas la distribution S. Contrairement à e que l'on pourraitroire de prime abord il su�t d'une seule mesure pour onnaître S. En e�et, si l'onnote se la sortie (mettant en évidene que l'entrée dépend de la sortie !) et si l'onadmet qu'à l'entrée on puisse simuler une distribution singulière, en l'ourrene δ,2. En pratique, on pourra toujours admettre, en Physique, que si un opérateur est linéaire, ilest ontinu. Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



49on a l'égalité : sδ = S ∗ δ = S. Cette dernière égalité nous onduit à la onlusionsuivante :Conlusion 5.6.1 Pour un �ltre linéaire et ontinu, il su�t de onnaître la ré-ponse (la sortie) à une entrée δ (réponse impulsionnelle) pour onnaître la réponseà n'importe quelle entrée par un simple produit de onvolution.Remarque 5.6.2 Le leteur pourrait, à juste titre, se demander si l'on est apablede simuler, en pratique, une impulsion su�samment brève et intense pour pou-voir imiter une distribution de Dira : dans le as ontraire, le résultat remarquableénoné plus haut aurait un intérêt bien mine. Il faut retenir que, dans de nombreuxas, on est apable expérimentalement de produire des signaux d'entrée qui repro-duisent su�samment �dèlement une distribution de Dira pour pouvoir exploiterl'égalité 5.14. Mais, autre résultat remarquable, même si l'on ne peut pas reproduireun tel signal, on peut presque toujours produire un signal quasiment onstant etpendant su�samment longtemps pour imiter un éhelon de Heaviside. Il su�t alorsde remarquer que sH = S ∗H et s′H = (S ∗ H)′ = S ∗H ′ = S ∗ δ = S = sδ. Il su�tde dériver la réponse à �un éhelon� (réponse indiielle) pour trouver la réponseinpulsionnelle.5.6.2 L'équation d2x
dt2

+ ω2
0x = fL'équation d2x

dt2 + ω2
0x = f est un as partiulier de �ltre linéaire et ontinupour lequel la fontion f joue le r�le de signal de sortie et x de signal d'entréepuisque l'on peut réérire ette équation omme suit : (

δ′′ + ω2
0δ

)
∗ x = f . Ladistribution de Shwartz S est alors, dans e as, la distribution singulière δ′′ +ω2

0δ.Malheureusement, en général, la fontion x est inonnue (elle joue le r�le de signalde sortie) ependant que f est onnue (elle joue le r�le de signal d'entrée). Dans eas, voii omment on proède.On herhe d'abord une distribution xδ solution de l'équation :
d2xδ

dt2
+ ω2

0xδ = δ (5.15)On onlut en remarquant que x = xδ∗f est bien solution de l'équation herhée.La reherhe de la fontion xδ sera faite lors d'une séane T.D.5.7 Transformée de Fourier d'un produit de onvo-lutionOn onsidère une fontion h qui est le résultat du produit de onvolution de fpar g. On herhe à évaluer la Transformée de Fourier de h :
ĥ(ν) =

∫
R

h(x)e−2iπνx dx
=

∫
R

[∫
R

f(u)g(x − u) du
]
e−2iπνx dx

=
∫

R×R
f(u)g(x − u)e−2iπνx dudx

(5.16)En faisant le hangement de variable v = x − u, on obtient :
ĥ(ν) =

∫
R×R

f(u)g(v)e−2iπνue−2iπνv dudv

=
∫

R
f(u)e−2iπνu du

∫
R

g(v)e−2iπνv dv

= f̂(ν) ĝ(ν)

(5.17)Conlusion 5.7.1 La transformée de Fourier du produit de onvolution de deuxfontions est égale au produit des transformées de Fourier des deux fontions.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



50 Produit de onvolutionInversement, on pourrait montrer que la transformée de Fourier du produit dedeux fontions est égale au produit de onvolution des transformées de Fourier desdeux fontions. On a ainsi le shéma suivant :
f ∗ g

F
−ou F

+

⇄

F−ou F+

f g (5.18)5.8 Produit de onvolution de fontions de plusieursvariablesOn peut évidemment étendre les notions que l'on vient de voir à des fontions(ou distributions) de plusieurs variables. Ainsi, si f et g sont deux fontions, ondé�nit la fontion h omme produit de onvolution de f par g que l'on note enore
f ∗ g de la manière suivante :

h =

∫ +∞

−∞
f(u, v)g(x − u, y − v) dudv . (5.19)
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H(x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566.1 IntrodutionPoursuivant notre but de généraliser la notion de fontions, nous allons tenterde généraliser la notion de Transformée de Fourier aux distributions introduitesdans un préédent hapitre. De manière assez formelle, onsidérons une distributionrégulière assoiée à une fontion loalement sommable Tf . Supposons de plus que51



52 Transformée de Fourier des distributions tempérées
f̂ soit aussi sommable de sorte qu'on puisse lui assoier une distribution notée Tf̂ ,nous avons alors :

〈
Tf̂ , φ

〉
=

∫
R

f̂(ν)φ(ν) dν

=
∫

R

[∫
R

f(x)e−2iπνx dx
]

φ(ν) dν
=

∫
R

f(x)
[∫

R
φ(ν)e−2iπνx dν

]
dx

=
∫

R
f(x)φ̂(x) dx

=
〈
Tf , φ̂

〉
(6.1)Une dé�nition naturelle de la transformée de Fourier d'une distribution sembledon :

〈
Tf̂ , φ

〉
=

〈
Tf , φ̂

〉 (6.2)Malheureusement la fontion φ̂ est une mauvaise fontion test ar on peut mon-trer qu'en dehors de la fontion nulle toute fontion à support bornée a une trans-formée de Fourier à support non borné de sorte que l'expression 〈
Tf , φ̂

〉 n'a pasde sens puisque φ̂ n'est pas une fontion de D. Il faut don que les fontions testsappartiennent à un espae plus grand que les fontions test de D′.6.2 Dé�nition de l'espae S des fontions indé�ni-ment dérivables à déroissane rapideUne fontion φ est une fontion à déroissane rapide si elle possède les deuxpropriétés suivantes :1. φ est une fontion indé�niment dérivable.2. ∀m ∈ N, ∀m ∈ N, xmφ(p) x→±∞−→ 0Le leteur se persuadra rapidement que les fontions exp(− |x|) et exp(−x2) sontbien des fontions de S.6.3 Dé�nition des distributions tempéréesOn appelle distribution tempérée sur R, une forme linéaire et ontinue sur S.L'ensemble des distributions tempérées est notée S′.6.4 Dé�nition des fontions à roissane lente à l'in-�niUne fontion f de R dans C est dite à roissane lente à l'in�ni s'il existe unentier m et un réel positif A tels que, lorsque |x| → +∞ :
|f | ≤ A |x|m . (6.3)À une telle fontion, on peut lui assoier une distribution tempérée ar pour toutefontion φ élément de S, f φ est sommable.Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



536.5 Dérivée d'une distribution tempéréeLa dé�nition est identique à elle des distribution de D′, à savoir :
∀φ ∈ S, 〈T ′, φ〉 déf

= −〈T, φ′〉 (6.4)6.6 Transformation de Fourier d'une distributiontempéréeSi T est une distribution de S′, on appelle Transformée de Fourier de T (notée
F(T ) ou T̂ ), la forme dé�nie par :

∀φ ∈ S,
〈
T̂ , φ

〉
déf
=

〈
T, φ̂

〉 (6.5)6.7 Transformation inverse de Fourier dans S ′Pour toute distribution de S′, on a l'égalité : F+(F−(T )) = F−(F+(T )) = T .On a don F+ = F−1
− . En e�et, on a, pour toute fontion test φ :

〈F−(F+(T )), φ〉 = 〈F+(T ),F−(φ)〉 = 〈T,F+(F−(φ))〉 = 〈T, φ〉 (6.6)6.8 Propriétés de la Transformation de Fourier desdistributions tempéréesDans e paragraphe, nous allons généraliser les résultats obtenus dans le hapitredévolu à la transformée de Fourier des fontions sommables.6.8.1 Dérivée de la transformée de Fourier d'une distribu-tion.Pour toute fontion test φ de S, on a suessivement :
〈

d

dν
T̂ , φ

〉
= −

〈
T̂ ,

d

dν
φ

〉
= −

〈
T,

d̂φ

dν

〉 (6.7)Or, on a vu que d̂φ
dν = 2iπxφ̂. De ette égalité, nous tirons :

〈
d
dν T̂ , φ

〉
= −

〈
T, 2iπxφ̂

〉

=
〈
−2iπxT, φ̂

〉

=
〈
−2iπ x̂T , φ

〉 (6.8)Nous onluons par l'égalité entre distributions :
d

dν
T̂ = −2iπ x̂T (6.9)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



54 Transformée de Fourier des distributions tempérées6.8.2 Transformée de Fourier de la dérivée d'une distribu-tion.Par les mêmes tehniques que elles utilisées i-dessus, on trouverait (f. T.D.)l'égalité suivante :
d̂T

dx
= 2iπν T̂ (6.10)6.8.3 Translation de la transformée de Fourier d'une distri-bution

T̂ (ν − a) = e2iνaT̂ (ν) (6.11)6.8.4 Transformée de Fourier de la translation d'une distri-bution
̂T (x − a)(ν) = e−2iνaT̂ (x)(ν) (6.12)6.9 Exemples de Transformées de Fourier dans S ′6.9.1 Transformation de Fourier de δOn véri�e failement que δ est bien une distribution tempérée. Pour toute fon-tion test φ de S, on a suessivement :

〈
δ̂, φ

〉
=

〈
δ, φ̂

〉

= φ̂(0)
=

∫
R

φ(x)e−2iπνxdx|ν=0

=
∫

R
φ(x)dx

=
∫

R
χR(x)φ(x)dx

= 〈χR, φ〉

(6.13)On a ainsi l'égalité très importante suivante :
δ̂ = χR (6.14)que l'on voit érit souvent de la manière suivante :
δ̂ ≡ 1 . (6.15)6.9.2 Transformation de Fourier de δ′Le alul de la Transformée de Fourier de δ′ n'est qu'une formalité, on a en e�et :

δ̂′ = 2iπνδ̂ = 2iπνUniversité de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



556.9.3 Transformation de Fourier de exp(2iπax)Soit Ψa(x) = exp(2iπax), herhons sa transformée de Fourier. On a suessive-ment : 〈
Ψ̂a, φ

〉
=

〈
Ψa, φ̂

〉

=
∫

R
φ̂(ν)e2iπνadν

= F+

(
φ̂
)

(a)

= F+ (F− (φ)) (a)
= φ(a)
= 〈δa, φ〉

(6.16)On a don l'égalité suivante :
Ψ̂a = δa (6.17)Corollaire 6.9.1 Ayant l'égalité, Ψ0(x) = χR(x), on en déduit : χ̂R = δ.6.9.4 Transformation de Fourier de la fontion sgn(x)Il est lair que la distribution sgn est une distribution tempérée pour laquelle on al'égalité : sgn′(x) = 2δ. Il s'ensuit que ŝgn′ = 2δ̂. Grâe à l'égalité (6.10 p.54), on obtient :

2iπν ŝgn = 2χR , (6.18)i.e.
ν ŝgn =

1

iπ
χR (6.19)Or, nous avons l'égalité :

νVp

(
1

ν

)
= χR (6.20)En e�et, on a suessivement :

〈
νVp

(
1
ν

)
, φ

〉
=

〈
Vp

(
1
ν

)
, νφ

〉

= Vp
{∫

R

νφ

ν
dν

}

= Vp
{∫

R
φdν

}

=
∫

R
χRφ dν

= 〈χR, φ〉

(6.21)Nous avons don une solution partiulière de (6.19), Il nous reste à herher la solutiongénérale de l'équation ave seond membre nul :
νT = 0 (6.22)Or, on peut montrer que la solution générale de (6.22) est T = cδ, où c est un omplexequelonque. La distribution ŝgn est la somme d'une solution partiulière de (6.19) et de lasolution générale de l'équation dite homogène (6.22), soit :

ŝgn =
1

iπ
Vp

(
1

ν

)
+ cδ (6.23)Mais la distribution sgn est impaire (et par suite sa transformée de Fourier) de mêmeque la distribution Vp

(
1
ν

). Par ailleurs, la distribution δ est paire e qui nous onduit à
c = 0. On a don le résultat suivant :̂

sgn =
1

iπ
Vp

(
1

ν

) (6.24)Université de Provene � Master Physique MP � Mathématiques (F. Zolla)



56 Transformée de Fourier des distributions tempérées6.9.5 Transformation de Fourier de la fontion de Heaviside
H(x).Partant de l'égalité H(x) = 1

2
(sgn(x) + χR(x)), on obtient immédiatement l'égalité :

Ĥ (ν) =
1

2iπ
Vp

(
1

ν

)
+

1

2
δ (6.25)
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