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Avis au leteurQuelques onseils pour bien aborder e ours . . .Ce fasiule s'adresse aux étudiants insrits en troisième année de Liene, men-tion Physique et Chimie de l'Université de Provene. Il a pour voation d'être unsupport érit qui permet d'éviter à l'étudiant d'aomplir la tâhe souvent fasti-dieuse de � prendre le ours �. Cela n'empêhe pas, toutefois, de prendre des notespour ompléter ledit fasiule. Son esprit ainsi libéré de e fardeau, il pourra seonentrer davantage sur e qui se dit pendant le ours et se onsarer à la nées-saire ré�exion que présuppose un ours de Liene. Ce ours n'a, en revanhe, pasvoation à se su�re à lui-même. L'étudiant devra faire son hemin de Damas enlisant des ouvrages et en faisant de nombreux exeries, exeries sans lesquels toutevéritable et durable assimilation est vaine. A�n de vous aider dans ette démarhe,il vous est proposé une liste non exhaustive d'ouvrages1.� Liste de livres sur les Mathématiques pour la Physique1. [1, Deug et Math℄(Niveau Deug, pour une remise à niveau)2. [2,Cours de Physique, Mathématiques pour la Physique℄(NiveauDeug)3. [3, Mathématiques pour la Physique, Tomes I, II & III ℄(NiveauLiene)4. [4, Outil mathématique pour la Physique℄ (Niveau Liene)5. [5, Ditionnaire des Mathématiques℄ (À ompulser pour les dé�nitions. . .)6. [6,Préis de Mathématiques, Tomes I à V ℄(Niveau Liene de Mathé-matiques. Destinés à eux qui sont épris de rigueur mathématique.)7. [7, Mathématiques pour la Physique et les physiiens℄(NiveauLiene et au delà. Très bon ouvrage destiné à eux qui veulent en savoir(beauoup) plus.)
1Voir page Bibliographie pour référenes omplètes1
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Chapitre 1Rappels sur les veteurs
Sommaire1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Quelques dé�nitions néessaires . . . . . . . . . . . . . . 41.3 Opérations sur les veteurs . . . . . . . . . . . . . . . . 41.3.1 Addition de veteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.3.2 Multipliation d'un veteur par un salaire . . . . . . . 51.4 Coordonnées artésiennes d'un veteur . . . . . . . . . 51.4.1 Repère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.4.2 Orientation de l'espae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.4.3 Coordonnées d'un veteur dans un repère . . . . . . . . 61.5 Produit salaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.5.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.5.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.6 Le produit vetoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.6.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.6.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.7 Produit mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.1 IntrodutionLa notion de veteurs est une notion entrale en Physique et en Mathématiques :ette notion a permis au ours de l'Histoire des sienes de rapproher les points devue géométriques et algébriques et a sans auun doute ontribué de manière déisiveà l'essor de la Méanique et subséquemment de la ompréhension du mouvementdes planètes qui fut un des premiers grands suès de la Physique. Il va sans dire quel'ambition de e ours étant uniquement de rappeler les notions les plus utiles ayanttrait aux veteurs aux l'étudiant de troisième année de Liene mention Physique etChimie, on se gardera bien de détailler les onepts et les notions abstraites pourtantnéessaires à une élaboration saine de tout savoir sienti�que. Les étudiants quidésirent approfondir leurs onnaissanes liront ave pro�t les ouvrages suivants [6℄.La notion de veteur peut être abordée de deux manières di�érentes, soit de�manière algébrique� soit de �manière géométrique�. La première manière qui estla plus abstraite est aussi la plus féonde mais n'est généralement pas néessaire àe niveau1. Cette façon de proéder néessite l'introdution des espaes vetoriels,espaes que l'on a�uble de propriétés très générales omme l'addition interne la1On évoquera, malgré tout, et aspet lorsqu'on étudiera par exemple les séries de Fourier.3



4 Rappels sur les veteursmultipliation par un salaire, et. . .Mais omme on vient de le dire on se onten-tera si l'on puit dire de l'approhe géométrique qui est sans doute l'approhe laplus intuitive. Pour ela, il est quand même néessaire d'introduire des dé�nitionspréises.1.2 Quelques dé�nitions néessairesDé�nition 1.2.1 (Bipoint) Un bipoint est un ouple de points ordonnés. Ainsi un�bipoint AB� noté (A,B) est-il di�érent du �bipoint BA� noté (B,A). Le premierpoint du bipoint est appelé origine du bipoint.Dé�nition 1.2.2 (Équipollene) Deux bipoints (A,B) et (C,D) sont dits équi-pollents lorsque les bipoints (A,D) et (B,C) ont même milieu. La lasse d'équiva-lene d'un bipoint (A,B) est appelé �veteur AB� et est notée −−→
AB.Ainsi si (A,B) et (C,D) sont équipollents ils �dérivent� le même veteur : −−→AB =−−→

CD. On a alors trivialement −→AA =
−→
0 . Un veteur peut être simplement représentépar une lettre surmontée d'une �èhe : −→v =

−−→
AB. Cette dernière égalité signi�e qu'ilpeut être représentée �de manière non unique� par le bipoint (A,B).On dit que deux veteurs sont opposés si l'un d'eux ayant omme représentantle veteur −−→AB, l'autre a omme représentant le veteur −−→BA.Dé�nition 1.2.3 (Colinéarité) On dit que deux veteurs −→u et −→v sont olinéaires,s'il existe deux bipoints les représentant qui soient portés par la même droite.Dé�nition 1.2.4 (Norme) Si un veteur −→v est tel que −→v =

−−→
AB, on dé�nit lanorme du veteur −→v omme étant la longueur du segment [A,B]. Les veteurs denorme 1, sont des veteurs unitaires.

⊲ PhysiqueEn inématique, la vitesse instantanée d'un point matériel est représentée par uneveteur, souvent noté −→v . En életrostatique ou en magnétostatique, en un pointdonné, les hamps életrique et magnétique sont souvent représentés par des ve-teurs, notés, respetivement −→E et −→B . En méanique, la fore est représentée par unveteur. . .1.3 Opérations sur les veteurs
~u

~v

~u+ ~v

Fig. 1.1 � Addition de deux veteurs1.3.1 Addition de veteursDé�nition 1.3.1 (Addition de deux veteurs) La somme de deux veteurs −→uet −→v , notée −→u +−→v , est un veteur onstruit selon la règle du parallélogramme. (f.Fig. 1.1) Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



5Propriétés1. Commutativité de l'addition−→u + −→v = −→v + −→u .2. Assoiativité de l'addition−→u + (−→v + −→w ) = (−→u + −→v ) + −→w . On pourra alors se passer de parenthèses :les deux dernières expressions seront alors notées simplement −→u + −→v + −→w .3. Élement neutre (veteur nul)Il existe un élément neutre noté −→
0 tel que −→v +

−→
0 =

−→
0 + −→v = −→v .4. Veteur opposéL'opposé du veteur −→v , noté −−→v , est le veteur qui véri�e les égalités −→v +

(−−→v ) = (−−→v ) + −→v =
−→
0 . On notera −→u −−→v en lieu et plae de −→u + (−−→v ).5. Relation de ChaslesSi −→u , −→v et −→w représentent les veteurs −→

OA, −−→OB et −−→
OC respetivement etsont liés par la relation −→w = −→u + −→v , on a alors aussi −−→OC =

−→
OA+

−−→
OB. Mais−−→

OB et −→AC sont les représentants de bipoints équipollents ; es deux veteurssont don égaux −−→
OB =

−→
AC. On est don onduit à l'égalité :

−−→
OC =

−→
OA+

−→
AC , (1.1)qui est onnue sous le nom de relation de Chasles.1.3.2 Multipliation d'un veteur par un salaireDé�nition 1.3.2 Si le veteur −→v a omme représentant le veteur −→

OA, on appelle�produit du veteur −→v par le salaire non nul λ�, le veteur −→w , noté λ−→v , représentépar le veteur −−→
OB ayant les propriétés suivantes :1. −→

OA et −−→OB sont olinéaires2. −→
OA et −−→

OB sont de même sens si λ est positif et de sens opposés si λ estnégatif.3. Les normes de −→
OA et −−→OB véri�ent : ||−−→OB|| = |λ| ||−→OA||.Remarque 1.3.3 On étend sans di�ulté la dé�nition préédente au as ou lesalaire est nul. On a alors dans e as : 0−→v =

−→
0 .Propriétés1. Distributivité par rapport à l'addition des salaires :

(λ+ µ)−→u = λ−→u + µ−→u .2. Distributivité par rapport à l'addition des veteurs
λ (−→u + −→v ) = λ−→u + λ−→v .3. Assoiativité
(λµ)−→v = λ (µ−→v )4. Élément neutre (salaire neutre)
1−→v = −→v .1.4 Coordonnées artésiennes d'un veteur1.4.1 RepèreOn a vu lors des paragraphes préédents que la notion de veteur était reliéeà la notion de lasse d'équivalene de bipoints ; le veteur est don en quelqueUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



6 Rappels sur les veteurssorte une grandeur déloalisée. Si l'on veut privilégier un point origine parmi tousles points origine des bipoints équipollents, il faut en faire mention expliitement.Pour ela, on introduit la notion de repère ou repère artésien. Un repère est unensemble de deux objets mathématiques formé par un point O de l'espae hoisiarbitrairement et un ensemble de veteurs non oplanaires. Ainsi, dans l'espae onnotera un repère R, par le quadruplet suivant (O,−→e 1,
−→e 2,

−→e 3), et dans le plan, parle triplet, (O,−→e 1,
−→e 2). Le repère est dit orthogonal si les veteurs sont deux à deuxperpendiulaires.Remarque 1.4.1 Il est important de préiser que les triplets et quadruplets sont or-donnés ; ainsi (O,−→e 1,

−→e 2,
−→e 3) n'a-t-il pas la même signi�ation que (O,−→e 1,

−→e 3,
−→e 2).1.4.2 Orientation de l'espaeLe as bidimensionnelDans le plan, un sens onventionnel est hoisi ; le sens positif est elui du senstrigonométrique, i.e. le sens inverse d'une aiguille d'une montre.Le as tridimensionnelDans l'espae tridimensionnel, le trièdre −→e 1,

−→e 2,
−→e 3 est onsidéré omme diretsi ayant onsidéré les deux premiers veteurs −→e 1 et −→e 2 de manière arbitraire, ononstruit le troisième veteur −→e 3 de sorte que les trois veteurs véri�ent l'ordon-nanement des trois doigts de la main droite (poue, index, majeur).1.4.3 Coordonnées d'un veteur dans un repèreSoit un veteur −→v et un repère (O,−→e 1,

−→e 2,
−→e 3), on appelle oordonnées duveteur −→v les oordonnées du point M , (x1, x2, x3),telles que −−→

OM = −→v . On éritalors −→v = x1
−→e 1 + x2

−→e 2 + x3
−→e 3 . (1.2)PropriétésSoit deux veteurs−→u ,−→v et−→w , trois veteurs de oordonnées respetives (x1, x2, x3),

(y1, y2, y3), (z1, z2, z3) on a les propriétés suivantes1. La dé�nition de la norme et elle des oordonnées rappelée i-dessus montreque l'on a un lien entre la norme du veteur −→v et les oordonnées assoiées :
||−→v || =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 .2. −→u = −→v ⇔ x1 = y1, x2 = y2 et x3 = y3.3. −→w = −→u + −→v ⇔ z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2 et z3 = x3 + y3.4. −→v = λ−→u ⇔ y1 = λx1, y2 = λx2 et y3 = λx3.Remarque 1.4.2 On peut étendre la notion de veteur à des dimensions supé-rieures à trois. Dans e as, le veteur −→v peut s'exprimer de la manière suivante :
−→v =

n∑

i=1

xi
−→e i , (1.3)où n représente la dimension (éventuellement in�nie) de l'espae. Par ailleurs, onpeut aussi étendre la notion de veteurs au as où les xi sont des nombres omplexes.Ainsi, lorsque les xi sont réels (resp. omplexes), on parle de veteurs de Rn (resp.

Cn). Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



71.5 Produit salaire1.5.1 Dé�nitionSoit −→u et −→v deux veteurs quelonques de R3, on appelle produit salaire de −→uet de −→v que l'on note −→u · −→v , le salaire suivant :
−→u · −→v = ||−→u || ||−→v || cos(−̂→u ,−→v ) (1.4)1.5.2 Propriétés1. Le produit salaire est ommutatif : −→u · −→v = −→v · −→u .2. Si le produit salaire de deux veteurs non nuls est nul, les veteurs sontorthogonaux.3. ||−→u ||2 = −→u · −→u .4. Si α et β sont deux réels : (α−→u ) · (β−→v ) = (αβ) −→u · −→v .5. Le produit salaire est distributive par rapport à l'addition. Soient trois ve-teurs quelonques −→u , −→v et −→w , on a : −→u · (−→v + −→w ) = −→u · −→v + −→u · −→w .6. Soit deux veteurs−→u et−→v de oordonnées respetives (x1, x2, x3) et (y1, y2, y3),on a : −→u · −→v = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3.Remarque 1.5.1 La dé�nition même du produit salaire suggère que e produitsoit invariant lorsque l'on hange de base et par onséquent de oordonnées. Ainsidans une autre base les oordonnées des veteurs −→u et −→v eussent été di�érentes,mais le �mirale� du produit salaire fait que le produit salaire reste insensible àe hangement.

⊲ PhysiqueEn méanique, on renontre le produit salaire dans l'expression de la puissane,lorsque elle-i est exprimée en fontion de la fore et de la vitesse : P =
−→
f · −→v . Enéletromagnétisme, dans l'expression d'une onde plane : −→E =

−→
E 0 e

i
−→
k ·−→r , où −→

k estun veteur �éventuellement omplexe� et −→r le veteur position.1.6 Le produit vetoriel1.6.1 Dé�nitionSoient −→u et −→v deux veteurs non olinéaires de R3, on appelle produit vetorielde −→u et −→v , que l'on note, −→u ×−→v , le veteur −→w ayant les propriétés suivantes :1. Sa diretion est perpendiulaire au plan vetoriel engendré par −→u et −→v2. Le trièdre (−→u ,−→v ,−→w ) est diret.3. La norme de −→w vaut : ||−→w || = ||−→u || ||−→v || sin(−̂→u ,−→v ).Remarque 1.6.1 Pour dé�nir orretement la propriété 1, il faut que l'on ait af-faire à un vrai plan vetoriel. Autrement dit, il faut que ledit plan vetoriel ne soitpas dégénéré en une droite vetorielle, e qui suppose que les veteurs ne soient pasolinéaires. On peut, malgré tout, surmonter ette di�ulté, en se reportant à latroisième propriété qui montre que lorsque les veteurs −→u et −→v sont olinéaires leurnorme doit être nulle. Mais, le seul veteur de norme nulle étant le veteur nul, onpeut se passer des propriétés 1 et 2. On pourra alors enlever ette restrition, enposant que le produit vetoriel de deux veteurs olinéaires donne le veteur nul.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



8 Rappels sur les veteurs1.6.2 Propriétés1. Le produit vetoriel est anti-ommutatif : −→u ×−→v = −−→v ×−→u .2. Le produit vetoriel est distributif par rapport à l'addition vetorielle : −→u ×
(−→v + −→w ) = −→u ×−→v + −→u ×−→w .3. Le produit vetoriel est assoiatif par rapport à la multipliation par un sa-laire : soit λ, un réel, on a les égalités : λ (−→u ×−→v ) = (λ−→u )×−→v = −→u × (λ−→v ).4. Le produit vetoriel de deux veteurs non nuls est nul si et seulement si lesdeux veteurs olinéaires.5. Si (−→e 1,

−→e 2,
−→e 3) représente un repère orthonormé diret, on véri�e suessi-vement :(a) −→e 3 = −→e 1 ×−→e 2(b) −→e 1 = −→e 2 ×−→e 3() −→e 2 = −→e 3 ×−→e 1.On véri�e alors que si l'on onsidère deux veteurs −→u et −→v de oordonnées res-petives (x1, x2, x3) et (y1, y2, y3), le produit vetoriel de −→u par −→v s'exprimede la manière suivante :

−→u ×−→v = (x2 y3 − x3 y2)
−→e 1 + (x3 y1 − x1 y3)

−→e 2 + (x1 y2 − x2 y1)
−→e 3 (1.5)6. Soit trois veteurs −→u , −→v et −→w , on a la relation suivante :

−→u × (−→v ×−→w ) = (−→u · −→w )−→v − (−→u · −→v )−→w . (1.6)Cette relation est onnue sous le nom de formule du double produit vetoriel.
⊲ PhysiqueEn Méanique, le moment −→M d'une fore −→

f est dé�ni omme le produit vetorielde la fore −→f par −→AP veteur représenté par le bipoint reliant le point d'appliation
A au point pivot P : −→M−→

f |P
=

−→
f × −→

AP . En Életrodynamique, l'expression de lafore de Lorentz fait apparaître un produit vetoriel : −→f = q
(−→
E + −→v ×−→

B
).1.7 Produit mixteSoit trois veteurs −→u , −→v et −→w quelonques, on appelle produit mixte des troisveteurs −→u , −→v et −→w , noté (−→u ,−→v ,−→w ), le salaire p tel que :

p = −→u · (−→v ×−→w ) . (1.7)Propriétés1. Mesure du volumeLa quantité |p| représente le volume du parallélépipède onstruit à partir desveteurs −→u , −→v et −→w . (f. Fig. 1.2)2. Permutation irulaire
(−→u ,−→v ,−→w ) = (−→w ,−→u ,−→v )3. Interversion de deux veteurs
(−→u ,−→v ,−→w ) = − (−→v ,−→u ,−→w )

Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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~u

~v
~wFig. 1.2 � Volume dé�nie par trois veteurs non oplanaires
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Chapitre 2Rappels sur les matries
Sommaire2.1 Propos liminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.2 Quelques exemples de matries . . . . . . . . . . . . . . 122.3 Opérations sur les matries . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3.1 Addition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.3.2 Multipliation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.3.3 Propriétés (et �non-propriétés�) de la multipliation desmatries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.4 Notions sur les matries inversibles . . . . . . . . . . . 152.4.1 Déterminant d'une matrie . . . . . . . . . . . . . . . . 152.5 Notions de veteur propre et de valeur propre . . . . . 162.1 Propos liminairesIl ne s'agit évidemment que d'un rappel suint de la notion de matrie ; leleteur ayant envie d'en savoir plus pourra se reporter à [6℄. Pour e faire onsidéronsune appliation linéaire L qui à tout veteur −→v de Cn fait orrespondre une veteur−→v ′ de Cn, que l'on peut noter symboliquement de la manière suivante :

−→v L7→ −→v ′ = L (−→v ) (2.1)En outre, les veteurs −→v et −→v ′ peuvent se déomposer dans une même base ortho-normée B dé�nie par les veteurs (−→e 1,
−→e 2, . . . ,

−→e n), soit :
−→v =

n∑

i=1

vi
−→e i et −→v ′ =

n∑

i=1

v′i
−→e i . (2.2)Parmi toutes les appliations possibles, il en est une atégorie très utile : les ap-pliations linéaires. Autrement dit, ette appliation a la vertu suivante. Pour toutouple de omplexes λ1, λ2 et tout ouple de veteurs de Cn, −→v 1,

−→v 2, on a l'égalité :
L (λ1

−→v 1 + λ2
−→v 2) = λ1 L (−→v 1) + λ2 L (−→v 2) . (2.3)Si don l'appliation L est linéaire, on doit avoir :

−→v ′ = L (−→v ) = L

(
n∑

i=1

vi
−→e i
)

=

n∑

i=1

vi L (−→e i) . (2.4)11



12 Rappels sur les matriesMais L (−→e i) est un veteur de Cn qui se déompose dans la base B, soit :
L (−→e j) =

∑

i

bi,j
−→e i . (2.5)Ainsi

−→v ′ =
∑

i

vi



∑

j

bi,j
−→e j


 =

∑

j

(
∑

i

bj,ivi

)
−→e j . (2.6)On en déduit une relation entre les omposantes des veteurs −→v et −→v ′ :

v′j =
∑

i

bj,i vi (2.7)Ainsi l'appliation linéaire L est-elle entièrement dé�nie par le tableau à n ligneset n olonnes suivant :
B =



b1,1 · · · b1,n... . . . ...
bn,1 · · · bn,n


 (2.8)On dit que B est une matrie arrée n× n et les nombres bi,j sont les éléments dela matrie B. Les éléments bi,i sont appelés �éléments de la diagonale prinipale�.Et l'on note simplement

−→v ′ = L (−→v ) = B−→v . (2.9)2.2 Quelques exemples de matries1. Matrie diagonaleUne matrie diagonale est une matrie où seuls les éléments de la diagonaleprinipale sont non nuls, à savoir :
bi,j = δi,j b

′
i , ∀(i, j) ∈ {1, · · · , n} , (2.10)où δi,j est le symbole de Kroneker lequel est dé�ni omme suit :

δi,j =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

(2.11)2. Matrie salaireUne matrie est dite salaire si elle est diagonale et si tous es éléments sontégaux. Autrement dit
bi,j = δi,j λ , ∀(i, j) ∈ {1, · · · , n} , (2.12)Dans e as B−→u = λ−→u , pour tout veteur −→u de Rn.3. Matrie identitéLa matrie identité, notée Idn, est une matrie salaire pour laquelle le salaire

λ est égale à 1. Et l'on a pour tout veteur −→v de Rn, l'égalité Idn
−→v = −→v .4. Matrie nulleLa matrie nulle est la matrie dont tous les éléments sont nuls. Notée 0n, elleest telle que 0n

−→v = 0, pour tout veteur −→v de Rn.5. Matrie symétriqueUne matrie B est dite symétrique si bi,j = bj,i, pour tout ouple (i, j) ∈
{1, · · · , n}.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



136. Matrie antisymétriqueUne matrie B est dite antisymétrique si bi,j = −bj,i, pour tout ouple
(i, j) ∈ {1, · · · , n}. Notez que ela signi�e que tous les éléments de la dia-gonale prinipale sont nuls.7. Transposée d'une matrieSoit A et B deux matries de Rn, d'éléments respetifs ai,j et bi,j , on dit que�B est la transposée de A� et l'on note B = At si et seulement si pour toutouple (i, j) ∈ {1, · · · , n} :

bi,j = aj,i . (2.13)Notez que si une matrie est symétrique elle est sa propre transposée.8. Matrie de rotation dans le planSoit −→u et −→v deux veteurs du plan (veteurs de R2) et Mθ la matrie 2 × 2suivante :
Mθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, (2.14)alors si −→v = Mθ

−→u , le veteur −→v est le veteur qui se déduit de −→u par unerotation de e dernier veteur d'un angle θ. (f. Fig. 2.1)
y

x

θ ~u

~v

Fig. 2.1 � Le veteur ~v est obtenu par la multipliation de la matrie de rotation
Mθ par le veteur ~u.2.3 Opérations sur les matries2.3.1 AdditionConsidérons quatre veteurs quelonques de Rn

−→u , −→v , −→v ′ et −→w ainsi que troismatries n× n reliés par les relations




−→v = A−→u−→v ′ = B−→u−→w = −→v + −→v ′ = S−→u
(2.15)On dit que la matrie S est la somme des matries A et B, et l'on note : S = A+B.En�n, la relation 2.3 implique que les éléments ai,j , bi,j et si,j des matries A, B et

S sont sont sommés élément par élément :
si,j = ai,j + bi,j , ∀(i, j) ∈ {1, · · · , n} (2.16)Cette propriété de l'addition des matries implique que l'addition des matries estassoiative et ommutative.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



14 Rappels sur les matries1. Commutativité de l'addition des matries :Soit A et B deux matries n× n, on a :
A+B = B +A . (2.17)2. Assoiativité de l'addition des matries :Soit A, B et C trois matries n× n, on a :

A+ (B + C) = (A+B) + C = A+B + C . (2.18)3. Opposée d'une matrie L'opposée d'une matrie A est notée −A. Elle esttelle que A+ (−A) = (−A) +A = 0n.2.3.2 MultipliationOn onsidère trois veteurs de Rn
−→v , −→v ′ et −→v ′′ liés par deux appliationslinéaires LA et LB : −→v ′ = LB (−→v ) (2.19)et −→v ′′ = LA (−→v ′) (2.20)D'après le paragraphe préédent, il existe alors des matries arrées n× n, que l'onappelle A et B telles que :

−→v ′ = B−→v et −→v ′′ = A−→v ′ (2.21)On doit don avoir −→v ′′ = A (B−→v ) (2.22)La omposition de deux appliations linéaires étant elle-même linéaire, on doit avoirune appliation linéaire que l'on appelle LP pour la ironstane qui lie �direte-ment� −→v ′′ à −→v , soit :
−→v ′′ = LA (LB (−→v )) = (LA ◦ LB) (−→v ) = LP (−→v ) . (2.23)Mais de nouveau, il existe une matrie P qui par dé�nition est la matrie produitde A par B et l'on note P = AB telle que

−→v ′′ = LP (−→v ) = P −→v . (2.24)La question qui reste maintenant en suspens, 'est de lier les éléments pi,j de lamatrie P aux éléments ai,j et bi,j des deux matries A et B. or il s'avère, ommenous l'allons voir tout à l'heure, que l'on n'a pas la relation pi,j = ai,j bi,j. Ona, en e�et (f. Eqs. 2.4, 2.5 )
−→v ′ =

∑

k

v′k
−→e k (2.25)ave v′k =

∑
i bk,i vi. Par ailleurs, on a

−→v ′′ = LA (−→v ′)
= LA (

∑
k v

′
k
−→e k)

=
∑

k v
′
k LA (−→e k)

(2.26)Or LA (−→e k) =
∑
l al,k

−→e l, e qui ompte tenu de e qui est érit i-dessus, onduità :
−→v ′′ =

∑
k

v′k︷ ︸︸ ︷(
∑

i

bk,i vi

)
LA(−→e k)

︷ ︸︸ ︷(
∑

l

al,k
−→e l
)

=
∑
l

∑
i

(
∑

k

al,k bk,i

)

︸ ︷︷ ︸
pl,i

vi
−→e l

(2.27)
Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



15On a don la relation suivante qu'il faut retenir :
pi,j =

∑

k

ai,k bk,j . (2.28)Ainsi le alul d'un seul élément de la matrie p �mobilise-t-il� une ligne de la matrie
A et une olonne de la matrie B. Cei a des onséquenes remarquables sur lespropriétés des matries vis-à-vis de la multipliation. En autres, ette multipliationn'est pas ommutative ! !2.3.3 Propriétés (et �non-propriétés�) de la multipliationdes matriesPropriétés en ommun ave la multipliation des salaires1. AssoiativitéLa multipliation des matries est assoiative. Soit trois matries arrées n×n

A, B et C, on alors : A (BC) = (AB) C = ABC.2. Multipliation par la matrie nulle 0n. Soit A, une matrie quelonque
n× n, on a 0nA = 0n.�Non-propriétés� de la multipliation matriielle1. La multipliation est, en général, non ommutativePour ela, il su�t de prendre un ontre-exemple Considérons les matries Aet B suivantes

A =

(
1 1
0 2

) et B =

(
2 3
1 0

) (2.29)Un alul élémentaire montre que l'on a
AB =

(
3 3
2 0

) et BA =

(
2 8
1 1

) (2.30)2. Dans l'ensemble des matries, il existe des diviseurs de zéro1.Pour ela, il su�t de onsidérer les deux matries A et B suivantes :
A =

(
0 1
0 0

) et B =

(
1 0
0 0

) (2.31)et de onstater que AB = BA = 02. Cela a une onséquene fâheuse, 'estqu'a priori, si l'on a trois matries A, B et C telles que AB = AC, on ne peutpas simpli�er par A et en déduire que B = C. Néanmoins, dans le paragraphesuivant on va voir quelles onditions il faut exiger de la matrie A pour quel'on puisse proéder à une pareille simpli�ation.2.4 Notions sur les matries inversibles2.4.1 Déterminant d'une matrieIl n'est pas ii question de donner une dé�nition générale du déterminant ainsiqu'un atalogue omplet de ses propriétés. Le leteur qui souhaite approfondir sesonnaissanes sur e sujet se reportera à des ouvrages omme [6℄. Dans e para-graphe, on se ontentera de donner des indiations qui devraient être su�santes1En général, on dit qu'un élément x 6= 0 est un diviseur de zéro à gauhe (resp. à droite), s'ilexiste un élément y 6= 0 tel que x y = 0 (resp. y x = 0).Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



16 Rappels sur les matriespour résoudre les problèmes de Physique et de Chimie que l'étudiant sera amené àrenontrer lors de la troisième année de Liene. À toute matrie A on lui assoie unsalaire, noté det (A). Ce salaire s'exprime en fontion des éléments de la matrie
{ai,j}. Cette expression est donnée sans autre forme de proès dans le as où lamatrie est une matrie 2 × 2 et dans le as où la matrie est une matrie 3 × 3.1. Matrie 2 × 2

det (A) = a1,1 a2,2 − a2,1 a1,2 . (2.32)2. Matrie 3 × 3

det (A) = a1,1 a2,2 a3,3 + a1,2 a2,3 a3,1 + a1,3 a2,1 a3,2

− a3,2 a2,3 a1,1 − a3,3 a2,1 a1,2 − a1,1 a2,3 a3,2 .
(2.33)Propriétés du déterminant1. det (AB) = det (A) det (B) = det (BA)2. Si det (A) 6= 0, la matrie A est inversible. Autrement dit, il existe une ma-trie notée A−1 telle que A−1A = AA−1 = Idn. L'existene de et inverse aévidemment de nombreuses impliations. Ainsi, onsidérons une matrie A etdeux veteurs −→u et −→v , (A et −→v étant supposés onnus) tels que :

A−→u = −→v . (2.34)Le veteur −→u se déduit de A−1 et −→v , −→u = A−1 −→v .2.5 Notions de veteur propre et de valeur propreAu paragraphe 2.2, on a vu que pour ertaines matries, appelées matries sa-laires, le veteur B−→v restait olinéaires au veteur −→v et, e, pour tout veteur −→vde Rn. Dans e paragraphe, on voudrait savoir si, pour une matrie B quelonque,il existe des ouples (λ,−→v ) formés par un salaire partiulier λ et un veteur par-tiulier non nul tels que B−→v = λ−→v . Le veteur −→v est appelé �veteur propre�et le salaire λ est appelé valeur propre. L'ensemble des valeurs propres {λi} de
B est appelé spetre de B et est noté σ (P ). Si λ est valeur propre, on doit avoir
(B − λIdn)−→v =

−→
0 , e qui montre que la matrie B − λIdn est non inversible2. Ondoit don avoir det (B − λIdn) = 0. Cette dernière égalité s'érit omme un poly-n�me de degré n en λ dont les oe�ients s'expriment en fontion des oe�ients

{bi,j} de la matrie B. Ce polyn�me s'appelle �le polyn�me aratéristique de lamatrie B�.

2Si tel n'était pas le as, on aurait −→v = (B − λIdn)−1 −→
0 =

−→
0 , e qui est exlu pas hypothèse.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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18 alul di�érentiel
⊲ PhysiqueAinsi le potentiel salaire V , en életrostatique dans R3 est-il représenté par unefontion salaire dépendant des trois variables d'espae x, y et z. Le potentiel veteur−→
A, quant à lui, est une fontion de R3 dans R3 ; il est don représenté par unefontion vetorielle.Conventions d'éritureSoit −→u un veteur représenté par ses oordonnées (x1, x2, . . . , xn) et f une fon-tion des n variables {x1, x2, . . . , xn}, on note f(−→u ) en lieu et plae de f(x1, x2, . . . , xn).Si −→u est tel que −→u =

−−→
OM , on pourra alléger l'ériture en notant f(M) plut�t que

f(x1, x2, . . . , xn).3.1.2 Limite d'une fontionDé�nition 3.1.2 On suppose qu'une fontion f est dé�nie dans un disque ou-vert de entre M0, noté DM0
, sauf éventuellement au point M0 lui-même. On ditque la fontion f(M) tend vers la limite L lorsque M tend vers M0 et l'on note

f(M)
M→M0−→ L si et seulement si :

∀ε > 0, ∃α/||−−−→MM0|| < α =⇒ ||f(M) − L|| < ε . (3.1)3.1.3 Fontions ontinuesDé�nition 3.1.3 On dit que fontion f est ontinue au point M0, s'il existe undisque DM0
où en haque point M de e disque la fontion f(M) est dé�nie1 et quel'on a : f(M)
M→M0−→ f(M0).Exemple 3.1.4 La fontion g(x, y) =

√
x4 + y4 est ontinue sur tout R2.Exemple 3.1.5 La fontion h(x, y) = xy

x2+y2 n'est pas ontinue à l'origine.3.1.4 Dérivées partielles premièresDé�nition 3.1.6 On dé�nit une fontion Fi d'une seule variable à partir d'unefontion f de n variables réelles en �gelant� toutes les variables sauf la iième :
Fi(t) := f(a1, . . . ,

i
f

t , . . . , an) . (3.2)On appelle dérivée partielle de f par rapport à sa iième variable, la dérivée de ettefontion par rapport à ette variable, les autres variables restant onstantes, soit :
∂f

∂xi |−→a
=
dFi
dt |t=ai

,−→a = (a1, . . . , ai, . . . , an) . (3.3)On note aussi ∂i f|−→a ou f ′
i |−→a ou même f ′

i(
−→a ).Remarque 3.1.7 On se gardera bien d'employer d'autres symboles que le �d ron-d�, ∂, omme on voit dans ertaines opies. Ainsi les lettres �d� et �δ� sont-elles absolument à prosrire, ar elles ont une signi�ation propre qui1On notera que ontrairement à la notion préédente la fontion f doit être dé�nie partoutdans le disque et a fortiori au point M0.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



19n'est pas la signi�ation de la dérivation partielle. À et égard, onsidé-rons l'exemple suivant. En premier lieu, dé�nissons la fontion de trois variablessuivant :
f(x, y, t) := x sin y + cos(Ω t) , (Ω ∈ R) (3.4)Il peut arriver, en inématique, par exemple, que les variables x, y et t ne soientpas des variables indépendantes. Ainsi, dans et exemple, on onsidère que x et ysont des fontions de t :
x(t) = a t (a ∈ R) et y(t) = Ω t . (3.5)Dans e as, on peut dé�nir la fontion F ne dépendant que de t, de la manièresuivante :

F (t) := f(x(t), y(t), t) = a t sin(Ω t) + cos(Ω t) . (3.6)On dé�nit alors la dérivée totale de f par rapport à t et noté df
dt la dérivée de F parrapport à t : dfdt := dF

dt . Dans notre exemple, on trouve :
df

dt
= a sin(Ω t) + aΩ t cos(Ω t) − Ω sin(Ω t) , (3.7)alors que la dérivée partielle de f par rapport à t vaut :

∂f

∂t
= −Ω sin(Ω t) . (3.8)On trouve que df

dt 6= ∂f
∂t . On retiendra que pour aluler la dérivée partielle d'unefontion par rapport à une variable, on fait abstration du aratère indépendantdes variables en jeu.Exemple 3.1.8 Soit f la fontion dé�nie par f = x tan y. On trouve ∂f

∂x = tan yet ∂f
∂y = x

(
1 + tan2 y

).
⊲ Physique1. Dans un �uide en mouvement, la masse volumique ρ (x, y, z, t) et la vitesse desmoléules de �uide −→v (x, y, z, t) sont reliées par l'équation suivante, appeléeséquation de onservation de la masse2

∂ (ρvx)

∂x
+
∂ (ρvy)

∂y
+
∂ (ρvz)

∂z
+
∂ρ

∂t
= 0 .2. En életrostatique, le lien entre le hamp életrique et la densité de harges ρest le suivant : ∂Ex

∂x +
∂Ey

∂y + ∂Ez

∂z = ρ
ǫ0
, 'est-à-dire

div
−→
E =

ρ

ǫ0
.3.1.5 Dérivées partielles seondesDé�nition 3.1.9 Considérons la fontion G dé�nie omme suit :

Gj(t) :=
∂f

∂xi
(a1, . . . ,

j
f

t , . . . , an) . (3.9)2On verra au hapitre 8 que ette égalité peut se réérire ave un opérateur appelé opérateurdivergene : div
(
ρ−→v

)
+ ∂ρ

∂t
= 0.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



20 alul di�érentielOn appelle dérivée partielle seonde par rapport à la iième puis par rapport à la jièmevariable, la quantité : dGj

dt |t=aj
. Cette quantité est notée ∂

∂xj

(
∂f
∂xi

)

|−→a
ou bien plussimplement ∂2f

∂xj∂xi |−→a
ou bien ∂2

jif|−→a ou bien enore f ′′
ji (

−→a ).A priori et sauf indiation supplémentaire sur la régularité de la fontion f , l'ordredes dérivées partielles est importante, à savoir :
∂2f

∂xj∂xi
|−→a 6= ∂2f

∂xi∂xj
|−→a .En revanhe, si l'on sait que la fontion f est su�samment régulière, on a reoursau théorème de Shwarz.3.1.6 Théorème de ShwarzThéorème 3.1.10 Si les fontions ∂2f

∂xj∂xi
et ∂2f

∂xi∂xj
existent et sont ontinues aupoint −→a � on dit alors que la fontion f est deux fois ontinûment di�érentiable aupoint −→a � alors l'ordre des dérivations est sans importane :

∂2f

∂xj∂xi
|−→a =

∂2f

∂xi∂xj
|−→a .Exemple 3.1.11 Considérons la fontion f dé�nie par :

f(x, y) = ln
(√

x2 + y2
)
. (3.10)Le leteur véri�era que ∂xf = x

x2+y2 et ∂yf = y
x2+y2 , et que l'on bien ∂x,yf =

∂y,xf = − xy
x2+y2 .3.1.7 Fontions linéaires de plusieurs variablesDé�nition 3.1.12 La fontion Φ est une fontion (salaire ou vetorielle) linéaire,si et seulement si elle véri�e l'égalité suivante

Φ (λ1
−→a 1 + λ2

−→a 2) = λ1Φ (−→a 1) + λ2Φ (−→a 2) (3.11)pour tout ouple de salaires (λ1, λ2) et tout ouple de veteurs (−→a 1,
−→a 2).PropriétéSoit Φ une fontion de n variables x1, . . . , xn, si Φ est une fontion linéaire,alors Φ =

∑
i ai xi, où ai sont des oe�ients onstants (éventuellement veteursonstants omplexes)Exemple 3.1.13 La fontion vetorielle −→u (x, y, z) dé�nie par

−→u (x, y, z) = (3x+ y)−→e 1 + 5x−→e 2 + (x+ y + z)−→e 3 (3.12)est une fontion linéaire, ependant que la fontion salaire f(x, y) dé�nie par
f(x, y) = x sin(y) (3.13)ne l'est pas. Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



213.2 Di�érentielle d'une fontion3.2.1 Di�érentielle d'une fontion d'une variableUne fontion f est di�érentiable au point x0, s'il existe une fontion linéaire Φtelle que :
f(x0 + h) − f(x0) − Φ(h)

h
= ε(h) , (3.14)ave limh→0 ε(h) = 0. Lorsqu'elle existe la fontion Φ est unique et est appeléedi�érentielle de la fontion f au point x0. Elle est notée dx0

f(h). On don, omptetenu de ette notation :
Φ(h) = a h = dx0

f(h) .Par ailleurs, l'égalité (3.14) onduit à :
lim
h→0

Φ(h)

h
= lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
. (3.15)Or, d'une part, on a Φ(h)

h = a, pour tout h et d'autre part, reonnaissant le membrede droite omme étant le taux d'aroissement de la fontion f au point x0, on a
limh→0

f(x0+h)−f(x0)
h = f ′(x0), e qui onduit à a = f ′(x0). En dé�nitive, on estonduit à l'égalité :

dx0
f(h) = f ′(x0)h . (3.16)Par ailleurs, si l'on onsidère la fontion identité x(h) = h, on trouve dx0

(h) = h.On peut don réérire l'égalité (3.16) omme suit :
dx0

f = f ′(x0) dx0
x (3.17)En�n, si l'on s'intéresse à la di�érentielle de la fontion f en tout point x où elleest dé�nie, on reprend l'égalité i-dessus en �oubliant� x0, soit

df = f ′(x) dx . (3.18)3.2.2 Dérivation des fontions omposéesConsidérons une fontion y dérivable au point x0 et une fontion f dérivable aupoint y0 = y(x0). On dé�nit alors une fontion omposée u par u(x0) = f(y(x0)) =
f ◦ y(x0). Il existe un lien entre la dérivée de la fontion u au point x0, la dérivéede y au point x0 et la dérivée de la fontion f au point y0 = y(x0) :

du

dx |x=x0

=
dy

dx |x=x0

df

dξ |ξ=y0

, (3.19)que l'on érit parfois de manière plus ondensée mais de manière sans doute moinsexpliite :
du

dx
(x0) =

dy

dx
(x0)

df

dx
(y(x0)) . (3.20)3.2.3 Remarque sur le aratère intrinsèque de la di�éren-tielle d'une fontionPoursuivant les aluls donnés plus haut. On obtient :

dy0f = f ′(y0) dy0y (3.21)et
dx0

u = u′(x0) dx0
x =

dy

dx
(x0)

df

dx
(y(x0)) dx0

x (3.22)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



22 alul di�érentielMais dy0y = dy
dx(x0) dx0

x, e qui donne l'égalité fondamentale suivante :
dx0

u = dy0f (3.23)Cette dernière égalité malgré son apparente et déonertante simpliité ahe unseret : elle met en exergue le aratère intrinsèque de la di�érentielle d'une fontion.L'expression de la fontion dépend bien évidemment de la variable ave laquelle vousl'exprimez (ii x et y), les dérivées partielles sont aussi dépendantes des variables,mais pas la di�érentielle. Cette propriété extrêmement importante sera aussi valablepour les di�érentielles de plusieurs variables.3.2.4 Dé�nition et introdution à l'opérateur gradientDé�nition 3.2.1 Une fontion f est di�érentiable au point −→a 0, s'il existe unefontion linéaire Φ telle que :
f(−→a 0 +

−→
h ) − f(−→a 0) − Φ(

−→
h )

||−→h ||
= ε

(
||−→h ||

)
, (3.24)ave lim−→

h−→
−→
0
ε
(
||−→h ||

)
= 0. La fontion Φ s'appelle di�érentielle de la fontion fau point −→a 0 et est notée d−→a 0

f .Compte tenu de la linéarité de la fontion Φ, d−→a 0
f s'érit :

d−→a 0
f =

n∑

i=1

λi (
−→a 0) hi . (3.25)Mais l'égalité (3.24) pour −→h = h−→e i onduit à

lim
h−→0

f(−→a 0 + h−→e i) − f(−→a 0)

h
= lim

h−→0

Φ(h−→e i)
h

. (3.26)Or, on a d'une part Φ (h−→e i) = λi (
−→a 0) h et d'autre part le membre de gauhes'identi�e à ∂if (−→a 0). On en déduit que λi (−→a 0) = ∂if (−→a 0), e qui nous onduità :

d−→a 0
f =

n∑

i=1

∂if (−→a 0) hi . (3.27)En utilisant la notation di�érentielle déjà utilisée au paragraphe préédent, ontrouve :
df =

n∑

i=1

∂if (−→a 0) dxi . (3.28)Ce résultat se met manifestement sous forme d'un produit salaire. En l'our-rene, si l'on note grad f(−→a 0), le veteur dont les omposantes sont (∂1f (−→a 0) ,
. . . , ∂if (−→a 0) , . . . , ∂nf (−→a 0)), (i.e. grad f(−→a 0) =

∑
i ∂if(−→a 0)

−→e i ) et le veteur
d−→x =

∑
i dxi

−→e i :
df = gradf (−→a 0) · d−→x . (3.29)3.2.5 Propriétés1. LinéaritéSoit f et g deux fontions di�érentiables et λ et µ deux salaires : d (λ fµ+ g) =

λdf + µdg.2. Leibnitz
d(f g) = fdg + gdf3. di�érentielle logarithmique
d(f g)
fg = df

f + dg
gUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



233.2.6 Dérivation des fontions omposées de plusieurs vari-ables� Règle de la haîneConsidérons une fontion vetorielle −→y =
∑
i yi

−→e i dérivable au point −→x 0 =∑
i x0,i

−→e i et une fontion f dérivable au point −→y 0 =
∑
i yi(

−→x 0)
−→e i, on a alors larelation suivante :

∂

∂xk
f (−→y (−→x )))|−→x=−→x 0

=
∂−→y
∂xk |−→x=−→x 0

· grad f|−→y =−→y 0
(3.30)Il s'agit de bien se familiariser ave es notations ondensées. Examinons, à et ef-fet un exemple ave une fontion de trois variables. Considérons une fontion f detrois variables réelles (x1, x2, x3) et trois fontions y1, y2 et y3, elles-mêmes fon-tions de trois variables. En�n, on onsidère la fontion omposée F (x1, x2, x3) :=

f(y1(x1, x2, x3), y2(x1, x2, x3), y3(x1, x2, x3)).3 S'il advenait qu'on ait besoin de al-uler la dérivée partielle de F par rapport à x1, on utiliserait l'égalité (3.30) qui setraduirait de manière développée :
∂
∂x1

f(y1(x1, x2, x3), y2(x1, x2, x3), y3(x1, x2, x3)) = ∂y1
∂x1 |−→x=−→x 0

∂f
∂y1 |−→y =−→y 0

+ ∂y2
∂x1 |−→x=−→x 0

∂f
∂y2 |−→y =−→y 0

+ ∂y2
∂x1 |−→x=−→x 0

∂f
∂y2 |−→y =−→y 0

.(3.31)3.2.7 Exemples d'utilisation de la règle de la haîne1. Calul de la di�érentielle de la fontion f dé�nie par f(x, y) = x2−y2

x2+y2 .Dans et exemple, il s'agit de mettre en exergue le aratère intrinsèque de ladi�érentielle. Pour ela, on va e�etuer un ertain nombre de hangement devariables. . .(a) Commençons par un hangement de variables trivial : u = x et v = y.Si l'on pose g(u, v) := f(u, v), on a alors g(x, y) = f(x, y). Fort de eségalités dignes de M. de La Palie, alulons la di�érentielle dg, soit :
dg = ∂ug du+ ∂vg dv . (3.32)Un alul sans di�ulté nous mène à : ∂ug = 2 v2 2u

(u2+v2) et ∂vg =

−2 u2 2u
(u2+v2) . Ainsi don

dg =
4uv

(u2 + v2)
2 (v du− u dv) . (3.33)Il s'ensuit que df vaut :

df =
4xy

(x2 + y2)
2 (y dx− xdy) . (3.34)(b) Qu'advient-il maintenant si l'on fait un autre hangement de variablesque elui proposé plus haut ? Pour tout point x 6= 0, il est loisible deprésenter la fontion f sous la forme suivante :

f =
1 −

(
y
x

)2

1 +
(
y
x

)2 . (3.35)3En notation plus ondensée, on aurait : F (−→x ) := f(−→y (−→x ))Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



24 alul di�érentielÀ l'évidene, ette fontion dépend de x et y par le truhement de lafontion ( yx)2. Il semble don opportun de hoisir un hangement devariables qui privilégie ette fontion, soit u(x, y) =
(
y
x

)2, la deuxièmevariable v ne faisant que de la �guration puisque la fontion f ne dépendque de u ! Ainsi ette fois la fontion g ne dépend-elle que de u : g(u, v) =
1−u
1+u . Calulons de nouveau la di�érentielle de g, soit dg = ∂ug du

4. Ontrouve sans trop de di�ulté
∂ug =

−2

(1 + u)2
(3.36)soit

dg =
−2

(1 + u)2
du . (3.37)Si maintenant on veut exprimer de nouveau ette di�érentielle en fontiondu jeu de variables x et y, on obtient :

dg =
−2

(
1 +

(
y
x

)2)2 d
(y
x

)2

. (3.38)Mais
d
(y
x

)2

= −2y2

x3
dx+

2y

x2
dy , (3.39)e qui onduit à

dg =
4xy

(x2 + y2)
2 (y dx− xdy) , (3.40)où l'on aura reonnu l'expression de la di�érentielle de f .() Expérimentons maintenant un autre hangement de variables :

{
u(x, y) = x2 − y2

v(x, y) = x2 + y2 (3.41)On a alors la fontion g qui est simplement le rapport de u et de v :
g(u, v) = u

v . Compte tenu de es dé�nitions, on a enore
f(x, y) = g(u(x, y), v(x, y)) . (3.42)Reprenons les vieilles reettes. La di�érentielle dg est donnée par dg =

∂u du+ ∂v dv. Le alul, ette fois, est élémentaire :
dg =

1

v2
(v du− u dv) (3.43)Mais du = 2xdx − 2y dy et dv = 2xdx + 2y dy, qui nous onduit aurésultat esompté à savoir dg = df .(d) Le leteur s'est sans doute onvainu par l'exemple que quel que soit lehangement de variables, il doit avoir df = dg. Donnons, malgré toutun dernier exemple formateur puisqu'il s'agit du passage des oordon-nées artésiennes aux oordonnées polaires. En l'ourrene, e�etuonsle hangement de variables suivant

{
x = u cos v
y = u sin v

(3.44)4Bis repetita plaent, la fontion g ne dépendant que de u, on a ∂vg = 0 pour toute fontion vadmissible ! Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



25Constatons qu'ii, on a donné x et y en fontion de u et v et non leontraire. Il s'agit don maintenant de trouver la fontion g telle que
g(u(x, y), v(x, y)) = f(x, y). Pour ela, il su�t d'expliiter x2 + y2 et
x2 − y2 en fontion de u et v.

{
x2 + y2 = u2

x2 − y2 = u2
(
cos2 v − sin2 v

)
= u2 cos(2v)

(3.45)Ainsi don la fontion g ne dépend-elle que de la variable angulaire v,soit
g(u, v) = cos(2v) . (3.46)Une fois enore alulons dg soit dg = ∂vg dv = −2 sin(2v) dv. Pourrevenir aux variables x et y, il s'agit maintenant d'exprimer sin(2v) enfontion de x et y. Pour ela, il s'agit de maîtriser un peu les règles detrigonométrie les plus élémentaires. xy = u2 sinu cos v = 1

2 sin(2v). Ilvient
sin(2v) =

2xy

x2 + y2
. (3.47)Il ne nous reste plus qu'à évaluer dv en fontion du jeu de variables x et

y.
dv = d arctan

(
y
x

)
= 1

1+( y
x )2 d

(
y
x

)

= x2

x2+y2

(
1
xdy −

y
x2 dx

)

= 1
x2+y2 (xdy − y dx)

(3.48)On véri�e, une fois enore, que l'on a bien dg = df .Il faut don retenir de e qui préède, que les fontions g qui apparaissent plushaut sont une autre expression de la fontion f . Ainsi les dérivées partielles dees fontions en fontion de leurs variables respetives sont-elles di�érentes,mais leur di�érentielle est une donnée invariable. On devait s'y attendre ; ladé�nition de la di�érentielle ne fait pas appel aux oordonnées . . .2. Calul de la di�érentielle de la fontion f dé�nie par f(x, y, z) = eik
√
x2+y2+z2 ,où k est un salaire éventuellement omplexe.Si l'on pose ρ =

√
x2 + y2 + z2, la fontion g(ρ) = eikρ est bien telle que

g(ρ) = f(x, y, z). Le alul de la di�érentielle dg est hose aisée : dg =
ikeikρ dρ. Il est élémentaire de aluler dρ en fontion du jeu de variables
x, y et z : dρ = x dx+y dy+z dz

ρ . En dé�nitive df = ik e
ikρ

ρ (xdx+ y dy + z dz).3.3 Formes di�érentielles3.3.1 Dé�nitionsDé�nition 3.3.1 (Forme di�érentielle) On appelle forme di�érentielle toute quan-tité ω telle que :
ω =

∑

i

ai(
−→x ) dxi = −→a (−→x ) · −→dx . (3.49)Dé�nition 3.3.2 (Forme di�érentielle totale (exate)) On dit que forme dif-férentielle ω est une forme différentielle totale (ou exate) s'il existe une fontion

f telle que ω = df .
⊲ PhysiqueEn thermodynamique, l'énergie interne est une di�érentielle totale, notée dU . Si onUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



26 alul di�érentielexprime l'énergie interne en fontion de l'entropie S et du volume V , la di�érentielles'exprime alors omme suit :
dU = T dS − P dV . (3.50)3.3.2 Conditions néessaires de totale di�érentiabilitéEn dimension 2S'il existe une fontion f telle que ω = df , alors on doit avoir d'une part :

ω = a1(x, y) dx+ a2(x, y) dy (3.51)et d'autre part
ω =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy (3.52)On doit don avoir ∂f

∂x = a1 et ∂f
∂y = a2. Le théorème de Shwarz onduit alors à larelation entre a1 et a2 suivante :

∂a1

∂y
=
∂a2

∂x
. (3.53)Insistons sur le fait que ette relation est une ondition néessaire mais non su�santea priori.

⊲ PhysiqueDans l'exemple préédent onernant l'énergie interne, la relation (3.53) donne :
∂T

∂V
= −∂P

∂S
. (3.54)En thermodynamique, l'ériture traditionnelle est plut�t la suivante :

(
∂T

∂V

)

S

= −
(
∂P

∂S

)

V

, (3.55)mettant en exergue que la dérivée partielle de T (resp. P ) par rapport à V (resp.
S) se fait à S (resp. V ) onstante.ExempleOn onsidère une forme di�érentielle ω = a1(x, y) dx+a2(x, y) dy, ave a1(x, y) =
sin y + x2 et a2(x, y) = x cos y. On herhe à savoir si ette forme est une formedi�érentielle totale. Et si oui, on herhe à savoir de quelle fontion f ette formeest la di�érentielle. On véri�e d'abord que le ritère (3.53) est bien véri�é :

∂ya1 = cos y et ∂xa2 = cos y . (3.56)Il existe don probablement une fontion f telle que
∂xf = sin y + x2 (3.57)et
∂yf = x cos y (3.58)Partant de ette dernière égalité, on herhe une primitive de x cos y (x étant mo-mentanément onsidéré omme un paramètre), soit :

f = x sin(y) + F (x) , (3.59)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



27où F est une fontion de l'unique variable x et qu'il reste à déterminer. Il su�t pourela de se servir de l'autre équation :
∂xf = sin y + F ′(x) = sin y + x2 , (3.60)e qui onduit à F ′(x) = x2, puis à F (x) = 1

3x
3. La fontion f herhée (à uneonstante près) est don :

f(x, y) = x sin y +
1

3
x3 . (3.61)En dimension 3S'il existe une fontion f telle que ω = df , on doit avoir

ω = −→a · −→dx = df = gradf · −→dx (3.62)On doit don avoir une relation du type grad f = −→a . Or on verra lorsqu'on aborderales hamps de veteurs que l'on doit avoir alors : rot−→a =
−→
0 , e qui se traduit dela manière suivante : 




∂2a3 − ∂3a2 = 0
∂3a1 − ∂1a3 = 0
∂3a2 − ∂2a1 = 0

(3.63)3.4 Appliation aux aluls des inertitudes3.4.1 ProblématiqueSupposons que l'on ait aès à un ertain nombre de résultats de mesures indé-pendants5 et que l'on herhe à déduire une grandeur physique par une �loi� reliantladite grandeur aux grandeurs mesurées. Pour �xer les idées, supposons qu'auxbornes d'un générateur d'une résistane ohmique, on mesure l'intensité I et la dif-férene de potentiel V . La valeur de la résistane R est donnée par la loi d'Ohmà savoir R = U
I . Dans et exemple U et I sont les grandeurs mesurées ependantque la loi est la loi d'Ohm. Ce résultat serait sans doute omplètement satisfaisantsi l'on onnaissait parfaitement U et I. Comme, vous le savez sans doute U et Isont onnus ave une ertaine inertitude, soit ∆I et ∆U , es deux dernières valeursétant des réels positifs. Par inertitude, on veut dire que si Uex et Iex représententles �valeurs exates�6 i.e. aussi les valeurs mesurées idéalement ave une préisionin�nie et si Umes et Imes désignent les valeurs e�etivement mesurées, on doit avoir :

Uex ∈ [Umes − ∆U,Umes + ∆U ] (3.64)et
Iex ∈ [Imes − ∆I, Imes + ∆I] . (3.65)À partir de es données, on introduit deux quantités à savoir Rex (valeur exate dela résistane) et Rcal (valeur alulée de la résistane à partir des données mesurées

Umes et Imes) par les deux relations :
Rex =

Uex

Iex
et Rcal =

Umes

Imes
. (3.66)5On verra par la suite le sens qu'il faut donner à e mot.6Il va de soi que les mots �valeurs exates� sont eux-mêmes sujets à aution : la loi d'Ohm estelle-même une �loi� qui doit être présentée dans un adre d'appliation. . .(f. ours d'épistémologie.)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



28 alul di�érentielIl va sans dire que l'on n'a aès e�etivement qu'à Rcal. Il est don illusoire dedéduire de l'expériene Rex. En revanhe, on peut aluler la préision ∆R, à partirde Umes, Imes, ∆U et ∆I pour que
Rex ∈ [Rcal − ∆R,Rcal + ∆R] . (3.67)Revenons maintenant à plus de généralités. Soit −→x mes un veteur à n omposantesorrespondant à n grandeurs indépendantes mesurées expérimentalement ave unepréision {∆xi}i∈{1,...,N}. Soit y une grandeur physique liée aux xi par une �loifontion�

y = f(−→x ) . (3.68)On herhe à onnaître l'inertitude ∆y pour que l'on ait à oup sûr
yex ∈ [ycal − ∆y, ycal + ∆y] . (3.69)3.4.2 Inertitudes et di�érentiellesSi l'on aepte l'idée que les mesures sont su�samment préises7 pour onsidé-rer que loalement (i.e. autour du point de mesure −→x mes) la fontion f peut êtreassimilée à une fontion linéaire, la quantité d−→xmes

y est un andidat naturel pourreprésenter la variation de y autour du point −→x mes. Soit
d−→xmes

y =
∑

i

∂if|−→x=−→x mes
dxi (3.70)e qui onduit à

|d−→xmes
y| ≤

∑

i

|∂if|−→x=−→x mes
| |dxi| . (3.71)Rappelant que l'inertitude est une grandeur réelle et positive, on assimilera |d−→xmes

y|à ∆y et les |dxi| aux ∆xi. On trouve alors :
∆y ≤ ∆ymax (3.72)ave

∆ymax =
∑

i

|∂if|−→x=−→xmes
|∆xi . (3.73)Par la suite, on assimilera ∆y à ∆ymax pour garantir le ritère (3.69). Revenonsmaintenant à l'exemple de la loi d'Ohm. On herhe à aluler ∆R, e qui, omptetenu de e qui vient d'être dit est un jeu d'enfant :

∆R = |∂UR(U, I)|∆U + |∂IR(U, I)|∆I (3.74)Mais ∂UR = 1
I et ∂IR = − U

I2 , soit
∆R =

1

I
∆U +

U

I2
∆I . (3.75)En�n pour lore le hapitre, signalons que la plupart du temps, on ne s'intéressepas diretement à l'inertitude absolue ∆R, en l'ourrene, mais à l'inertituderelative soit le rapport ∆R

R . On trouve alors
∆R

R
=

∆U

U
+

∆I

I
. (3.76)Autrement dit l'inertitude relative sur R est la somme des inertitudes relativessur U et I. Il faut bien entendu prendre garde de ne pas généraliser erésultat qui tire sa simpliité de elle de la loi d'Ohm.7On veut dire par là que ∆xi

xi,mes
≪ 1 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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d2Ψ

dx2
+ xΨ2 = 0 . (4.1)Exemple 4.1.3

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
+
∂2Ψ

∂z2
= 0 . (4.2)Dé�nition 4.1.4 (Équation di�érentielle ordinaire) On appelle équation dif-férentielle ordinaire toute équation di�érentielle qui ontient uniquement des déri-vées par rapport à une variable indépendante. C'est le as de l'équation 4.1.Dé�nition 4.1.5 (Équation aux dérivées partielles) On appelle équation auxdérivées partielles toute équation di�érentielle qui ontient des dérivées partiellespar rapport à plusieurs variables indépendantes. C'est le as de l'équation 4.2.Dé�nition 4.1.6 (Ordre d'une équation di�érentielle) C'est l'ordre de déri-vation le plus élevé (2 dans le as des équations 4.1 et 4.2).29



30 Équations di�érentielles ordinaires
⊲ PhysiqueLes équations di�érentielles ordinaires interviennent dans tous les domaines de laPhysique dès lors que l'on aborde des modèles monodimensionnels (inétique, éle-troinétique, ondution de la haleur,. . .)4.2 Solutions d'une équation di�érentielle ordinaire4.2.1 Remarques généralesTrouver les solutions des équations di�érentielles générales est un problème trèsdi�ile. On ne herhera que la solution de ertaines équations di�érentielles parti-ulières. Autrement dit, herher les solutions de l'équation di�érentielle ordinaire

F (x,Ψ,Ψ′, · · · ,Ψ[n]) = 0 est un problème di�ile. On ne herhera des solutionsque pour des fontions F très partiulières.4.2.2 Fontions usuellesToutes les fontions utilisées en premier yle (et bien d'autres enore) sont dessolutions d'équations di�érentielles partiulières. Ainsi prenons la fontion sinusoï-dale f1(x) = sin (ω x), ette dernière est solution de
f ′′
1 + ω2f1 = 0 . (4.3)Il en est de même pour f2(x) = cos (ω x). Remarquons que la fontion f , ombinai-son linéaire de f1 et f2 est enore solution du type 4.4. Si maintenant l'on onsidèrela fontion g(x) = tanx, ette fontion est solution de l'équation di�érentielle
g′ − g2 − 1 = 0 . (4.4)4.2.3 Familles de solutions, onditions initiales et onditionsaux limitesPour qu'une équation di�érentielle admette une solution unique (la solution duproblème physique ou de himie) il faut en plus imposer un ertain nombre deontraintes lesquelles dépendent du problème onsidéré. Ainsi dans le problème dupendule pesant et dans l'approximation des petites osillations si θ représente l'angleentre la droite passant par l'axe de rotation et le entre de gravité dudit pendule etl'axe vertial, θ est solution de :
θ̈ + ω2

0 θ = 0 , (4.5)on impose, en général, des onditions à l'instant t = 0, du type θ(0) = θ0 et
θ̇(0) = θ̇0. On a, en e�et θ(t) = a cos(ω t) + b sin(ω t) où a et b apparaissent ommedes paramètres et dé�nissent des familles de solutions. Cependant une seule fontion(i.e. un ouple (a, b) unique) sera telle que θ(0) = θ0 et θ̇(0) = θ̇0 ave θ0 et θ̇0donnés. On a, en e�et, θ(0) = θ0 = a et θ̇(0) = −ω0 b = θ̇0, soit a = θ0 et b = − θ̇0

ω0
.La solution, appelé parfois équation horaire, est don :

θ(t) = θ0 cos (ω0 t) −
θ̇0
ω0

cos (ω0 t) . (4.6)4.3 Exemples de solution d'équations di�érentielles4.3.1 Équations di�érentielles du premier ordreOn doit don trouver les solutions du type F (x,Ψ,Ψ′) = 0.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



31Équations di�érentielles du premier ordre à variables séparablesDans e as, on a
Ψ′ = g(x)h(Ψ) , (4.7)soit
dΨ

h(Ψ)
= g(x) dx . (4.8)Si l'on onnaît une primitive H de 1

h et une primitive G de g, l'équation préédenteprend alors la forme suivante :
dH = dG (4.9)e qui onduit à H(Ψ) = G(x) +C, où C est une onstante arbitraire qui se déduitd'une ondition initiale du type Ψ(0) = Ψ0 de la manière suivante :

H(Ψ0) = G(0) + C (4.10)soit enore
C = H(Ψ0) −G(0) (4.11)Exemple 4.3.1 Supposons que l'on veuille onnaître la solution de l'équation dif-férentielle suivante

dΨ

dx
= −Ψ2

x
, (4.12)ave omme ondition Ψ(1) = a, où a est un salaire quelonque. Voii omment onproède. On ommene par mettre l'équation di�érentielle sous la forme 4.8, soit

−dΨ
Ψ2

=
dx

x
(4.13)e qui donne

d

(
1

Ψ

)
= d (lnx) (4.14)puis

1

Ψ
= lnx+ C . (4.15)On a don la solution générale :

Ψ(x) =
1

lnx+ C
. (4.16)Pour onlure, il su�t d'utiliser la ondition Ψ(1) = a :

Ψ(x) =
1

lnx+ 1
a

. (4.17)Équations di�érentielles ordinaires du premier ordre linéaireIl s'agit don de résoudre les équations du type :
a(x)Ψ′ + b(x)Ψ = s(x) . (4.18)1. Résolution de l'équation �sans seond membre�Pour résoudre l'équation di�érentielle préédente, on ommene par résoudrel'équation di�érentielle ave un seond membre nul, onnue sous le sobriquetétrange d'équation sans seond membre. Pour urieux que puisse paraître eoli�het, attelons-nous à la tâhe et appelons Ψ0 une solution de l'équation

a(x)Ψ′
0 + b(x)Ψ0 = 0 (4.19)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



32 Équations di�érentielles ordinairesEn supposant que a(x) ne s'annule pas, on pose f(x) := − b(x)
a(x) et l'on obtient :

dΨ0

Ψ0
= f(x) dx . (4.20)On reonnaît alors un as partiulier déjà traité lors du paragraphe préédent.Si F est une primitive f , on obtient :

d (ln |Ψ0|) = dF , (4.21)d'où l'on tire
ln |Ψ0| = F + C (4.22)soit enore
Ψ0 = λ0 e

F (x) . (4.23)2. Reherhe d'une solution partiulière de l'équation 4.18On est maintenant en mesure de herher une solution partiulière de l'équa-tion di�érentielle générale. Là enore, le voable utilisé tient du sabir : onutilise la tehnique de la variation de la onstante, e qui est quand même leomble du paradoxe. La raison de ette étrangeté lexiale tient dans le faitque l'on reherhe des solutions du type Ψ = λ(x)Ψ0. Ainsi don, il appertque les solutions de l'équation générale sont des solutions qui sont à herhersous la forme 4.23 où la onstante λ0 est remplaée par une fontion que l'onappelle λ , laquelle est notre nouvelle fontion inonnue. En e�et, en dérivant
Ψ, on obtient

Ψ′ = λ′ Ψ0 + λΨ0 , (4.24)expression qui est introduite dans l'équation générale pour donner :
a(x)λ′ Ψ0 + λ (a(x)Ψ′

0 + b(x)Ψ0)︸ ︷︷ ︸
=0

= s(x) , (4.25)Ainsi don, ontrairement à Ψ, λ n'apparaît que par le truhement de sadérivée, e qui failite sa détermination. En l'ourrene λ′ vaut :
λ′ =

s

aΨ0
. (4.26)Ainsi don si Λ est une primitive du membre de droite, on obtient une solutionpartiulière de l'équation générale, sous la forme

Ψ = Λ Ψ0 + C Ψ0 , (4.27)où, une fois enore, la onstante C se détermine grâe à une ondition initiale
Ψ(0) = a, par exemple.4.3.2 Équations di�érentielles du seond ordreOn doit don herher des solutions du type F (x,Ψ,Ψ′,Ψ′′) = 0.Équations di�érentielles du seond ordre à oe�ients onstantsIl faut don herher des solutions du type

Ψ′′ + pΨ′ + qΨ = s(x) . (4.28)Pour e faire, il faut de nouveau ommener par résoudre l'équation �sans seondmembre�, soit
Ψ′′

0 + pΨ′
0 + qΨ0 = 0 . (4.29)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



331. Résolution de l'équation �sans seond membre�On herhe les solutions de l'équations sans seond membre sous la forme
Ψ0 = exp(αx), ave α omplexe. On trouve alors que α est une solution d'unesimple équation algébrique su seond degré :

α2 + pα+ q = 0 . (4.30)On trouve alors les deux solutions :
α1,2 =

−p±
√
p2 − 4q

2
. (4.31)Il faut maintenant distinguer deux as(a) p2 6= 4q.On est alors assuré d'avoir deux solutions distintes α1 et α2. La solutionest don une ombinaison linéaire des fontions exponentielles φ1 et φ2

Ψ = aφ1 + bφ2 (4.32)ave φj(x) = exp(αjx). Il faut maintenant distinguer deux sous-as selonle signe de p2 − 4q.i. p2 > 4q. (Régime sous-ritique)Dans e as les salaires α1 et α2 sont tous les deux réels. La solutiongénéral est don :
Ψ(x) = a eα1x + b eα2x. (4.33)Remarque 4.3.2 Il arrive souvent que le oe�ient q soit un réelpositif et représente par exemple le arré d'une pulsation, soit q = Ω2.Dans e as √p2 − 4q > p, e qui a pour onséquene d'avoir deuxvaleurs α1 et α2 négatives. La solution déroît don exponentielle-ment.ii. p2 < 4q. (Régime sur-ritique)On a alors deux solutions omplexes onjuguées :

{
α1 = − p

2 + i δ = −λ+ iδ
α2 = − p

2 − i δ = −λ− iδ
(4.34)ave δ :=

√
4q − p2. Les fontions φj s'érivent alors de la manièresuivante : {

φ1 = e−λxeiδx

φ2 = e−λxe−iδx
(4.35)La solution générale peut don se mettre sous la forme d'une om-binaison linéaire des fontions φ1 et φ2 :

Ψ(x) = a e−λx eiδx + b e−λx e−iδx = e−λx
(
a eiδx + b e−iδx

)
. (4.36)Cette fontion peut évidemment se mettre aussi sous la forme sui-vante :

Ψ(x) = e−λx (A cos δx+B sin δx) . (4.37)(b) p2 = 4q. (Régime ritique)Dans e as partiulier, les fontions φ1 et φ2 ne font qu'une. Il faut dontrouver une autre fontion indépendante. En l'ourrene ette fontionnouvelle est à herher sous la forme x e−λx. La fontion Ψ se met alorssous la forme :
Ψ(x) = be−λx + axe−λx = e−λx (ax+ b) . (4.38)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



34 Équations di�érentielles ordinaires2. Reherhe d'une solution partiulière de l'équation 4.28(a) Cas généralCe as sera abordé lors d'un devoir.(b) s(x) = C.Dans e as Ψ est solution de
Ψ′′ + pΨ′ + qΨ = C . (4.39)On pose alors ϕ = Ψ − C
q et la fontion ϕ est alors solution de :
ϕ′′ + pϕ′ + q ϕ = 0 . (4.40)On se ramène alors à une équation de type �sans seond membre�.() s(x) = s0 sin (ω0x+ ϕ0).Il s'agit de trouver une solution partiulière de 4.28 (f. p. 32). On herheette solution sous la forme d'une fontion sinusoïdale de la même pul-sation que elle de la soure à savoir ω0 :

Ψ(x) = A cos (ω0x+ ϕ) (4.41)Il s'agit don de aluler A et ϕ. Voii omment on proède. On assoieà Ψ un omplexe Z que l'on appelle amplitude omplexe assoiée à lafontion Ψ. Ce omplexe Z est lié à A et ϕ par la représentation polairedu omplexe Z : Z = Aeiϕ. Le lien entre le nombre omplexe Z et lafontion, Ψ, à laquelle elle est liée est le suivant :
Ψ(x) = ℜe

{
Z ei ω0 x

}
. (4.42)Il est par ailleurs faile de voir que l'amplitude omplexe assoiée à

Ψ′ est i ω0Z. En e�et, si l'on en roit ette hypothèse, on doit avoir
Ψ′ = ℜe

{
i ω0Ae

iϕeiω0x
}, soit Ψ′ = −Aω0 sin (ω0x+ ϕ), e qui estbien le résultat esompté. De manière plus générale, on peut généralisere résultat à une dérivée quelonque de Ψ[n], à savoir que (i ω0)

nZ estl'amplitude omplexe ad ho. Ainsi, dans le régime sinusoïdal, l'emploide l'amplitude omplexe onduit à métamorphoser l'opération de dériva-tion en simple opération algébrique, à savoir la multipliation par (i ω0)
n.Pour �nir, il su�t de onstater que l'amplitude omplexe, S , assoiée àla soure s vaut :

S = −i s0 eiϕ0 . (4.43)L'équation générale se traduit alors de la manière suivante dans le �lan-gage des amplitudes omplexes� :
−ω2

0 Z + p i ω0Z + q Z = S , (4.44)dont la solution est :
Z =

−i s0eiϕ0

−ω2
0 + iω0p+ q

= Aeiϕ . (4.45)De ette dernière expression, on en tire A et ϕ, e qui permet de trouverle omplexe Z et, en dé�nitive, la fontion Ψ.
⊲ PhysiqueIl arrive omme, il l'a déjà été mentionné, que la salaire q représentele arré d'une pulsation Ω, soit q = Ω2. Par ailleurs, le nombre p estUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



35souvent assoié aux phénomènes de dissipation (frottements �uides, dansle as de la méanique, par exemple). Dans la as où es phénomènes dedissipation sont négligeables i.e. p ω0 ≪ Ω2, on a alors Z qui se simpli�epour donner :
Z =

−i s0eiϕ0

−ω2
0 + Ω2

= Aeiϕ . (4.46)Cei simpli�e la résolution puisque l'on voit que Z est un nombre imagi-naire pure. Le alul est alors élémentaire et donne :
ϕ = ϕ0 ±

π

2
(4.47)et1

A(ω0) =
s0

| − ω2
0 + Ω2| . (4.48)Et l'on voit que l'amplitude devient in�nie au voisinage de la fréquenepropre du système Ω. Ce phénomène est d'une importane apitale et estonnu sous le nom de résonane.

1On fait apparaître A omme une fontion de ω0 pour mettre en exergue le fait que l'amplitudede ette solution partiulière dépend de la fréquene de la soure.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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[a, b], la fontion F (x) telle qu'en tout point x ∈ [a, b] on a :

F ′(x) = f(x). (5.1)37



38 Calul intégralRemarque 5.2.2 La primitive F (x) d'une fontion f(x) n'est pas unique. En e�et,la fontion F̃ (x) = F (x)+c, où c est une onstante arbitraire est aussi une primitivede la fontion f(x).Théorème 5.2.3 Si F1(x) et F2(x) sont deux primitives de la fontion f(x) dé�niesur le segment [a, b] alors F1(x) − F2(x) est une onstante.En e�et, on a pour tout x ∈ [a, b] :
F ′

1(x) = f(x),

F ′
1(x) = f(x).On pose ϕ(x) = F1(x) − F2(x), il est lair que ϕ′(x) = 0. Appliquons le théorèmede Lagrange1 à la fontion ϕ(x). Ce théorème stipule don l'existene d'au moinsun point ξ, a < ξ < x tel que :

ϕ(x) − ϕ(a) = ϕ′(ξ)(b − a) = 0. (5.2)Par onséquent, pour tout point x ∈ [a, b] ϕ(x) = ϕ(a). En d'autres termes, lafontion ϕ(x) est une fontion onstante sur l'intervalle [a, b].Dé�nition 5.2.4 On appelle intégrale indé�nie de la fontion f(x) et on note∫
f(x)dx toute expression de la forme F (x) + c où F (x) est une primitive de fet c une onstante. ∫

f(x)dx = F (x) + c. (5.3)L'intégrale indé�nie représente une famille de fontions y = F (x) + c. Sous leregard géométrique, l'intégrale indé�nie peut être onsidérée omme un ensemble deourbes telles que l'on passe de l'une à l'autre par une translation. Le leteur peut,à juste titre, se poser la question suivante : toute fontion f(x) possède-t-elle uneprimitive et par onséquent une intégrale indé�nie ? La réponse est non. Cependant,nous admettrons que toute fontion ontinue sur [a, b] admet une primitive.Il déoule de la dé�nition de l'intégrale indé�nie, les propriétés suivantes :1. La dérivée de l'intégrale indé�nie est la fontion à intégrer elle-même
(∫

f(x)dx

)′

= (F (x) + c)
′
= F ′(x) = f(x). (5.4)2. La di�érentielle d'une intégrale indé�nie est égale à l'expression �sous le signesomme�

d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx. (5.5)3. L'intégrale indé�nie de la di�érentielle d'une ertaine fontion F est la sommede ette fontion et d'une onstante c

∫
dF (x) = F (x) + c et d

(∫
dF (x)

)
= dF (x). (5.6)1Soit f(x) une fontion ontinue et dérivable sur l'intervalle [a, b]. Il existe alors au moins unpoint c ∈ [a, b] a < c < b tel que f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a).Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



395.2.1 Quelques primitives élémentairesDans la liste non exhaustive de primitives de fontions usuelles i-dessous cdésigne une onstante.1. ∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ c; (α 6= −1). (5.7)2. ∫

dx

x
= ln |x| + c. (5.8)3. ∫

sin(x)dx = − cos(x) + c. (5.9)4. ∫
cos(x)dx = sin(x) + c. (5.10)5. ∫

dx

cos2(x)
= tan(x) + c. (5.11)6. ∫

dx

sin2(x)
= − cot(x) + c. (5.12)7. ∫

tan(x)dx = − ln | cos(x)| + c. (5.13)8. ∫
cot(x)dx = ln | sin(x)| + c. (5.14)9. ∫
exp(x)dx = exp(x) + c. (5.15)10. ∫

axdx =
ax

ln(a)
+ c; a ∈ R

+. (5.16)11. ∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctan

(x
a

)
+ c; a 6= 0. (5.17)12. ∫

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣
a+ x

a− x

∣∣∣∣+ c; a 6= 0. (5.18)13. ∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
(x
a

)
+ c; a 6= 0. (5.19)14. ∫

dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2| + c. (5.20)Il est faile de véri�er les égalités i-dessous, il su�t de dériver les primitives.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



40 Calul intégral5.2.2 Quelques propriétés de l'intégrale indé�nieIl est aisé de véri�er les propriétés i-dessous. Il su�t de dériver haque membrede l'égalité.1. L'intégrale indé�nie de la somme de deux fontions f1(x) et f2(x) est la sommedes intégrales indé�nies de haune des fontions.
∫

[f1(x) + f2(x)] dx =

∫
f1(x) dx +

∫
f2(x) dx. (5.21)2. On peut sortir un fateur onstant sous le signe �somme�. Soit a une onstante.

∫
af(x) dx = a

∫
f(x) dx. (5.22)3. Il est parfois utile de se rappeler les règles suivantes :� Si ∫ f(x)dx = F (x) + c alors ∫ f(ax)dx = 1
aF (ax) + c. En e�et, on a d'unepart (∫

f(ax)dx

)′

= f(ax)et d'autre part,
1

a
(F (ax))′x =

1

a
F ′(ax) × a = F ′(ax) = f(ax).� on a : ∫

f(x+ b)dx = F (x+ b) + c,ou enore, ∫
f(ax+ b)dx =

1

a
F (x+ b) + c.5.2.3 Intégration par hangement de variableSoit à aluler l'intégrale ∫

f(x)dx.Nous supposerons que ette intégrale existe. E�etuons le hangement de variablesuivant :
ϕ(t) = x,où ϕ(t) est une fontion ontinue ainsi que sa dérivée, et admettant une fontioninverse.

dx = ϕ′(t)dt, (5.23)et dans e as, ∫
f(x)dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.Il est sous entendu que, dans l'intégrale du membre de droite de l'égalité i-dessus,la variable t sera remplaée après intégration par son expression en fontion de x àl'aide de la fontion inverse de la fontion ϕ(t). Pour justi�er l'égalité de Eq. (5.23),il su�t de montrer que les dérivées des membres de gauhe et droite sont égales.Il est à noter, une fois de plus, que les quantités (intégrales) onsidérées ne sontdé�nies (indé�nies) qu'à une onstante près. La dérivation du membre de gauhede Eq. (5.23) onduit à : (∫

f(x)dx

)′

x

= f(x).Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



41La dérivation du membre de droite onduit à :
[∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

]′

x

=

[∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

]′

t

dt

dx
= f [ϕ(t)] = f(x).5.2.4 Intégration par partiesSoient u et v deux fontions, on a alors la di�érentielle du produit uv suivante :

d (uv) = u dv + v du.En intégrant, on trouve : ∫
udv = uv −

∫
vdu.C'est e l'on appelle �la formule de l'intégration par parties�. On utilise etteformule pour l'intégration d'expressions pouvant être mises sous la forme d'un pro-duit de deux fateurs u et dv dont la reherhe de v est aisée. L'habileté requise pourle hoix des deux fateurs u et dv néessite une ertaine expertise qui s'aquiert parla résolution de nombreux exeries.5.3 Intégrale dé�nie : intégrale de Riemann

y

x
x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

M

m

m5

M5

Fig. 5.1 � �Déoupage� d'un intervalle en sous-intervalles.Soit y = f(x) une fontion ontinue donnée sur le segment [a, b]. Soient m et
M sa plus petite et sa plus grande valeur sur le segment. On partage le segment
[a, b] en n parties délimitées par les points a = x0, x1, · · · , xn = b. On pose ∆x1 :=
x1−x0 · · · ,∆xn := xn−xn−1 ; On désigne par mi (resp.Mi) la plus petite (resp. laplus grande) valeur de f(x) sur le sous-intervalle ∆i = ∆xi (f. Fig. 5.1). On noterespetivement S−

n et S+
n les intégrales inférieure et supérieure de la fontion f(x)

S−
n =

n∑

i=1

mi∆i, (5.24)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



42 Calul intégral
S+
n =

n∑

i=1

Mi∆i (5.25)Remarque 5.3.1 1. Il est lair que ∀i ∈ {1, 2, · · · , n} mi ≥ m, il s'ensuit :
S−
n =

n∑

i=1

mi∆i ≥ m

n∑

i=1

∆i = m(b− a). (5.26)2. De la même façon on a :
S+
n ≤M

n∑

i=1

∆i = M(b− a).3. De e qui préède on a les inégalités suivantes :
m(b− a) ≤ S−

n ≤ S+
n ≤M(b− a). (5.27)Considérons maintenant un point quelonque ξi sur haque segment ∆i

x0 < ξ1 < x1 < ξ2 · · · < ξn < xn.Soient f(ξi) les valeurs de la fontion f(x) aux points ξi. Formons ensuite la sommesuivante :
Sn =

n∑

i=1

f(ξi)∆i. (5.28)On a évidemment les inégalités :
S−
n ≤ Sn ≤ S+

nCela provient des dé�nitions demi etMi et de la positivité de ∆i = ∆xi = xi−xi−1

mi∆i ≤ f(ξi)∆i ≤Mi∆i.La somme Sn dépend du hoix du déoupage de l'intervalle [a, b] ainsi que du hoixdes points ξi. Considérons divers déoupages du segment [a, b] tels que max (∆i) →
0. Le nombre n de segments de tels déoupages tend vers l'in�ni. Pour haquedéoupage, on peut former la somme

Sn =

n∑

i=1

f(ξi)∆ide sorte que nous puissions parler de déoupages suessifs et de la suite des sommes
Sn. Supposons, que pour une suite de déoupages donnée, ave max (∆i) → 0, lasomme Sn tende vers une limite I.Dé�nition 5.3.2 Si pour des déoupages arbitraires du segment [a, b] tels max ∆i →

0 et pour des points ξi quelonques la somme n∑

i=1

f(ξi)∆i tend vers une seule etmême limite I, on dit que la fontion f(x) est intégrable sur le segment [a, b]. Lalimite I est appelée intégrale dé�nie ou intégrale au sens de Riemann de la fontion
f(x) sur [a, b]. On note ette intégrale :

∫ b

a

f(x)dx = lim
max∆i→0

n∑

i=1

f(ξi)∆i, (5.29)où a est la borne inférieure, b la borne supérieure, x la variable d'intégration, [a, b]l'intervalle d'intégration.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



435.3.1 Quelques propriétés de l'intégrale de RiemannLes propriétés suivantes sont données sans démonstration.1. Si la fontion f(x) est ontinue sur [a, b], elle est intégrable sur [a, b].2. Parmi les fontions disontinues, on trouve aussi bien des fontions intégrablesque des fontions non intégrables.3. L'intégrale dé�nie dépend seulement de la fontion y = f(x) et des bornesd'intégration, mais non de la variable x. La variable x est dite variable muette.4. si a = b, ∫ b
a
f(x)dx = 0 pour toute fontion f(x).5. ∫ b

a

αf(x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx,où α est une onstante.6. ∫ b

a

[f1(x) + f2(x)] dx =

∫ b

a

f1(x)dx +

∫ b

a

f2(x)dxRemarque 5.3.3 Ces deux propriétés subsistent même dans le as où a ≥ b.Ii, on suppose a < b. Soient deux fontions f(x) et ϕ(x) telles que f(x) ≤
ϕ(x) on a alors : ∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

ϕ(x)dx.

m et M étant la plus petite et la plus grande valeur de f(x) sur le segment
[a, b] ; a ≤ b.

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a).Cette propriété se déduit de la propriété préédente et du fait que m ≤ f(x) ≤
M .7. Théorème 5.3.4 (Théorème de la moyenne) Soit f(x) une fontion onti-nue sur [a, b], il existe sur [a, b] un point ξ tel que

∫ b

a

f(x)dx = (b − a)f(ξ).En e�et, de la propriété préédente on a :
m ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤M.Posons
µ =

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.Comme f(x) est ontinue sur l'intervalle [a, b], elle prend don toutes les va-leurs omprises entre m et M . Il existe don, un point ξ tel que f(ξ) = µ. Paronséquent,
µ = f(ξ) =

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.8. Soient a, b, c trois nombres arbitraires, on a :
∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx,pourvu que es trois intégrales existent.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



44 Calul intégral5.3.2 Formule de Newton-LeibnizThéorème 5.3.5 Soit f(x) une fontion ontinue et on pose
ϕ(x) =

∫ x

a

f(t)dt,alors ϕ′(x) = f(x). Considérons un aroissement arbitraire ∆x de la variable x :
ϕ(x + ∆x) =

∫ x+∆x

a

f(t)dt =

∫ x

a

f(t)dt+

∫ x+∆x

x

f(t)dt.

∆ϕ = ϕ(x + ∆x) − ϕ(x) =

∫ x+∆x

x

f(t)dt.Appliquons à ette dernière intégrale le théorème de la moyenne.
∆ϕ = f(ξ)(x + ∆x− x) = f(ξ)∆x,ave ξ un point ompris entre x et x+ ∆x. Il s'en suit :

∆ϕ

∆x
= f(ξ).Par onséquent,

lim
∆x→0

∆ϕ

∆x
= ϕ′(x) = lim

∆x→0
f(ξ) = lim

ξ→x
f(ξ) = f(x).Remarque 5.3.6 Il résulte de e théorème que toute fontion ontinue admet uneprimitive. En e�et, si f(t) est ontinue sur l'intervalle [a, x] l'intégrale

ϕ(x) =

∫ x

a

f(t)dtexiste et possède la propriété ϕ′(x) = f(x). Autrement dit, ϕ est une primitive dela fontion f .Théorème 5.3.7 (Formule de Newton-Leibniz) Soit f(x) une fontion onti-nue. Notons F (x) la primitive de la fontion f(x) on a alors
∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a).Cette formule est appelée �formule de Newton-Leibniz�.D'après le préédent théorème, ∫ xa f(t)dt est une primitive de f tout omme F .Ces deux primitives di�èrent l'une de l'autre par une onstante C. On peut donérire ∫ x

a

f(t)dt = F (x) + C.Pour déterminer la valeur de la onstante C, on pose d'abord x = a
∫ a

a

f(t)dt = F (a) + C = 0,d'où C = −F (a). La formule de �Newton-Leibniz� se déduit en posant ensuite x = b

∫ b

a

f(x)dx = F (b) + C = F (b) − F (a).Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



45Remarque 5.3.8 Il est ourant de voir érit e qui suit
∫ b

a

f(t)dt = [F (t)]
b
a = F (b) − F (a).Il est à noter que l'évaluation de la di�érene F (b) − F (a) ne dépend pas du hoixde la primitive F .Cette formule, d'apparene anodine, a en réalité permis de se soustraire dans lealul des intégrales, de l'évaluation des sommes Sn (évaluation pénible mais onnuedepuis l'antiquité) pour peu que nous disposions d'une primitive quelonque de lafontion à intégrer.5.3.3 Changement de variableThéorème 5.3.9 Soit à intégrer la fontion f(x) sur l'intervalle [a, b]. Nous sup-posons la fontion f ontinue sur [a, b]. On souhaite don évaluer la quantité :

∫ b

a

f(x)dx.Introduisons x = ϕ(t) ave les propriétés suivantes1. ϕ(α) = a ; ϕ(β) = b ;2. ϕ et ϕ′ ontinues sur [α, β] ;3. f [ϕ(t)] dé�nie et ontinue sur [α, β].On a alors ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt. (5.30)Prenons une primitive quelonque de F de la fontion f à intégrer.
∫
f(x)dx = F (x) + C,et ∫

f [ϕ(t)] ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C.À l'aide de la formule de Newton-Leibniz on a suessivement les égalités suivantes :
∫ β

α

f [ϕ(t)] ϕ′(t) dt = [F (ϕ(t))]
β
α

= F (ϕ(β)) − F (ϕ(α))

= F (b) − F (a)

=

∫ b

a

f(x)dx. (5.31)5.3.4 Intégration par partiesSoeint u et v deux fontions dérivables on a :
(uv)

′
= u′v + uv′.L'intégration sur l'intervalle [a, b] de haque membre de l'égalité i-dessus onduità : Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



46 Calul intégral
[u(x)v(x)]

b
a =

∫ b

a

u′(x)v(x)dx +

∫ b

a

u(x)v′(x)dx.On peut réérire ette égalité sous la forme suivante :
∫ b

a

u′(x) v(x) dx = [u(x) v(x)]
b
a −

∫ b

a

u(x) v′(x) dx.Cette proédure d'intégration est appelée intégration par parties.5.4 Extension de la notion d'intégrale5.4.1 Intégrales ave les bornes in�niesSoit f une fontion ontinue pour tout x, a ≤ x < +∞. Considérons l'intégrale
∫ b

a

f(x) dx = I(b),où b est réel (b ≥ a). La ontinuité de la fontion f sur le demi-axe [a,+∞[ donneun sens à l'intégrale I(b) pour toute valeur de b > a. Quand b varie, l'intégrale I(b)varie aussi. L'objet de ette setion est d'étudier le omportement de I(b) lorsque
b→ +∞.Dé�nition 5.4.1 Lorsque lim

b→+∞

∫ b

a

f(x)dx existe, on note
lim

b→+∞

∫ b

a

f(x)dx =

∫ +∞

a

f(x)dx.On dit alors que l'intégrale ∫ +∞

a f(x)dx existe et onverge. Lorsque l'intégrale ∫ ba f(x)dxn'a pas de limite �nie lorsque b→ +∞, on dit que l'intégrale ∫ b
a
f(x)dx n'existe pasou diverge.On dé�nit de la même manière les intégrales

∫ a

−∞

f(x)dx = lim
α→−∞

∫ a

α

f(x)dx,et
∫ +∞

−∞

f(x)dx =

∫ c

−∞

f(x)dx+

∫ +∞

c

f(x)dx = lim
α→+∞

{∫ c

−α

f(x)dx+

∫ α

c

f(x)dx

}
.Ci-dessous quelques théorèmes énonés sans démonstration très utiles pour détermi-ner si une intégrale dont les bornes sont à l'in�ni existe ou non. L'utilisation de esthéorèmes est fort onseillé avant toute évaluation des intégrales proprement dites.Le hoix des fontions ϕ minorant ou majorant la fontion à intégrer f s'aquiertave l'expériene et la résolution des exeries.Théorème 5.4.2 Si pour tout x ∈ [a,+∞[ on a l'égalité 0 ≤ f(x) ≤ ϕ(x), et si

∫ +∞

a

ϕ(x) dxonverge alors l'intégrale
∫ +∞

a

f(x)dx converge aussi et

∫ +∞

a

f(x)dx ≤
∫ +∞

a

ϕ(x)dxUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



47Théorème 5.4.3 Si pour tout x ∈ [a,+∞[ on a l'égalité f(x) ≥ ϕ(x) ≥ 0, et si
∫ +∞

a

ϕ(x)dxdiverge alors l'intégrale
∫ +∞

a

f(x)dx diverge aussi.Théorème 5.4.4 Si l'intégrale
∫ +∞

a

|f(x)| dxonverge, il en est de même pour l'intégrale
∫ +∞

a

f(x) dx.Dans e as préis, l'intégrale est dite absolument onvergente.Lorsque ∫ +∞

a f(x) dx. existe sans que ∫ +∞

a |f(x)| dx. existe, on dit que la fontion fest semi-onvergente. Ainsi la fontion sin x
x est-elle semi-onvergente sur l'intervalle

[0,+,∞[.5.4.2 Intégrale d'une fontion disontinueSoit f(x) une fontion dé�nie et ontinue pour a ≤ x < c. Nous supposons lafontion f disontinue au point x = c. Dans e as, on ne peut pas dé�nir ∫ ca f(x)dxomme une limite de sommes intégrales puisque f(x) n'est pas ontinue en x = c.Cependant on prolonge la dé�nition de l'intégrale de f de la manière suivante :Dé�nition 5.4.5 L'intégrale d'une fontion f disontinue au point c et ontinuesur l'intervalle [a, c[ est dé�nie par :
∫ c

a

f(x)dx = lim
b→c−

∫ b

a

f(x)dx.Cette intégrale est dite onvergente (membre de gauhe) lorsque la limite du membrede droite existe, et est divergente dans le as ontraire. De la même manière, onpeut étendre la dé�nition de l'intégrale au as d'une fontion disontinue au point
x = a. ∫ c

a

f(x)dx = lim
b→a+

∫ c

b

f(x)dx.Pour une fontion disontinue en un point x = x0, a < x0 < c, on a la dé�nition
∫ c

a

f(x)dx =

∫ x0

a

f(x)dx +

∫ c

x0

f(x)dx.Il faut omprendre ii que l'intégrale ∫ c
a
f(x)dx du membre de gauhe existe si lesintégrales du membre de droite existent au sens donné plus haut.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



48 Calul intégral5.5 Intégrale multiple5.5.1 Intégrale doubleOn onsidère dans le plan Oxy un domaine fermé D ('est-à-dire un domainedélimité par une ourbe fermée dont les points de la ourbe sont dans D). Ononsidère z = f(x, y) dé�nie sur D et ontinue. Comme pour l'intégrale à unedimension, partageons D en n domaines ∆S1, ∆S2, · · · , ∆Sn. Sur haque sous-domaine, hoisissons un point Pi. Soient f(P1), f(P2), · · · , f(Pn) les valeurs de lafontion f aux points Pi. Formons maintenant la somme2 Vn des produits f(Pi)∆Si

Vn = f(P1)∆S1 + · · · + f(Pn)∆Sn =

n∑

i=1

f(Pi)∆Si.

Vn est appelé somme intégrale de la fontion f(x, y) sur le domaine D. Consi-dérons une suite de sommes intégrales de f dans D pour divers déoupages de D
Vn1

, · · · , Vnk
. On supposera que le plus grand que les diamètres des sous-domaines

Si (Diam(∆Si)) tend vers zéro lorsque nk → +∞. f étant ontinue dans le domainefermé D, la suite Vnk
a une limite lorsque le plus grand Diam(∆Si) → 0. Cette li-mite ne dépend ni du mode de déoupage de D en sous-domaines partiels Si ni duhoix des points Pi dans Si.Dé�nition 5.5.1 La limite de la suite des sommes intégrales Vnk

est appelée inté-grale double de f sur D et on la désigne par
∫∫

D

f(P ) dS, ou

∫∫

D

f(x, y) dxdy. (5.32)Plus préisément,
lim

Diam(∆Si)→0

n∑

i=1

f(Pi)∆Si =

∫∫

D

f(x, y) dxdy. (5.33)
D est appelé domaine d'intégration. Si f ≥ 0, ette intégrale représente le volume
Q du orps limité par la surfae z = f(x, y), le plan z = 0 et la surfae ylindriquedont les génératries sont parallèles à l'axe Oz et qui s'appuient sur la frontière,
∂D, du domaine D.Propriétés 5.5.2 1. L'intégrale double est linéaire. Soient deux fontions f1(x, y)et f2(x, y) intégrables sur le domaine D.

∫∫

D

[λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y)] dxdy = λ1

∫∫

D

f1(x, y)dxdy+λ2

∫∫

D

f2(x, y)dxdy,où λ1 et λ2 sont deux salaires.2. Si D est onstitué de deux domaines D1 et D2 sans point intérieur ommunet si f est ontinue sur D alors
∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫

D1

f(x, y) dxdy +

∫∫

D2

f(x, y) dxdy2Il faut faire attention aux notations utilisées ii. ∆Si désigne une aire alors que plus haut ∆Sidésignait une sous domaine de D, i.e. un ensemble de points.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



495.5.2 Calul des intégrales doublesNous allons dans la présente setion dérire omment évaluer une intégraledouble. Nous allons exposer ette évaluation à travers des exemples. Soit à alulerl'intégrale double suivante
ID =

∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

∫ x2

0

f(x, y)dxdy, ,ave
f(x, y) = x2 + y2, et D = [0, 1] × [0, x2].Le alul se fait de la manière suivante : on alule d'abord ∫ x2

0

(x2 + y2)dy. Lerésultat sera une fontion de x.
∫ x2

0

(x2 + y2)dy = x2 [y]
x2

0 +
[y
3

]x2

0

= x2x2 +
x3

2

3On intègre ensuite le résultat par rapport à la variable x pour avoir la valeur del'intégrale double ID.
ID = x2

∫ 1

0

x2dx+
x3

2

3

∫ 1

0

dx

=
x2

3
+
x3

2

3
. (5.34)Reprenons la même fontion f(x, y) mais à intégrer sur le domaine D = [0, 1]×

[0, x]. Cette exemple di�ère du préédent par la borne d'intégration x2 qui estmaintenant égale à x. Dans les aluls préédents, on a onsidéré x2 omme uneonstante dans l'évaluation des intégrales intermédiaires. Nous ne pouvons plus faireainsi dans e seond exemple, ar x est une variable d'intégration.
ID =

∫ 1

0

(∫ x

0

(x2 + y2)dy

)
dx

=

∫ 1

0

x2 [y]x0 dx+

∫ 1

0

[
y3

3

]x

0

dx

=
1

3
. (5.35)Propriétés 5.5.3 Si l'on divise D en sous n sous-domaines disjoints D1, · · · , Dnalors ∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

D1

f(x, y)dxdy + · · · +
∫∫

Dn

f(x, y)dxdySoient m et M la plus petite et la plus grande valeur de f sur D. Soit S l'aire dudomaine D. On a alors :
mS ≤

∫∫

D

f(x, y) dxdy ≤MS.Il déoule de l'inégalité préédente l'inégalité suivante :
m ≤ 1

S

∫∫

D

f(x, y)dxdy ≤MS.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



50 Calul intégral5.5.3 Appliations des intégrales doubles au alul des vo-lumesLe volume V d'un orps limité par une surfae z = f(x, y) (f ≥ 0), le plan z = 0et la surfae ylindrique de génératries parallèles à Oz et dont la diretrie est lafrontière de D est donné par
V =

∫∫
f(x, y)dSExemple 5.5.4 Calulons le volume du orps limité par les surfaes x = 0, y = 0,

x + y + z = 1 et z = 0. La représentation de es ourbes donne une visualisationdu orps dont on souhaite alulé le volume. Il s'agit de aluler le volume d'unepyramide à base triangulaire.
V =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1 − x− y)dydx

=

∫ 1

0

[
(1 − x)y − y2

2

]1−x

0

dx

=
1

6Si le orps dont on herhe le volume est limité supérieurement par la surfae z =
ϕ2(x, y) ≥ 0 et inférieurement par la surfae z = ϕ1(x, y) ≤ 0 alors

V =

∫∫

D

ϕ2(x, y)dxdy +

∫∫

D

ϕ1(x, y)dxdy ,où D est la projetion des deux surfaes sur le plan Oxy. Il est identique pour lesdeux surfaes z = ϕ1(x, y) et ϕ2(x, y). Le as de la fontion hangeant de signe sur
D se traite en partageant D sur des sous domaines D1 et D2 (sur D1 la fontion
f ≥ 0 et sur D2 f ≤ 0). On additionne alors les deux volumes ainsi onstruits.5.5.4 Appliations des intégrales doubles au alul des airesSi l'on forme une somme intégrales pour la fontion f(x, y) = 1 dé�nie sur D,on obtient l'aire

S =

n∑

i=1

1 · ∆SiPassant à la limite, on a
S =

∫∫
dxdyqui représente l'aire du domaine D.Exemple 5.5.5 Calulons l'aire délimitée par les ourbes y = 2−x2 et y = x. Pourela, déterminons d'abord les points d'intersetion des es ourbes a�n de dé�nirle domaine D dont on souhaite aluler l'aire. Ces points d'intersetion véri�entl'équation x = 2−x2 soit les zéros de l'équation x2−x−2 = (x−1)(x+2) = 0. Paronséquent, les deux points M1 et M2 d'intersetion ont pour absisses x1 = −2 et

x2 = 1 et pour ordonnées y1 = −2 et y2 = 1. L'aire S du domaine D délimité parles ourbes y = 2 − x2 et y = x est don
S =

∫ 1

−2

(dy) dx =

∫ 1

−2

(2 − x2 − x)dx

=
27

6
.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



515.5.5 Changement de variablesCe qui suit est aussi valable pour les intégrables triple, quadruple et. . .Soient
x = ϕ(u, v) et y = ψ(u, v). Les appliations ϕ et ψ sont supposées bijetives,ontinues et possédant des dérivées ontinues. On a alors

∫∫

D

f(x, y) dxdy

∫∫

D′

f(u, v)|J | dudv,où J est le déterminant fontionnel ou Jaobien.
J =

∣∣∣∣
∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣Exemple 5.5.6 On souhaite évaluer l'intégrale
∫∫

D

f(x, y) dxdy,où D est un disque entré de rayon ρ0. On souhaite évaluer l'intégrale en oordon-nées polaires, 'est-à-dire utiliser le hangement de variables suivant
x = ρ cos θ = ϕ(ρ, θ)

y = ρ sin θ = ψ(ρ, θ) (5.36)Le alul du Jaobien est aisé et onduit à J = ρ. L'intégrale de f sur le disquedevient :
∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ 2π

0

∫ ρ0

0

fc(ρ, θ) ρ dρdθoù fc représente la fontion f mais exprimée en oordonnées polaires, i.e. telle que
fc(ρ, θ) = f(x(ρ, θ), y(ρ, θ)).Il va sans dire que e hangement de variables est surtout intéressant lorsque l'ona a�aire à une fontion radiale et que le domaine d'intégration est invariant parrotation. Dans e as, la fontion fc ne dépend que de ρ. Ainsi en est-il de lafontion f(x, y) = x2 + y2 ave un domaine DR0

qui est un disque de entre O etde rayon R0. Dans e as fc(ρ) = ρ2 et l'on a :
∫∫

DR0

f(x, y)dx dy =

∫ 2 π

0

∫ R0

0

fc(ρ) ρ dρ dθ (5.37)
= 2π

∫ R0

0

ρ3dρ (5.38)
= 2πR4

0 . (5.39)
Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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54 Séries de Fourierhorloges ne mettant pas en jeu des phénomènes périodiques omme la lepsydre ouplus simplement enore la bougie (très en vogue au Moyen Âge dans les églises etles abbayes) à des horloges à balanier. Ces vieilles horloges qui hantent enore lessalons de nos grands-parents prêtent à sourire et il semble qu'elles ne puissent passoutenir la omparaison ave les montres modernes qui, pour ertaines d'entre ellessont reliées à un satellite et qui ont une dérive inférieure à une seonde par sièle !Cependant es balaniers sont à l'origine d'une déouverte qui met en lumière lesrapports intimes qu'il peut y avoir entre théorie et expériene. Par le truhementde l'esprit, prenons plae sur un ban à la �n du XVIesièle, à Pise, à �té du jeuneGalilée et observons en sa prestigieuse ompagnie le mouvement d'un pendule. Leleteur sait sans doute que, pourvu que l'on néglige les frottements, le balaniera une fréquene propre, 'est-à-dire qu'il osille ave une fréquene indépendantede la façon dont on a initié le mouvement (onditions initiales) et qui, en l'our-rene, dépend de la longueur dudit pendule et de l'aélération de la pesanteur.Tout ela était évidemment inonnu à l'époque mais notre jeune et fougueux italienavait le pressentiment que le balanier e�etuait un mouvement périodique. Mettreà l'épreuve sa théorie serait, aujourd'hui, un jeu d'enfant : il su�t de disposer d'unemontre. Mais à l'époque Galilée ne disposait ni de montre ni d'horloge à balanier.Il dut don se résoudre à observer le mouvement du balanier et mesurer la périodeen la omparant ave son rythme ardiaque. On frémit à l'idée que Galilée pût êtreatteint par des aès soudains de tahyardie ou bradyardie et l'on peut raison-nablement penser que la �foi� qu'il avait en sa théorie l'emportait sur tout autreonsidération fût elle expérimentale. Quoi qu'il en soit, e que Galilée herhait àmesurer est devenu en quelques déennies une mesure du temps. Et les horloges àbalanier détr�nèrent alors les horloges solaires, lepsydres et autres instruments demesure du temps.Le leteur, maintenant persuadé de l'importane des phénomènes périodiques aprobablement maintenant hâte de rentrer dans le vif du sujet et de se livrer à sonexerie favori : la manipulation d'objets mathématiques.6.2 Polyn�mes trigonométriques6.2.1 Fontion périodiqueUne fontion f est dite périodique de période T (ou T−périodique) si et seule-ment si :
∃T ∈ R

∗
+ /∀t ∈ R : f(t+ T ) = f(t) (6.1)Remarque 6.2.1 Si T est une période de la fontion f , les quantités 2T, ..., NTsont aussi des périodes : par onséquent, il existe une in�nité de périodes. En général,e que l'on appelle la période, (appelée par la suite T ) est le plus petit élément nonnul (s'il existe !) de l'ensemble des périodes.6.2.2 Fontion exponentielle omplexeLa fontion ϕn(t) = exp(2iπnt
T ) 1 étant de période T , il en est de même pourtoute ombinaison linéaire des ϕn(t) :

p(t) =
∑

n∈I

cnϕn(t) ,ave card(I) < +∞ et cn ∈ C . (6.2)1Nous verrons un peu plus loin le statut partiulier de la fontion exponentielle omplexe.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



55L'ensemble I étant �ni, on peut supposer que p(t) peut s'érire de la manièresuivante :
pN(t) =

+N∑

n=−N

cnϕn(t) . (6.3)6.2.3 Fontion trigonométriqueLa fontion pN (t) dé�nie en (6.3) est alors appelée polyn�me trigonométriquede degré inférieur ou égal à N . Et nous noterons, par la suite, T T
N l'ensemble de espolyn�mes.Il arrive assez souvent, dans la pratique, que es polyn�mes soient réels. Danse as, on a :

pN (t) =

+N∑

n=−N

cnϕn(t) (6.4)soit
p∗N (t) =

+N∑

n=−N

c∗nϕ
∗
n(t) (6.5)or ϕ∗

n = ϕ−n, d'où :
p∗N =

N∑

n=−N

c∗nϕ−n(t) =
+N∑

n′=−N

c∗−n′ϕn′(t) (6.6)Comme on a pN = p∗N pour tout t, on obtient l'égalité 2 :
c∗n = c−n (6.7)pour tout n dans [−N,+N ]. Cette dernière égalité qui traduit la symétrie her-mitienne des oe�ients du polyn�me trigonométrique montre que si l'on onnaîtles oe�ients à indie positif, on peut déduire le polyn�me trigonométrique.6.2.4 Représentation en Sinus et CosinusL'égalité (6.3) peut s'exprimer en fontion des fontions sinus et osinus :

pN(t) =

+N∑

n=−N

cn

(
cos

(
2πnt

T

)
+ i sin

(
2πnt

T

))

= c0 +
+N∑

n=1

cn cos

(
2πnt

T

)
+

−1∑

n=−N

cn cos

(
2πnt

T

)

+ i

+N∑

n=1

cn sin

(
2πnt

T

)
+ i

−1∑

n=−N

cn sin

(
2πnt

T

)

= c0 +

+N∑

n=1

(cn + c−n) cos

(
2πnt

T

)
+

+N∑

n=1

i (cn − c−n) sin

(
2πnt

T

)2Ce résultat sous-entend que l'on a l'impliation suivante :
pN (t) = 0, ∀t ∈ R =⇒ cn = 0, ∀n ∈ [−N, N ]Nous verrons un peu plus loin que 'est bien le as.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



56 Séries de FourierOn obtient alors :
pN (t) =

1

2
a0 +

+N∑

n=1

an cos

(
2πnt

T

)
+

+N∑

n=1

bn sin

(
2πnt

T

) (6.8)ave pour tout n dans [0, N ]

an = cn + c−n

bn = i(cn − c−n)Et inversement :
cn = (an − ibn)/2

c−n = (an + ibn)/2Si de plus le polyn�me pN (t) est une fontion réelle l'égalité (6.7) onduit à :
an = 2ℜe{cn}
bn = −2ℑm{cn}pour tout n dans [0, N ].6.2.5 Propriété d'orthogonalitéUn alul simple montre que l'on a la propriété suivante :

∫ T

0

ϕn(t)ϕ
∗
m(t) dt = δm,nT . (6.9)Cette propriété fondamentale nous onduit à munir l'espae des polyn�mes tri-gonométriques de période T et de degré inférieur à N , T T

N du produit salairesuivant :
〈p, q〉 =

∫ T

0

pq∗ dt. (6.10)6.2.6 Coe�ients de Fourier des polyn�mes trigonométri-quesL'égalité (6.9) qui traduit l'orthogonalité des fontions ϕn au sens du produitsalaire dé�ni plus haut (6.10), nous permet d'établir très simplement des propriétésfondamentales :
〈pN , ϕm〉 =

〈
+N∑

n=−N

cnϕn, ϕm

〉
=

+N∑

n=−N

cn 〈ϕn, ϕm〉 =
+N∑

n=−N

cnTδn,m = cmT(6.11)d'où :
cm =

1

T
〈pN , ϕm〉 =

1

T

∫ T

0

pNe
− 2iπmt

T dt , ∀m ∈ [−N,N ]. (6.12)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



57Remarque 6.2.2 Si pN(t) = 0 pour tout t, l'égalité érite i-dessus onduit à
cm = 0, ∀m ∈ [−N,N ].Ave les oe�ients am et bm, on obtiendrait :
am =

2

T

∫ T

0

pN cos

(
2πmt

T

)
dt et bm =

2

T

∫ T

0

pN sin

(
2πmt

T

)
dt ∀m ∈ [0, N ].(6.13)On a ainsi résolu le problème d'Analyse Spetrale3 d'une fontion trigonomé-trique : onnaissant la fontion pN , aluler les oe�ients cm de son développementen exponentielles omplexes.6.2.7 Égalité de ParsevalEn�n la propriété d'orthogonalité onduit à un autre résultat très importantonernant le produit salaire de deux polyn�mes trigonométriques :

〈pN , qN 〉 =

〈
+N∑

n=−N

cnϕn,

+N∑

m=−N

dmϕm

〉

=
+N∑

n=−N

+N∑

m=−N

cnd
∗
m 〈ϕn, ϕm〉

=

+N∑

n=−N

+N∑

m=−N

cnd
∗
mTδn,m

= T

+N∑

n=−N

cnd
∗
mCe résultat est onnu sous le nom d'égalité de Parseval. Un as partiulière-ment intéressant s'obtient pour pN = qN :

+N∑

n=−N

|cn|2 =
1

T
‖pN‖2

=
1

T

∫ T

0

|pN |2 dt . (6.14)6.3 Séries de FourierDans e paragraphe, nous allons essayer de généraliser les résultats obtenus dansle paragraphe préédent à une lasse de fontions périodiques beauoup plus vasteque l'espae des polyn�mes trigonométriques. La question fondamentale est alors :toute fontion T−périodique ( f : R −→ C) peut elle se déomposer en unesomme de Fourier i.e. ∀t ∈ [0, T ] f(t) =
∑
n∈I fne

2iπnt
T ?La réponse est bien évidemment négative si l'ensemble I est un ensemble �ni(somme �nie). Il su�t pour ela de onstater que lorsque I est un ensemble �ni, leterme de droite est indé�niment dérivable et que le terme de gauhe n'a a prioriauune raison de l'être. Dans un mémoire en 1807, Joseph Fourier a�rma que laréponse devait être positive pourvu que la somme∑ soit en fait une série 'est-à-direpour laquelle I = Z.3Nous verrons un peu plus loin une justi�ation de e voabulaire urieuxUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



58 Séries de Fourier6.3.1 Le adre de l'espae L
p
♯ ([0, T ])

Lp♯ ([0, T ]) =

{
f : R −→ C, f est T − périodique / ∫ T

0

|f(t)|p dt < +∞
}6.3.2 Théorème fondamentalOn admettra le théorème fondamental suivant :Si f est une fontion de L2

♯ ([0, T ]) et soit fN =
∑+N

n=−N cn(f)e
2iπnt

T ave cn(f) =

1
T

∫ T
0
fe−

2iπnt
T dt, alors ∫ T

0
|f − fN |2 dt N→+∞−→ 04.6.3.3 Approximation dans L2

♯ ([0, T ]).Soit f une fontion de L2
♯ ([0, T ]) et soit pN un élément de T T

N , on peut alorsérire pN =
∑n=+N

n=−N xnϕn. Nous allons herher à approximer une fontion pério-dique quelonque (il faut qu'elle soit quand même dans L2
♯ ([0, T ]) !) par un polyn�mede degré N . En d'autres termes, on se demande si l'on peut trouver les oe�ients

{xn} telles que le reste rN = f − pN soit le plus petit possible au sens de L2
♯ ([0, T ])i.e. telles que ‖rN‖2

L2
♯
([0,T ]) soit le plus petit possible ?On obtient suessivement :
‖rN‖2 = 〈f − pN , f − pN〉

= ‖f‖2
+ ‖pN‖2 − 〈f, pN〉 − 〈pN , f〉

= ‖f‖2
+ ‖pN‖2 − 2ℜe {〈f, pN 〉}Or ‖pN‖2

= T
∑n=+N
n=−N |xn|2 et 〈f, pN 〉 =

〈
f,
∑n=+N
n=−N xnϕn

〉
=
∑n=+N

n=−N x
∗
n 〈f, ϕn〉ave 〈f, ϕ∗

n〉 =
∫ T
0
fϕn dt = Tcn(f). On a don :

‖rN‖2 = ‖f‖2 + T
n=+N∑

n=−N

|xn|2 − 2ℜe {x∗ncn(f)}

= ‖f‖2
+ T

n=+N∑

n=−N

|xn − cn(f)|2 − |cn(f)|2

= ‖f‖2 − T

n=+N∑

n=−N

|cn(f)|2 + T

n=+N∑

n=−N

|xn − cn(f)|2Pour que ‖rN‖2 soit le plus petit possible, il faut don que le dernier terme soitnul i.e. que pour tout n dans [−N,+N ], on ait l'égalité xn = cn(f). Par ailleurs, onpeut établir que le reste rN est orthogonal à toute fontion ϕk (i.e. 〈rN , ϕk〉 = 0).On a, en e�et :4On note parfois : ‖fN − f‖2
L2

♯
([0,T ])

−→ 0 ou même fN
L2

♯ ([0,T ])
−→ f (lire fN onverge vers f ausens de L2

♯ ([0, T ]) )Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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PSfrag replaements

T T
N

ϕ1

ϕ2

f

fN

rN

Fig. 6.1 � Interprétation géométrique
〈rN , ϕk〉 =

〈
f −

n=+N∑

n=−N

cn(f)ϕn, ϕk

〉

= 〈f, ϕk〉︸ ︷︷ ︸
Tck(f)

−
n=+N∑

n=−N

cn(f)〈ϕn, ϕk〉︸ ︷︷ ︸
Tδn,k

= 06.3.4 Théorème de DirihletIl s'agit maintenant de répondre à la question suivante : dans quelle mesurepeut-on a�rmer que pour un point t donné fN (t) onverge (onvergene pontuelle)vers f(t) ? Voii l'énoné du théorème de Dirihlet (ou théorème de la onvergenepontuelle).Théorème 6.3.1 Soit f une fontion de L1
♯ ([0, T ]), si en un point t0 les limites

f(t0+) et f(t0−) existent de même que f ′(t0+) et f ′(t0−) alors on a le résultatsuivant :
fN(t0)

N→+∞−→ 1
2 (f(t0+) + f(t0−))Corollaire 6.3.2 En outre si f est ontinue alors on a la onvergene pontuelleà savoir fN (t0)

N→+∞−→ f(t0).Corollaire 6.3.3 Si f est ontinue partout : alors on peut érire l'égalité : f(t) =∑+∞
n=−∞ cn(f)e

2iπnt
T , où cn(f) sont les oe�ients de Fourier de la fontion f .6.3.5 Quelques exemples de séries de FourierCes exemples seront abordés à l'oasion de séanes de Travaux Dirigés.6.3.6 Analyse spetrale � Coe�ients de FourierConsidérons un système physique où l'on peut dé�nir une �fontion d'entrée� x de lavariable t (le temps, par exemple) et une �fontion de sortie� y de la même variable. Noussupposons qu'il existe un opérateur A tel que l'on peut érire :

y(t) = A(x(t)) . (6.15)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



60 Séries de FourierLa �fontion d'entrée� étant donnée, la question est maintenant de savoir déterminersimplement la �fontion de sortie�. Bien entendu, si l'on n'a auune idée sur l'opérateur
A, il paraît di�ile, voire impossible de répondre à une telle question. Nous allons supposerque A a les trois propriétés suivantes.1. A est un opérateur linéaire.2. A est un opérateur ontinu. Autrement dit, si Xk k→+∞

−→ X alors
lim

k→+∞

A(Xk) = A(X). (6.16)(On peut inverser la limite et l'opérateur A).3. A ommute ave tout opérateur de translation dans le temps i.e. si y(t) = A(x(t))alors y(t− t0) = A(x(t− t0)), pour tout t0 élément de R.L'opérateur est dit alors �ltre linéaire et ontinu. On suppose maintenant, poursimpli�er que x est une fontion périodique et ontinue, de sorte que l'on peut érire :
x(t) =

∑

n∈Z

cnϕn(t) . (6.17)En vertu des propriétés 1 et 2, on peut alors érire :
y(t) = A(

∑

n∈Z

cnϕn(t)) =
∑

n∈Z

cnyn(t) , (6.18)ave yn(t) = A(ϕn(t)). La propriété 3 et ette dernière égalité nous onduisent alors à :
yn(t+ u) = A(ϕn(t+ u)) . (6.19)Cette dernière égalité serait sans intérêt si l'on ne tenait pas ompte du statut privilégié�un de plus� de la fontion exponentielle omplexe. En e�et, on a :
ϕn(t+ u) = ϕn(u)ϕn(t) , (6.20)qui nous onduit à

yn(t+ u) = ϕn(u)A(ϕn(t)) , (6.21)égalité qui pour, t = 0, s'érit omme suit
yn(u) = λnϕn(u) , (6.22)ave λn = A(ϕn(0)). En dé�nitive, on obtient :
A(ϕn(u)) = λnϕn(u) (6.23)La fontion ϕn apparaît alors omme une fontion propre de l'opérateur A assoiée à lavaleur propre λn. On dit alors que {λn}n∈Z onstitue le spetre pontuel de l'opérateur

A, e qui justi�e a posteriori le terme d'Analyse spetrale. Une fois que l'on a alulé lesoe�ients {λn}n∈Z le problème est alors entièrement résolu puisque l'on a :
y(t) =

∑

n∈Z

cnλnϕn(t) . (6.24)6.4 Un exemple d'utilisation des séries de Fourier :la orde vibrante6.4.1 La orde vibrante �xée entre deux points : généralitésUne orde de longueur L et de masse linéïque λ est tendue entre deux points
A et B ave une tension supposée onstante T tout le long de ladite orde. On sepropose d'étudier les petites osillations de ette orde à partir de deux types deUniversité de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



61onditions initiales �type orde pinée (guitare, lavein, . . .)) et type orde frappée(piano, . . .)� que l'on préisera ultérieurement. La forme de la orde est entièrementdéterminée par la fontion Ψ des deux variables z et t (f. �gure (6.2)). Cettefontion est solution de l'équation des ondes :
∂2Ψ

∂z2
− 1

c2
∂2Ψ

∂t2
= 0 , (6.25)ave c =

√
T
λ et doit véri�er les deux onditions aux limites Ψ(0, t) = Ψ(L, t) = 0.L'énoné de e problème est enore inom-

A(0, 0)

B(L, 0)

Ψ

zFig. 6.2 � Corde vibrante : �ashà l'instant t.
plet : il nous faut enore donner la forme ainsique la vitesse de la orde en tout point, à uninstant donné. Sans perte de généralité, nouspouvons nous donner es onditions initiales àl'instant t = 0. Nous exprimons mathématique-ment es deux onditions en se donnant a priorideux fontions f et g telles que :

Ψ(z, 0) = f(z) et ∂Ψ

∂t
(z, 0) = g(z) . (6.26)Nous pouvons maintenant nous atteler à la tâhe.Pour ela, nous allons onsidérer que Ψ est larestrition sur l'intervalle [0, L] d'une fontion

Ψ̃ dé�nie sur R. Cette fontion Ψ̃ est périodique en z, de période 2L et impaire, desorte que l'on peut érire :
Ψ̃ =

+∞∑

p=1

Φp(t) sin(Kpz) , (6.27)ave Kp
déf
= pπ

L . La fontion Ψ̃, omme Ψ, étant solution de l'équation des ondes,on obtient :
+∞∑

p=1

(−K2
pΦp(t) −

1

c2
Φ′′
p(t)) sin(Kpz) = 0 , (6.28)si l'on a supposé au préalable que l'on a le droit d'intervertir les dérivées partielleset les sommes in�nies. Cela signi�e, que pour toute valeur de p, on a l'égalité :

−K2
pΦp(t) −

1

c2
Φ′′
p(t) = 0 (6.29)i.e. en posant ωp déf= cKp, Φ′′

p(t)+ω
2
pΦp(t) = 0. Cette dernière équation di�érentiellea une solution bien onnue qui est

Φp(t) = Ap cos(ωpt) +Bp sin(ωpt) . (6.30)En remplaçant dans l'égalité (6.27) la fontion Φp par ette expression, on trouvel'égalité :
Ψ̃ =

+∞∑

p=1

(
Ap cos(ωpt) +Bp sin(ωpt)

)
sin(Kpz) . (6.31)Remarque 6.4.1 L'idée de la méthode onsiste à remplaer l'étude de la fontion

Ψ, solution d'une équation di�érentielle ave des �onditions aux bords�, par l'étuded'une fontion périodique ayant une �ertaine régularité�, solution de la même équa-tion di�érentielle.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



62 Séries de Fourier
x

y

Dh f

Bf̃ A

αL

Fig. 6.3 � Graphe des fontions f et f̃ (0 < α < 1).Remarque 6.4.2 Par la suite, on ne distinguera plus toujours la fontion dé�niesur tout R, Ψ̃, et sa restrition Ψ.Il nous reste maintenant à déterminer les onstantes {Ap}p=1,+∞ et {Bp}p=1,+∞en fontion de f et g. Pour ela il su�t de onsidérer la fontion f̃ (resp. g̃) qui estimpaire et 2L−périodique et dont la restrition à [0, L] est f (resp. g). On a alors :
f̃ =

+∞∑

p=1

fp sin(Kpz) et g̃ =

+∞∑

p=1

gp sin(Kpz) . (6.32)Il su�t alors d'égaler d'une part Ψ̃(z, 0) et f̃ et d'autre part ∂Ψ̃
∂t (z, 0) et g̃, soit :

+∞∑

p=1

Ap sin(Kpz) =

+∞∑

p=1

fp sin(Kpz) (6.33)et
+∞∑

p=1

Bpωp sin(Kpz) =
+∞∑

p=1

gp sin(Kpz) (6.34)e qui onduit immédiatement à
Ap = fp et Bp =

gp
ωp

. (6.35)On a don en dé�nitive :
Ψ(z, t) =

+∞∑

p=1

(
fp cos(ωpt) +

gp
ωp

sin(ωpt)
)

sin(Kpz) . (6.36)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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x

y

δL

Mv0 g

B

g̃

A

αL

Fig. 6.4 � Graphe des fontions g et g̃ (0 < α < 1, 0 < δ < min(2α, 2(1 − α))).6.4.2 Cas de la orde pinéeOn suppose qu'à l'instant initial la orde a l'allure donnée à la �gure (6.3). Lafontion f introduite au paragraphe préédent est alors donnée par5 :
f(x) =






hx
αL , si 0 < x < αL

h(x−L)
(α−1)L , si αL < x < L

0 , sinon (6.37)où α est un paramètre tel que 0 < α < 1. Par ailleurs, on dé�nit sa �périodisée� f̃omme suit6 :
f̃ =

+∞∑

k=−∞

f(x− 2kl) − f(−x+ 2kl) . (6.38)En�n, on onsidère qu'à l'instant t = 0 la orde est sans vitesse initiale de sorte que
g̃ = 0. Le leteur montrera à titre d'exerie que :

fp = Cα
sin(pπα)

p2
, ave Cα =

2h

π2α(1 − α)
et gp = 0 . (6.39)e qui nous onduit à :

Ψ(z, t) = Cα

+∞∑

p=1

sin(pπα)

p2
cos(ωpt) sin(Kpz) . (6.40)6.4.3 Cas de la orde frappéeDans e as là, on suppose que la orde, à l'instant t = 0 a l'allure de la ordeau repos ependant que la vitesse de la orde au même instant est dérite par lafontion g représentée à la �gure (6.4). De la même façon que préédemment on5On notera que la fontion f est bien ontinue.6Le leteur véri�era sans peine que ette fontion ainsi dé�nie est bien impaire et 2L-périodiqueet que f est bien la restrition de ette fontion à [0, L]Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



64 Séries de Fourieronstruit la �périodisée� de g de la manière suivante :
g̃ =

+∞∑

k=−∞

g(x− 2kl) − g(−x+ 2kl) (6.41)Dans e as, le leteur doit trouver :
gp =

C′

p
sin
(pπδ

2

)
sin(pπα) , (6.42)ave C′ = 4v0

π , e qui nous onduit à :
Ψ(z, t) = C′

+∞∑

p=1

sin
(
pπδ
2

)
sin(pπα)

pωp
sin(ωpt) sin(Kpz) . (6.43)Or, on a l'égalité ωp = Kpc = pπc

L qui donne immédiatement :
Ψ(z, t) =

C′L

cπ

+∞∑

p=1

sin
(
pπδ
2

)
sin(pπα)

p2
sin(ωpt) sin(Kpz) . (6.44)6.4.4 Comparaison entre les ordes pinées et les ordes frap-péesImaginons un instant que dans les deux as nous ayons a�aire à la mêmeorde de sorte que les pulsations temporelles {ωp}p=1,+∞ et les pulsations spatiales

{Kp}p=1,+∞ soient les mêmes dans les deux as. On a alors ave des notations quiparlent d'elles-mêmes :
ΨP =

+∞∑

p=1

ΨP
p =

+∞∑

p=1

ap sin(Kpz) cos(ωpt) ave ap = Cα
sin(pπα)

p2
(6.45)et

ΨF =

+∞∑

p=1

ΨF
p =

+∞∑

p=1

bp sin(Kpz) sin(ωpt) ave bp =
C′L

cπ

sin(pπα) sin(pπδ2 )

p2
.(6.46)Il faut don interpréter es résultats de la manière suivante. Si l'on admet que lesordes étudiées sont dans l'air, milieu apable de véhiuler le son, alors le son émispar es ordes peut être déomposé en sons purs de fréquene fp =

ωp

2π . Une ordepeut don être assimilée à une in�nité de diapasons de fréquenes fp multiples dela fréquene f1 qui est appelée fréquene fondamentale. Il s'agit maintenantd'étudier l'amplitude assoiée à haun de es diapasons, amplitude donnée par appour la orde pinée (resp. bp pour la orde frappée). On va supposer maintenantqu'on n'entende que les huit premières harmoniques : f1 jusqu'à 8f1 (nous verronsplus loin que 'est liite). Nous avons alors le tableau suivant :
f1 2f1 3f1 4f1 5f1 6f1 7f1 8f1
f1 2f1 f2 4f1 f3 2f2 f4 8f1Il apparaît alors quatre fréquenes f1, f2, f3 et f4 (appelées notes en Mu-sique) di�érentes ainsi que es mêmes notes une ou plusieurs otaves au-dessus(2f1, 4f1, 8f1) et (2f2). Or les fréquenes f2 et f3 orrespondent en réalité respeti-vement à la quinte et à la tiere. Si don on veut éliminer la fréquene f4 qui �frotte�Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



65au moins pour nos oreilles d'oidentaux (ette note orrespond au Si♭3), il su�tde prendre α = 1
7 de sorte que l'on annule les termes a7, a′7, a14, a′14, et . . .Parailleurs, si l'on hoisit δ petit � que l'on songe à la taille du marteau d'un piano parrapport à elle de la orde � alors pour les harmoniques basses (p petit) on a pδpetit, e qui nous permet d'érire :

bp ≃
C′Lδ

2c

sin(pπα)

p
(6.47)et

ap = Cα
sin(pπα)

p2
(6.48)On onstate alors que, pour les harmoniques audibles (harmoniques basses), on aune déroissane plus rapide de l'amplitude de es harmoniques pour les ordespinées que pour les ordes frappées. À titre d'exemple, on donne le tableau suivantave α = 1

7 et δ = 1
20 .

p 1 2 3 4 5 6 7 8
ap/a1 1.000 0.4505 0.2497 0.1404 0.0721 0.0278 0.000 -0.0156
bp/b1 1.000 0.8992 0.7428 0.5531 0.3516 0.1607 0.000 -0.1171Conlusion 6.4.3 Si l'on s'intéresse à la gamme dite juste (gamme du physiien)et si l'on prend omme fréquene fondamentale f1 = 256Hz (orrespondant à p = 1dans le développement en série de Fourier), on a alors l'émission de la note Do(appelé Do3). Dans ette gamme, les fréquenes 2f1, 3f1, 4f1, 5f1 et 6f1 orres-pondent alors respetivement au Do4, Sol4, Do5, Mi5 et Sol6. D'autre part, si l'onaepte (e qui est un modèle simpliste) que l'oreille soit un réepteur quadratique,le mélomane �entendra� une superposition de sons purs ave une énergie propor-tionnelle au arré des oe�ients de Fourier. En�n, si l'on onsidère que l'on peutdistinguer un son (au milieu d'autres sons) si son énergie est supérieure à 5% duson orrespondant au son le plus énergétique (généralement, orrespondant à la notefondamentale), on onstate que l'on n'entend que le Do3, le Do4 et le Sol4 (otaveet une quinte) dans le as de la orde pinée, alors que l'on entend le Do3 , Do4,

Sol4, Do5 et Mi5 (qui fait apparaître l'aord de Do majeur � une tiere et unequinte justes) dans le as de la orde frappée.On peut ainsi peut-être expliquer pourquoi à la �n du XVIIIesièle le piano, alorsappelé piano forte a progressivement détr�né le lavein . . .Remarque 6.4.4 On pourrait, à juste titre, émettre quelques réserves onernantles onlusions tirées plus haut. Le mélomane averti ne peut pas roire que le sonémis par une guitare, une mandoline ou une harpe soit si pauvre que l'on n'entendeque trois sons purs. La réalité est évidemment plus subtile ar nous avons omis soi-gneusement de parler de la aisse de résonane, aisse sans laquelle on n'entendraitqu'un son e�etivement extrêmement pauvre et faible. Il s'avère que le son émispar la orde exite les très nombreuses fréquenes propres de la aisse de résonane.Il faut de nouveau onsidérer la aisse de résonane de la guitare, par exemple,omme une assemblée de diapasons pouvant avoir des fréquenes propres très voi-sines. Ainsi, si un guitariste gratte la orde de Sol4 (note fondamentale inaudibleen pratique), il exitera les fréquenes de résonane de la aisse préférentiellementautour du Sol4 (notes audibles). Ces fréquenes de la aisse déterminent le timbrede l'instrument et enrihit le son extrêmement pauvre de la orde seule. Toutefois,es réserves étant émises, il reste que la onlusion tirée plus haut demeure.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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Chapitre 7Transformation de Fourier desfontions sommablesSommaire7.1 Dé�nition de l'espae L1(R) . . . . . . . . . . . . . . . . 677.2 Dé�nition de la transformée de Fourier d'une fontionsommable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 687.3 Transformée de Fourier inverse . . . . . . . . . . . . . . 687.4 Exemples de transformée de Fourier . . . . . . . . . . . 687.4.1 Transformée de Fourier la fontion porte Π. . . . . . . . 687.4.2 Transformée de Fourier de la fontion gaussienne . . . . 697.4.3 Transformée de Fourier de la fontion exp(− |x|) . . . . 697.5 Quelques propriétés des transformées de Fourier . . . 707.5.1 Linéarité de la Transformée de Fourier . . . . . . . . . . 707.5.2 Transformée de Fourier des fontions réelles . . . . . . . 707.5.3 Changement d'éhelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 707.5.4 Parité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 717.5.5 Translation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 717.5.6 Modulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 717.5.7 Dérivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 717.5.8 Théorème de Parseval-Planherel . . . . . . . . . . . . . 717.6 Transformation de Fourier bidimensionnelle . . . . . . 727.6.1 Dé�nition de l'espae L1(R2) . . . . . . . . . . . . . . . 727.6.2 Dé�nition de la transformée de Fourier bidimensionnelled'une fontion sommable . . . . . . . . . . . . . . . . . 727.6.3 Transformée de Fourier d'une fontion radiale . . . . . . 72Dans e hapitre, nous allons étendre la plupart des résultats obtenus pour lesséries de Fourier en remarquant qu'une fontion quelonque (pourvue de qualitésdéentes) est grosso modo une fontion périodique dont la période est in�nie. Il s'agitalors très grossièrement de remplaer une somme disrète ∑ par une intégrale ∫ .7.1 Dé�nition de l'espae L1(R)Soit f une fontion de R dans C, f est élément de L1(R) si et seulement si∫
R
|f | dx < +∞ . On dit alors que la fontion est sommable.67



68 Transformée de Fourier des fontions sommables7.2 Dé�nition de la transformée de Fourier d'unefontion sommableÉtant donnée une fontion f de L1(R), on dé�nit la transformée de Fourier de
f , notée F−(f) ou f̂ de la manière suivante :

F
−(f)(ν) = f̂(ν) =

∫

R

f(x)e−2iπνx dx (7.1)Remarque 7.2.1 Il arrive parfois que l'on renontre d'autres dé�nitions pour latransformée de Fourier omme :
F

+(f)(ν) = f̂(ν) =

∫

R

f(x)e+2iπνx dx (7.2)Par ailleurs, la présene du oe�ient 2π dans l'exposant est onventionnelle etpermet d'avoir une formule de réiproité partiulièrement simple. On voit aussi,parfois, en Physique, les transformées de Fourier suivantes :
F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫

R

f(x)e−iωx dx (7.3)ou bien en Physique Quantique
F(Ψ)(p) =

1√
2πℏ

∫

R

Ψ(x) e−ipx/ℏdx (7.4)Remarque 7.2.2 L'égalité 7.1 a bien un sens puisque l'on a les inégalités sui-vantes :
∣∣∣f̂(ν)

∣∣∣ ≤
∫

R

|f(x)|
∣∣e−2iπνx

∣∣ dx ≤
∫

R

|f(x)| dx < +∞ (7.5)7.3 Transformée de Fourier inverseLa question est maintenant de savoir si à partir de la onnaissane de la transfor-mée de Fourier d'une fontion (son équivalent pour les fontions périodiques étantla onnaissane de l'ensemble des oe�ients de Fourier) on est apable de retrouverla fontion. La réponse est positive puisque l'on a le théorème suivant :Théorème 7.3.1 Soit f une fontion sommable telle que f̂ soit aussi sommable,alors on a l'égalité F+(F−(f)(t) = f(t), en tout point où la fontion f est ontinue.Remarque 7.3.2 Nous allons voir dans l'exemple qui suit, que, malheureusement,il se peut que f soit sommable sans que sa transformée de Fourier le soit.7.4 Exemples de transformée de Fourier7.4.1 Transformée de Fourier la fontion porte Π.Il est d'abord lair que la fontion porte est une fontion sommable .
Π̂(ν) =

∫

R

Π(x)e−2iπνx dx =

∫ 1
2

− 1
2

e−2iπνx dx (7.6)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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x

y

− 1
2

1
2

Π1

Fig. 7.1 � La fontion porte Π.Pour ν = 0, on a immédiatement Π̂(0) = 1, et pour des valeurs non nulles de
ν, on a ∫ 1

2

− 1
2

e−2iπνx dx = −1
2iπν

[
e−2iπνx

] 1
2

− 1
2

= sinπν
πν . En appelant sinc la fontiondé�nie par sinc(x) = sin(x)

x , pour tout x non nul et prolongée par ontinuité en zéro,on obtient :
Π̂(ν) = sinc (πν) (7.7)On peut, par ailleurs montrer que la fontion sinc n'est pas sommable.7.4.2 Transformée de Fourier de la fontion gaussienneIl est aisé de montrer que ette fontion est bien sommable (on peut par exemplepartir de l'inéquation exp(−x2) < exp(− |x|), pour tout x n'étant pas dans l'inter-valle [−1, 1]). On a alors, en posant g = exp(−x2) :

ĝ =
∫

R
exp(−x2)e−2iπνx dx

=
∫

R
exp

[
−
[
(x+ iπν)2 + π2ν2

]]
dx

= e−π
2ν2 ∫

R
exp

[
−(x+ iπν)2

]
dx

(7.8)En faisant le hangement de variable z = x+ iπν, on est amené à onsidérer uneintégrale dans le plan omplexe :
ĝ = e−π

2ν2

∫

R+iπν

e−z
2

dz (7.9)On admettra que la fontion e−z2 de la variable omplexe z étant holomorphe,l'intégrale dans le plan omplexe ∫
R+iπν e

−z2 dz est égale à l'intégrale �ordinaire�
∫

R
e−x

2

dx (on a, en quelque sorte, négligé iπν devant l'in�ni). En�n, on peut mon-trer (f. T.D, par exemple) que : ∫
R
e−x

2

dx =
√
π. On a alors l'égalité :

ĝ =
√
πe−π

2ν2 (7.10)Remarque 7.4.1 La transformée de Fourier d'une gaussienne est enore une gaus-sienne.7.4.3 Transformée de Fourier de la fontion exp(− |x|)Soit h la fontion h = exp(− |x|). Des aluls élémentaires (f. T.D. par exemple)onduisent à :Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



70 Transformée de Fourier des fontions sommables
ĥ =

2

1 + 4π2ν2
(7.11)7.5 Quelques propriétés des transformées de Fou-rier7.5.1 Linéarité de la Transformée de FourierSoit f et g deux fontions omplexes et sommables et soit λ et µ deux omplexesquelonques, on a alors :

F(λf + µg) = λF(f) + µF(g) (7.12)7.5.2 Transformée de Fourier des fontions réellesSoit f une fontion réelle, il est alors immédiat de onstater que f̂(−ν) = f̂∗(ν).Cette propriété appelée souvent symétrie hermitienne sera souvent utilisée en Phy-sique : elle signi�e que si l'on onnaît uniquement la transformée de Fourier de
f pour les valeurs positives de ν (es valeurs positives de ν s'identi�ant aux fré-quenes) on peut, par onjugaison, onnaître la transformée de Fourier de f pourles valeurs négatives de ν(et par onséquent onnaître la transformée de Fourier de
f pour toutes les valeurs de ν). Ainsi, par transformée de Fourier inverse, on peutespérer onnaître la fontion f à partir uniquement de sa transformée de Fourierpour les valeurs positives de ν. Cette propriété remarquable est en général faussepour des fontions non réelles.7.5.3 Changement d'éhelleSoit f une fontion sommable et a un réel non nul, on se propose d'évaluer laquantité suivante :

F(f(ax)) =

∫

R

f(ax)e−2iπνx dx (7.13)On fait alors le hangement de variable u = ax. Si a est un réel positif, on aalors :
F(f(ax))(ν) =

1

a

∫ ∞

−∞

f(u)e−2iπν u
a du (7.14)Et si a est un réel négatif :

F(f(ax))(ν) =
1

a

∫ −∞

+∞

f(u)e−2iπν u
a du = −1

a

∫ ∞

−∞

f(u)e−2iπν u
a du (7.15)En résumé, nous avons don :

F(f(ax))(ν) =
1

|a|F(f(x))(
ν

a
) (7.16)Cette dernière propriété a une signi�ation physique très importante : un signaldont le support est étroit (resp. large) dans le domaine temporel est large (resp.étroit) dans le domaine des fréquenes.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



717.5.4 ParitéEn utilisant l'égalité 7.16 ave a = −1, il est immédiat de onstater que si lafontion f est paire (resp. impaire), sa transformée de Fourier est aussi paire (resp.impaire) : la transformée de Fourier onserve la parité.7.5.5 TranslationSoit f une fontion sommable, on veut évaluer :
F(f(x− a))(ν) =

∫

R

f(x− a)e−2iπνx dx (7.17)En faisant le hangement de variable u = x− a, on obtient :
F(f(x− a))(ν) =

∫

R

f(u)e−2iπν(u+a) du = e−2iπνa
F(f(x))(ν) (7.18)On dit alors que l'on a modulé le signal.Une translation dans le domaine spatial équivaut à une modulation dans le do-maine fréquentiel.7.5.6 ModulationCette opération est en quelque sorte l'opération inverse de l'opération de trans-lation. On a, en e�et :

F(e−2iπν0xf(x))(ν) =

∫

R

f(x)e−2iπ(ν+ν0)x dx = F(f(x))(ν + ν0) (7.19)Une modulation dans le domaine spatial équivaut à une translation dans le do-maine fréquentiel.7.5.7 DérivationSupposons que f et sa dérivée f ′ soient toutes les deux sommables, nous allonsaluler la Transformée de Fourier de f ′ :
F(f ′) =

∫

R

f ′(x)e−2iπνx dx =
[
f(x)e−2iπνx

]+∞

−∞
+ 2iπν

∫

R

f(x)e−2iπνx dx (7.20)Nous allons alors admettre que si f et sa dérivée f ′ sont toutes les deux som-mables alors néessairement f s'annule à l'in�ni (f(±∞) = 0). Dans es onditions,on obtient :
F(f ′) = 2iπνF(f) (7.21)Le passage à la transformée de Fourier transforme des équations di�érentiellesen équations algébriques.7.5.8 Théorème de Parseval-PlanherelSi l'on introduit le produit salaire 〈f, g〉L2(R) =

∫
R
f g∗ dx, alors on admettrasans démonstration l'égalité suivante :

〈
f̂ , ĝ

〉

L2(R)
= 〈f, g〉L2(R) (7.22)qui n'est évidemment pas sans rappeler l'égalité obtenue dans le hapitre préé-dent onernant les fontions périodiques.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)
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x

y

θ
r

ν

µ

Ψ
K

Fig. 7.2 � Passage aux oordonnées polaires dans l'espae diret et dans l'espaede Fourier.7.6 Transformation de Fourier bidimensionnelle7.6.1 Dé�nition de l'espae L1(R2)Soit f une fontion de R2 dans C, f est élément de L1(R2) si et seulement si∫
R2 |f | d2x < +∞ .7.6.2 Dé�nition de la transformée de Fourier bidimension-nelle d'une fontion sommableÉtant donnée une fontion f de L1(R2), on dé�nit la transformée de Fourier de
f , notée enore F(f) ou f̂ de la manière suivante :

F(f)(ν, µ) = f̂(ν, µ) =

∫

R2

f(x, y)e−2iπ(νx+µy) dxdy (7.23)7.6.3 Transformée de Fourier d'une fontion radialeIl arrive assez souvent que les fontions que l'on utilise en Physique ne dépendent quede la distane à un point. La fontion f ne dépend alors expliitement que d'une seulevariable que l'on note généralement r. Dans es onditions, il existe une fontion F telleque F (r) = f(x, y). Posant ν = K cosψ et µ = K sinψ, la transformée de Fourier de fprend l'allure suivante :
f̂ =

∫ +2π

0

∫ +∞

0

F (r)e−2iπKr(cosψ cos θ+sinψ sin θ)r drdθ (7.24)Utilisant le théorème de Fubini, on arrive à :
f̂ =

∫ +∞

0

rF (r)

[∫ +2π

0

e−2iπKr cos(ψ−θ) dθ

]
dr (7.25)L'expression entre rohets est exprimable à partir de fontions spéiales appeléesfontions de Bessel. Ce présent support de ours n'ayant pas voation à insister sur epoint on pourra onsulter des ouvrages plus spéialisés. Dans es ouvrages on pourratrouver, entre autres, l'égalité suivante :

∫ +2π

0

e−iu cosφ dφ = 2πJ0(u) (7.26)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



73Prenant en ompte la périodiité de la fontion osinus, on obtient :
∫ +2π

0

e−2iπKr cos(ψ−θ) dθ = 2πJ0(2πKr) , (7.27)e qui nous onduit à
f̂ = 2π

∫ +∞

0

rJ0(2πKr)F (r) dr . (7.28)Cette dernière égalité est souvent appelée transformation de Hankel.Il existe un as partiulier important notamment en Optique pour aluler l'intensitédi�ratée par un trou irulaire dans le adre de la di�ration de Fraunhofer. Ce aspartiulier orrespond à :
F (r) =

{
1 , si r < R0

0 , sinon (7.29)La transformée de Fourier est alors réduite à :
f̂ = 2π

∫ R0

0

rJ0(2πKr) dr . (7.30)Cette fois-i enore ette intégrale est exprimable uniquement en fontion de fontionsspéiales et l'on peut voir dans les ouvrages ités plus haut l'identité suivante :
∫ x

0

uJ0(u) du = xJ1(x) , (7.31)e qui nous onduit sans peine à :
f̂ = 2πR2

0
J1(2πKR0)

2πKR0
. (7.32)Cette dernière expression est à rapproher de l'expression obtenue pour la transforméede Fourier (monodimensionnelle) de la fontion porte. Avant de �nir, il est important denoter que, omme dans le as de la fontion sinus, la fontion de Bessel J1 est nulle enzéro. Plus préisément, on a l'équivalene suivante :

J1(x) ∼
0
x/2 , (7.33)de sorte qu'en zéro f̂ vaut πR2

0.
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Chapitre 8Introdution à l'AnalysevetorielleSommaire8.1 Propos liminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 758.1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 758.1.2 Remarque sur les notations . . . . . . . . . . . . . . . . 768.2 Flux d'un hamp de veteurs . . . . . . . . . . . . . . . 768.3 Théorème de Green-Ostrogradsky . . . . . . . . . . . . 768.3.1 Énoné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 768.3.2 Le théorème du gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . 768.4 Propriétés de l'opérateur divergene . . . . . . . . . . . 778.4.1 Caratère intrinsèque de l'opérateur divergene . . . . . 778.4.2 Linéarité de l'opérateur divergene . . . . . . . . . . . . 778.4.3 En vra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 778.5 Champ à �ux onservatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . 778.6 Le théorème de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 788.6.1 Cirulation d'un hamp de veteurs le long d'une ourbe 788.6.2 Énoné du théorème de Stokes . . . . . . . . . . . . . . 788.7 Propriétés de l'opérateur rotationnel . . . . . . . . . . 788.7.1 Caratère intrinsèque de l'opérateur rotationnel . . . . . 788.7.2 Linéarité de l'opérateur rotationnel . . . . . . . . . . . . 788.7.3 En vra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 788.8 Opérateurs di�érentiels du seond ordre . . . . . . . . 798.1 Propos liminaires8.1.1 IntrodutionEn Physique, on est amené à assoier une grandeur physique à un hamp deveteurs. Un hamp de veteurs est une appliation qui à tout point de l'espae,
M , assoie un veteur ~V . On note alors ~V (M) ou bien ~V (~r), ~r étant le veteurposition. Soit alors (−→e x,−→e y,−→e z) une base orthonormée, on peut alors déomposeren haque point le veteur ~V dans ette base partiulière :

~V (~r) = Vx(~r)
−→e x + Vy(~r)

−→e y + Vz~r)
−→e z . (8.1)75



76 Introdution à l'Analyse vetorielle8.1.2 Remarque sur les notationsDans tout e qui suit, on notera les intégrales doubles ∫Σ plut�t que ∫∫Σ et lesintégrales triples ∫
Ω
plut�t que ∫∫∫

Ω
1.8.2 Flux d'un hamp de veteursSoit ~V (~r), un hamp de veteurs et Σ une surfae, on dé�nit le �ux du hampde veteurs ~V (~r) à travers Σ, le salaire ΦΣ(~V ) dé�ni par :

ΦΣ(~V ) =

∫

Σ

~V (~r) · ~n ds (8.2)Remarque 8.2.1 L'orientation de la normale est évidemment fondamentale puisquesuivant le hoix de l'orientation le �ux sera positif ou négatif.Propriétés 8.2.2 .1. Si Σ = Σ1 ∪ Σ2 ave Σ1 ∩ Σ2 = ∅. On a
ΦΣ(~V ) = ΦΣ1

(~V ) + ΦΣ2
(~V ) . (8.3)2. Soit ~V1 et ~V2 deux hamps de veteurs et soit λ1 et λ2 deux salaires quel-onques, on a :

ΦΣ

(
λ1
~V1 + λ2

~V2

)
= λ1 ΦΣ

(
~V1

)
+ λ2 ΦΣ

(
~V2

)
. (8.4)8.3 Théorème de Green-Ostrogradsky8.3.1 ÉnonéSoit ~V un hamp de veteurs et soit Ω un ensemble borné et soit Σ = ∂Ω (borddu domaine Ω). On a alors la relation :

∫

Ω

div ~V d~r =

∫

Σ

~V · ~n ds . (8.5)où l'opérateur div est un opérateur agissant sur un hamp de veteurs, appeléopérateur divergene. Exprimé en oordonnées artésiennes, l'opérateur divergenes'érit de la manière suivante :
div ~V =

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

. (8.6)8.3.2 Le théorème du gradient
∫

Ω

grad U d~r =

∫

Σ

U ~nds . (8.7)1Σ et Ω désignant respetivement des surfaes et des volumes.Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



77Pour montrer ette propriété il su�t de onsidérer la suite des égalités suivantes :
(∫

Ω

grad U d~r

)
· −→e x =

∫

Ω

(grad U · −→e x) d~r (8.8)
=

∫

Ω

∂U

∂x
d~r (8.9)

=

∫

Ω

div (U −→e x) d~r (8.10)
=

∫

Σ

U −→e x · ~nds (8.11)
=

(∫

Σ

U ~n ds

)
· −→e x . (8.12)Cette égalité peut s'obtenir de la même manière pour −→e y et −→e z , e qui montre lapropriété.8.4 Propriétés de l'opérateur divergene8.4.1 Caratère intrinsèque de l'opérateur divergeneL'égalité 8.6 semble suggérer que la divergene du hamp veteurs ~V dépende duhoix de la base sur laquelle on projette ledit hamp de veteurs. En fait, on peutmontrer qu'il n'en est rien, e qui garantit à et opérateur un statut partiulier.8.4.2 Linéarité de l'opérateur divergeneSoit ~V1 et ~V2 deux hamps de veteurs et soit λ1 et λ2 deux salaires quelonques,on a :

div
(
λ1
~V1 + λ2

~V2

)
= λ1 div

(
~V1

)
+ λ2 div

(
~V2

)
. (8.13)8.4.3 En vra

div
(
α ~V

)
= α div

(
~V
)

+ gradα · ~V . (8.14)8.5 Champ à �ux onservatifLorsque le hamp d'un veteur ~U est tel que sa divergene est nulle en toutpoint, on parle de hamp à �ux onservatif. Pour des hamps de veteurs pareils,on peut parler de �ux à travers une ourbe fermée orientée Γ. En e�et, on peutonsidérer une surfae ΣΓ dont le bord est préisément Γ, on peut parler de �ux duhamp de veteurs ~V à travers la surfae ΣΓ, soit ΦΣΓ

(
~V
). Le problème, 'est qu'ilexiste une in�nité de surfaes ΣΓ dont le bord est Γ. Mais pour toutes les surfaes

ΣΓ, l'expression ΦΣΓ

(
~V
) reste invariante. À et e�et , onsidérons deux surfaes

ΣΓ et Σ′
Γ, deux surfaes qui �s'appuient� sur Γ. Ces deux surfaes délimitent unvolume Ω. Le théorème de Green Ostrogradsky donne alors la relation suivante :

∫

Ω

div ~V d~r =

∫

ΣΓ∪Σ′

Γ

~V · ~next ds (8.15)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



78 Introdution à l'Analyse vetorielleSi le hamp de veteurs est à divergene nulle, on a don la relation :
∫

ΣΓ

~V · ~next ds = −
∫

Σ′

Γ

~V · ~next ds , (8.16)i.e. ∫

ΣΓ

~V · ~n+ ds =

∫

Σ′

Γ

~V · ~n+ ds . (8.17)Ainsi, quelle que soit la surfae ΣΓ s'appuyant sur Γ, le �ux reste le même.8.6 Le théorème de Stokes8.6.1 Cirulation d'un hamp de veteurs le long d'une ourbeSoit ~V un hamp de veteurs et Γ une ourbe. On dé�nit la irulation de ~V lelong de Γ, le salaire suivant :
CΓ

(
~V
)

=

∫

Γ

~V · ~t dl , (8.18)où ~t est le veteur tangent à Γ.8.6.2 Énoné du théorème de StokesSoit ~V un hamp de veteurs et soit Γ une ourbe fermée orientée et une surfae
ΣΓ �s'appuyant� sur Γ. La relation suivante

∫

Γ

~V · ~t dl =

∫

ΣΓ

rot ~V · ~nds , (8.19)où l'opérateur rot est un opérateur di�érentiel vetoriel agissant sur un hamp deveteurs, appelé opérateur rotationnel. Exprimé en oordonnées artésiennes, etopérateur s'érit de la manière suivante :
rot ~V =

(
∂Vz
∂y

− ∂Vy
∂z

)
−→e x +

(
∂Vx
∂z

− ∂Vz
∂x

)
−→e y +

(
∂Vy
∂x

− ∂Vx
∂y

)
−→e z . (8.20)8.7 Propriétés de l'opérateur rotationnel8.7.1 Caratère intrinsèque de l'opérateur rotationnelL'opérateur rotationnel appelle les mêmes remarques que l'opérateur divergene.8.7.2 Linéarité de l'opérateur rotationnelSoit ~V1 et ~V2 deux hamps de veteurs et soit λ1 et λ2 deux salaires quelonques,on a :

rot
(
λ1
~V1 + λ2

~V2

)
= λ1 rot

(
~V1

)
+ λ2 rot

(
~V2

)
. (8.21)8.7.3 En vra1.

rot grad ~V = ~0 (8.22)Université de Provene � Liene troisième année � Mathématiques (F. Zolla)



792. Soit α et ~V resp. un hamp de salaires et un hamp de veteurs.
rot
(
α ~V

)
= α rot ~V + gradα× ~V (8.23)3.
div rot ~V = 0 . (8.24)8.8 Opérateurs di�érentiels du seond ordreDans les paragraphes préédents, on a vu l'importane des opérateurs div, rotet grad. On peut alors essayer de les omposer en ayant à l'esprit que ertainesompositions sont interdites. Ainsi � rot(div(~U)) � n'a pas de sens puisqu'on nepeut parler que du rotationnel d'un hamp de veteurs. L'ensemble des opérationsenvisageables est résumé dans le tableau i-ontre.

grad div rot

grad gradgrad graddiv grad rot

div div grad div div div rot = 0

rot rot grad = 0 rot div rot rotTab. 8.1 � Opérateurs du seond ordre. Les opérations illiites sont dans des boîtesrouges.Ainsi, il apparaît que sur les neuf opérations envisageables, quatre opérationssont illiites et deux opérations sont triviales en e sens que la omposition desdeux opérations di�érentielles donnent zéro. Il reste don trois opérations dignesd'intérêt.1. L'opérateur div grad s'appelle l'opérateur laplaien salaire que l'on note △ :
△U := div (grad U) . (8.25)Exprimé en oordonnées artésiennes, il fait apparaître les dérivées partiellesdu seond ordre :

△U =
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
. (8.26)2. On dé�nit l'opérateur laplaien vetoriel, noté ~△ de la manière suivante :

~△~V := graddiv ~V − rot rot ~V . (8.27)Exprimé en oordonnées artésiennes (~V = Vx
−→e x + Vy

−→e y + Vz
−→e z), le lienqu'il y a entre laplaien salaire et le laplaien vetoriel est manifeste :

~△~V = △Vx−→e x + △Vy −→e y + △Vz −→e z . (8.28)Il est important de noter que ette relation entre ~△ et △ n'est vraie qu'enoordonnées artésiennes !
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