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1 Synthèse sur le système de PearsonLa plupart des développements présentés dans 
ette se
tion sont issus du livre de Johnson et Kotz [1,2℄, du livre de Miller [3℄, et du livre de Stuart et Ord [4℄. Je me suis également servi des travaux deDelignon et Marzouki [5, 6℄ et du site web de Eri
 Weisstien1.1.1 Présentation du système de PearsonUne distribution f de R appartient au système de Pearson si elle satisfait l'équation di�érentiellesuivante2 :
1

f(x)

df(x)

dx
=

d ln f(x)

dx
= − x + a

c0 + c1x + c2x2
(1)La forme générale de la solution de l'équation (1) s'é
rit (site Web de Eri
 Weisstein) :

f(x) = C
1

(c0 + c1x + c2x2)
1

2c2

exp









(c1 − 2ac2) arctan

(

c1+2c2x√
4c0c2−c2

1

)

c2

√

4c0c2 − c2
1









(2)L'existen
e de la solution dépend :� des ra
ines du polyn�mes de c0 + c1x + c2x
2, de déterminant δ = c2

1 − 4c0c2, et� de la valeur de c2 (positive, négative ou nulle),La résolution de 
ette équation di�érentielle amène à 
onsidérer 8 familles de lois solutions, formant
e que l'on appelle le � système de Pearson �3.1.2 Cara
térisation du système de PearsonL'intérêt du système de Pearson est qu'il 
ouvre une marge gamme de formes des distributionsave
 un nombre très limité de paramètres puisque les 4 premiers moments ou bien le skewness et lekurtosis su�sent.1.2.1 Notations : moments, skewness et kurtosisSoit Y une variable aléatoire réelle dont la loi appartient au système de Pearson. Nous noterons :� µq les moments 
entrés de Y (µ1 = 0), d'ordre q inférieur à 4 (en parti
ulier, nous noterons
σ =

√
µ2),� γ1 le � skewness � et γ2 le � kurtosis � de Y selon la dé�nition formulée par Fisher :

γ1 =
µ3

µ
3/2
2

=
µ3

σ3
, γ2 =

µ4

µ2
2

− 3. (3)Des dé�nitions sensiblement di�érentes du � skewness � et du � kurtosis � ont été proposées parPearson :
β1 = γ2

1 , β2 = γ2 + 3. (4)Nous serons amenés à jongler ave
 les deux types de dé�nitions pour simpli�er les expressions.1� Eri
 Weisstein's world of Mathemati
s : http://mathworld.wolfram.
om/PearsonSystem.html, a Wolframweb resour
e.2� Remarque : 
ette équation à typiquement la forme d'une intégrale de Mellin, 
f. travaux de Henri Ni
olas etal, ENST Paris. Ils utilisent les tables d'intégrales de Mellin données dans le livre de Colombo [7℄. À voir ...3� À l'origine, Pearson a extrait 13 familles solutions, mais il est apparu que 
ertaines d'entre-elles étaient des
as parti
uliers des pré
édentes (forme en � U �, en � L � ou en � J �). Ainsi, 8 familles su�sent à dé
rire le système.3



1.2.2 Cara
térisation des paramètres du systèmeLes paramètres a, c0, c1 et c2 de l'équation di�érentielle (1) peuvent s'exprimer en fon
tion desmoments des distributions de la manière suivante4 :


































c0 = µ2
4β2 − 3β1

X
= µ2

4µ2µ4 − 3µ2
3

10µ2µ4 − 12µ2
3 − 18µ3

2

c1 = σ
γ1 (β2 + 3)

X
= a = µ3

µ4 + 3µ2
2

10µ2µ4 − 12µ2
3 − 18µ3

2

c2 =
2β2 − 3β1 − 6

X
=

2µ2µ4 − 3µ2
3 − 6µ3

2

10µ2µ4 − 12µ2
3 − 18µ3

2

(5)
ave
 X = 10β2 − 12β1 − 18. X est nul pour β2 = 3

5 (2β1 + 3), 
e qui 
orrespond à la loi de typeXII, que nous évoquons dans la se
tion 1.4.3.Nous serons souvent amenés par la suite à 
onsidérer le 
oe�
ient ∆ dé�ni de la manière suivante :
∆ =

2β2 − 3β1 − 6

β2 + 3
= σγ1

c2

c1
(6)En remarquant que :

∆ + 2 =
4β2 − 3β1

β2 + 3
=

γ1

σ

c0

c1
,

∆

∆ + 2
=

2β2 − 3β1 − 6

4β2 − 3β1
= µ2

c2

c0
,

X s'é
rit alors X = 2(β2 + 3) (1 + 2∆)5. Nous pouvons ré-é
rire (5) de la manière suivante :






























c0 = µ2
∆ + 2

2 (1 + 2∆)
= µ2 (1 − 3c2)

c1 = σ
γ1

2 (1 + 2∆)
= a

c2 =
∆

2 (1 + 2∆)

(7)On peut don
 ré-é
rire δ sous la forme suivante :
δ = µ2

β1 − 4 (∆ + 2) ∆

4 (1 + 2∆)2
.En notant :

κ =
β1 (β2 + 3)2

4 (4β2 − 3β1) (2β2 − 3β1 − 6)
=

β1

4∆ (∆ + 2)
=

c2
1

4c0c2
, (8)nous obtenons les solutions suivantes de l'équation di�érentielle (1) :Type Conditions Famille de loisType I (et XII) κ < 0 Distribution bétaType II β1 = 0, β2 < 3 Type I ave
 ra
ines symétriquesType III (X) 2β2 − 3β1 − 6 = 0 Distribution gammaType IV 0 < κ < 1 Sans nom parti
ulierType V κ = 1 Distribution Gamma inverseType VI κ > 1 Distribution béta inverseType VII β1 = 0, β2 > 3 Distribution Students't (Type VII)Type XIII β1 = 0, β2 = 3 Distribution gaussienne4� Le fait que a = c1 provient du fait que le système 
onsidéré est 
entré (µ1 = 0).5� Le 
as X = 0 que nous avons évoqué 
i-dessus 
orrespond à 1 + 2∆ = 0, soit ∆ = −

1

2
.4
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Fig. 1 � Cara
térisation des lois du système de Pearson dans le graphe (β1, β2). La distin
tion entreles familles de lois IU , IJ et I évoque les di�érentes formes 
ara
téristiques des lois béta.Les huit familles de lois solutions de l'équation di�érentielle sont 
lassiquement représentées dansle � Diagramme de Pearson � (
f. �gure 1), en fon
tion des valeurs de β1 et β2. Les expression detoutes les lois sont données dans la se
tion 1.4. Voyions auparavant les limites du diagramme.1.3 Des
ription du diagramme de PearsonLa �gure 2 représente le diagramme de Pearson pour de grandes valeurs de β1 et β2 (le 
adre enpointillé rappelle l'é
helle de la �gure 1). L'expression analytique des 
ourbes de séparation entreles di�érentes familles de lois sont les suivantes :1.3.1 Limites inférieure et supérieure
fLow(β2) = β1 + 1.
fUp(β2) = 15

8 β1 + 9
2 .1.3.2 Courbes fIII et fXII

fIII(β2) = 3
2(β1 + 2).

fXII(β2) = 3
5(2β1 + 3).1.3.3 Courbes fVOn obtient les 
ourbes fV en résolvant l'équation :

β1 (β2 + 3)2 = 4 (4β2 − 3β1) (2β2 − 3β1 − 6).5
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Fig. 2 � Vue d'ensemble du diagramme de Pearson - Courbes de séparation des familles de lois.Les solutions sont données par les deux 
ourbes à valeurs réelles fVa et fVb
:















fVa(β2) =
3

β1 − 32

(

−13β1 − 16 − 2(β1 + 4)
3

2

)

fVb
(β2) =

3

β1 − 32

(

−13β1 − 16 + 2(β1 + 4)
3

2

)

(9)pour β1 6= 32.La 
ourbe fVa est à l'intérieur des limites du système pour β1 ≤ 96
25 (β2 = 117

10 ). La 
ourbe fVb
est,quand à elle, 
onstamment à l'extérieur du domaine.1.3.4 Courbes fIOn obtient les 
ourbes fI en résolvant l'équation :

4 (4β2 − 3β1) (5β2 − 6β1 − 9)2 = β1 (β2 + 3)2 (8β2 − 9β1 − 12).Les solutions sont données par les trois 
ourbes fIa, fIb
et fIc :















































fIa(β2) =
3

16

(

− B
1

3

β1 − 50
− C + 2D + I

√
3

(

B
1

3

β1 − 50
− C

))

fIb
(β2) =

3

16

(

− B
1

3

β1 − 50
− C + 2D − I

√
3

(

B
1

3

β1 − 50
− C

))

fIc(β2) =
3

8

(

B
1

3

β1 − 50
+ C + D

)

(10)
6



en notant :










































A = β1(β1 + 4)8

B =
(

β2
1 − 360β1 + 2000

)

(β1 + 4)4 + 32I
√

A (β1 − 50)

C =
(β1 + 100) (β1 + 4)3

(β1 − 50) B
1

3

D =
β2

1 − 144β1 − 160

β1 − 50

(11)
Ces trois 
ourbes sont à valeurs réelles (si, si ! ! !).1.3.5 Quelques points parti
uliers� La 
ourbe fIb


oupe fIII au point de 
oordonnées (β1 = 4, β2 = 9).� Les 
ourbes fIa et fIb
ont pour ordonnée à l'origine β2 = 9

5 .Voyons maintenant la des
ription pré
ise (i.e. en fon
tion de a, c0, c1 et c2) des huit famillesintervenant dans le système de Pearson.1.4 Expressions des densités de probabilitésNous donnons i
i l'expression des densités de probabilités et des fon
tions de répartition lorsqu'ellessont 
onnues, des huit familles de lois du système de Pearson (notées de p1 à p8). Chaque famillede lois sera illustrée par quelques �gures représentant les formes 
ara
téristiques que l'on peutren
ontrer. Tous les exemples seront présentés ave
 γ1 > 0. La dernière sous-se
tion illustrant le 
as
γ1 < 0. Lorsqu'il est possible, nous avons également é
rit 
omment générer des nombres aléatoiressuivants 
es distributions, à partir des fon
tions de la librairie GSL6. Il s'agit en général de simple
hangement de variables.Les expressions sont entièrement déterminées par les 
oe�
ients :� a = c1, c0 et c2, ou� µ2, µ3 et µ4, ou bien en
ore� µ2, β1 et β2.Le tableau 2 rappelle les expressions des densités de probabilité (
entrées, notées f1 à f4) de 
ertaineslois usuelles, tandis que le tableau 3 donne les expressions des fon
tions spé
iales intervenant dansles 
al
uls.1.4.1 Type XIII (lois Gaussiennes)Dans 
e 
as, nous avons β1 = 0 et β2 = 3, soit µ1 = 0, µ2 = σ2, µ3 = 0 et µ4 = 3σ4.Nous pouvons alors é
rire (X = 12, ∆ = 0) :

{

c0 = µ2

c1 = a = c2 = 0et l'équation di�érentielle s'é
rit :
d ln p13(x)

dx
= − x

c0La solution s'é
rit �nalement :
p13(x) =

1√
2π c0

e

“

− 1

2

x2

c0

”

= f1√
c0

(x)6� La librairie GSL (� Gnu S
ienti�
 Librairy �) est une librairie s
ienti�que programmée en C :http://sour
es.redhat.
om/gsl/ . 7



La fon
tion de répartition s'é
rit alors :
P13(x) =

1

2
Erfc

( −x√
2c0

)La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à :
V a13 = gsl_ran_gaussian(R,

√
c0) + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 3 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Gaussienne +40.00 +100.00 +0.00 +30000.00 +0.00 +3.00
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Loi Gaussienne  (Type 8, Beta1=0.0, Beta2=3.0)

Fig. 3 � Loi gaussienne.1.4.2 Type III (lois Gamma) et Type X (lois exponentielles)Dans 
e 
as, nous avons 2β2 − 3β1 − 6 = 0 et nous pouvons alors é
rire (∆ = 0) :














c0 = µ2

c1 = σ
γ1

2
=

µ3

2µ2
= a

c2 = 0et l'équation di�érentielle s'é
rit :
d ln p3(x)

dx
= − c1 + x

c0 + c1xLa solution de l'équation di�érentielle s'é
rit :
p3(x) = C3 e

“

− x
c1

”

(c0 + c1x)
c0

c2
1

−1ave
 C3 tel que ∫ p3(x)dx = 1. En e�e
tuant le 
hangement de variable y = c0+c1x, nous obtenons :
p3(x) = C3 e

„

−
y−c0

c2
1

«

y

c0

c2
1

−1
= C3 e

−
y

c2
1 y

c0

c2
1

−1Soit, ave
 α = c0
c2
1

et θ = c2
1, nous obtenons �nalement :

p3(x) = C3 e−
y

θ yα−1 = |c1| f2
α,θ(c0 + c1x).8



Cette équation existe pour (γ1 > 0 et x > − c0
c1
) ou pour (γ1 < 0 et x 6 − c0

c1
). Sous les mêmes
onditions, la fon
tion de répartition s'é
rit :

P3(x) = Γα

(

c0 + c1x

θ

)

.Cas parti
ulier : Il intervient lorsque c0 = c2
1, soit β1 = 4 et β2 = 9, soit α = 1. Ainsi, laloi Gamma devient une loi exponentielle (Type X selon la 
lassi�
ation de Pearson) de paramètre

θ = c2
1 = c0 = µ2.La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à :

V a3 =
1

c1
gsl_ran_gamma(R,α, θ) + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 4 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Gamma +40.00 +100.00 +707.11 +37500.00 +0.50 +3.75Exponentielle +40.00 +100.00 +2000.00 +90000.00 +4.00 +9.00
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Fig. 4 � Lois gamma.1.4.3 Type I (lois Béta de 1re espè
e)La famille de lois de Type I intervient lorsque les ra
ines du polyn�me (r1, r2) sont réelles et designes opposés. Les 
onditions sont pré
isément :� γ1 6= 0 (sinon 
as parti
ulier du type II, 
f. se
tion 1.4.4), et� −1 < ∆ < 0 et ∆ 6= −1
2 (si ∆ = −1

2 , alors 
as parti
ulier du type XII), et en�n� m1 6= 0 ou m2 6= 0 (
f. 
i-dessous) (sinon 
as parti
uliers des types IX et VIII respe
tivement).La densité de probabilité et la fon
tion de répartition s'é
rivent :
p1(x) =

1

r2 − r1
f3

m1+1,m2+1

(

x − r1

r2 − r1

) (12)
P1(x) = F 3

m1+1,m2+1

(

x − r1

r2 − r1

) (13)ave

r1 = −1

2

(

c1

c2
+

√
δ

|c2|

)

, r2 =
1

2

(

−c1

c2
+

√
δ

|c2|

) (14)
m1 =

c1 + r1

c2 (r2 − r1)
, m2 = − c1 + r2

c2 (r2 − r1)
(15)9



pour r1 < x < r2
7.La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à :

V a1 = (r2 − r1) gsl_ran_beta(R,m1 + 1,m2 + 1) + r1 + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 5 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Beta 1 +40.00 +100.00 +1224.74 +26000.00 +1.50 +2.60Type XII +40.00 +100.00 +1224.74 +36000.00 +1.50 +3.60Beta 1 +40.00 +100.00 +1224.74 +40000.00 +1.50 +4.00Beta 1 +40.00 +100.00 +1224.74 +49000.00 +1.50 +4.90
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Fig. 5 � Lois beta de 1re espè
e.Cas parti
uliers : Il existe trois 
as parti
uliers : Type II, Type XII et Types IX et VIII. Cestrois 
as s'expriment 
omme des lois de Type I ave
 des valeurs de paramètres spé
i�ques.� Type XII : Il intervient lorsque ∆ = −1
2 (droite d'équation β2 = 3

5 (2β1 + 3)). Dans 
e 
as,nous avons m1 = −m2. Ce 
as ne pose pas de problème sauf lorsque, en plus des 
onditions,nous avons β1 = 0, 
'est à dire lorsque le type XII interse
te le type II.� Type II : 
f. se
tion 1.4.4.� Types IX et VIII : Ils interviennent lorsque m1 ou m2 est nul.1.4.4 Type II (
as parti
ulier des lois Béta de 1re espè
e)La famille de lois de Type II est un 
as parti
ulier de la famille de lois Béta de 1re espè
e. Nousl'obtenons lorsque γ1 = β1 = 0 (soit c1 = 0) et β2 6= 9
5 . On retrouve alors r = −r1 = r2 et

m = m1 = m2.7� r1 désigne toujours la plus petite des deux ra
ines.10



La densité de probabilité et la fon
tion de répartition s'é
rivent :
p2(x) =

1

2r
f3

m+1,m+1

(

x + r

2r

) (16)
P2(x) = F 3

m+1,m+1

(

x + r

2r

) (17)ave

r =

√
δ

2|c2|
(18)

R = 2r (19)
m = − r

Rc2
= − 1

2c2
(20)pour −r < x < r8.La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à :

V a2 = (2r) gsl_ran_beta(R,m + 1,m + 1) − r + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 6 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Type II +40.00 +100.00 +0.00 +15000.00 +0.00 +1.50Type II +40.00 +100.00 +0.00 +25000.00 +0.00 +2.50
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Fig. 6 � Lois de Type II.1.4.5 Type VI (lois Béta de 2e espè
e)Les ra
ines sont de même signe (toutes les deux positives ou toutes les deux négatives). La densitéde probabilité s'é
rit :
p6(x) = C6 f3

p1,p2

(

r2 − r1

x − r1

)pour γ1 > 0 et x > r2 ou γ1 < 0 et x < r2, ave
 :
r1 = − 1

2c2

(

c1 + sign (γ1)
√

δ
)

, r2 =
1

2c2

(

−c1 + sign (γ1)
√

δ
) (21)

R = r2 − r1 = −sign (γ1)

√
δ

c2
, p1 = −m1 − m2 + 1, p2 = m2 + 1 (22)

C6 =
(m1 + m2) (m1 + m2 + 1)

(m1 − 1) m1 |R| (23)8� r désigne toujours un nombre stri
tement positif.11



ave
 m1 et m2 dé�nis de manière identique à la famille de lois Beta de 1re espè
e. Notons égalementque pour γ1 > 0, nous avons r1 < r2 < 0, R > 0 et pour γ1 < 0, nous avons 0 < r2 < r1, R < 0.La fon
tion de répartition s'é
rit :Pour γ1 > 0, P6(x) = 1 − F 3
p1−2,p2

(

r2 − r1

x − r1

)Pour γ1 < 0, P6(x) = F 3
p1−2,p2

(

r2 − r1

x − r1

)La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à :
V a6 =

r2 − r1

gsl_ran_beta(R, p1 − 2, p2)
+ r1 + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 7 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Beta 2 +40.00 +100.00 +707.11 +38000.00 +0.50 +3.80Beta 2 +40.00 +100.00 +1870.83 +107000.00 +3.50 +10.70Beta 2 +40.00 +100.00 +1870.83 +83000.00 +3.50 +8.30
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Fig. 7 � Lois Beta de 2e espè
e.1.4.6 Type IVLa densité de probabilité s'é
rit :
p4(x) = C4

(

(x + r)2 + S2
)−m

e−v tan−1(x+r
S ) (24)12



Les 
oe�
ients sont données par :
D = 4∆(∆ + 2) − β1, m =

1 + 2∆

∆
, (25)

v = −2γ1
1 + ∆

∆
√

D
, S = σ

√
D

2∆
, r =

γ1 σ

2∆
(26)

C4 = S2m−1 Γ
(

m + v
2 i
)

Γ
(

m − v
2 i
)

Γ (m) Γ
(

m − 1
2

) √
π

. (27)La forme analytique du 
oe�
ient C4 provient des travaux de Y. Nagahara [8℄. Les fon
tions gammautilisées dans le numérateur sont 
omplexes 
onjugué, leur produit est don
 un nombre réel de laforme ρ2. Le 
al
ul a été implémenté dans GSL sour le nom gsl_sf_lngamma_
omplexe_e(...).La fon
tion de répartition n'a pas de forme analytique évidente et n'a pas été implémentée. Demême, la génération de nombres aléatoires n'a pas été implémentée.Les paramètres utilisés dans la �gure 8 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Type IV +40.00 +100.00 +707.11 +47500.00 +0.50 +4.75Type IV +40.00 +100.00 +1732.05 +97000.00 +3.00 +9.70
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Fig. 8 � Lois Type IV.1.4.7 Type V (lois Gamma inverse)Les lois de type V (lois gamma inverse, 
f. [9℄, page 79) font l'interfa
e entre les lois de type IV etde type VI. Dans 
e 
as, la ra
ine du polyn�me est double, 
e qui donne : δ = 0, c2
1 = 4c0c2. Aprèsquelques 
al
uls, la densité de probabilité s'é
rit, en notant r = − σ γ1

2∆ :
p5(x) = |C5| f2

α,1

(

θ

x − r

)pour γ1 > 0 et x > r ou γ1 < 0 et x < r, ave
 :
m =

1

2c2
, α = 2m + 1, θ = 2r(1 − m) (28)

C5 =
m

r

2m − 1

m − 1
(29)13



La fon
tion de répartition s'é
rit :Pour γ1 > 0, P5(x) = 1 − Γα−2

(

θ

x − r

)Pour γ1 < 0, P5(x) = Γα−2

(

θ

x − r

)La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à9 :
V a5 =

1

gsl_ran_gamma(R,α − 2, β)
+ r + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 9 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Type V +40.00 +100.00 +707.11 +39611.32 +0.50 +3.96Type V +40.00 +100.00 +1732.05 +95214.33 +3.00 +9.52
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Fig. 9 � Lois de type V.1.4.8 Type VII (lois de Student't)La loi de Type VII peut être 
onsidéré 
omme un 
as parti
ulier de la loi de Type IV. Elle esttraitée de manière séparée 
ar les simpli�
ations de 
al
uls permettent de dégager une forme d'uneloi de Student't, de paramètre ν.Nous avons β1 = 0 et 3 < β2 < 9
2 et nous pouvons alors é
rire :


























c0 = µ2 (1 − 3c2) = µ2
2β2

5β2 − 9

c1 = 0 = a

c2 =
β2 − 3

5β2 − 9Remarquons que c0>0 et 0 < c2 < 1
9 . L'équation di�érentielle s'é
rit :

d ln p7(x)

dx
= − x

c0 + c2x29� Pour γ1 positif ou négatif. 14



La solution s'é
rit �nalement :
p7(x) = C7

(

1 +
c2

c0
x2

)− 1

2

1

c2ave
 C7 tel que ∫ p7(x)dx = 1. En e�e
tuant le 
hangement de variable y2 = 1−c2
c0

x2, nous obtenons :
p7(x) = C7

(

1 +
y2

1−c2
c2

)− 1

2

1

c2Cette dernière équation est de la forme d'une loi de Student't dont l'expression est donnée par :
Sν(t) =

1√
ν β
(

1
2 , 1

2ν
)

(

1 +
t2

ν

)− 1

2
(ν+1)Ainsi, nous obtenons �nalement :

p7(x) = C7 Sν (C7 x) .en posant ν = 1−c2
c2

> 0 et
C7 =

√

1 − c2

c0La fon
tion de répartition s'é
rit :


















∀x < 0, P7(x) =
1

2
I 1

2
ν,ν

(

ν

ν + (C7 x)2

)

∀x ≥ 0, P7(x) = 1 − 1

2
I 1

2
ν,ν

(

ν

ν + (C7 x)2

)ave
 la fon
tion I (fon
tion béta in
rémentale normalisée) dé�nie dans le tableau 3.La génération de nombres aléatoires est réalisée grâ
e à :
V a7 =

1

C7
gsl_ran_tdist(R, ν) + µ1Les paramètres utilisés dans la �gure 10 sont les suivants :Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Student't +40.00 +100.00 +0.00 +31000.00 +0.00 +3.10Student't +40.00 +100.00 +0.00 +44000.00 +0.00 +4.401.5 Illustrations des formes dans le système de PearsonLes dessins de la �gure 11 représentent un panel de formes des prin
ipales familles de lois du systèmede Pearson pour, respe
tivement, γ1 > 0 et γ1 < 0 (les lois telles que γ1 = 0 restent in
hangées dansles deux dessins).Chaque point de la �gure 12 représente la position (β1, β2) des lois pré
édentes dans le diagrammede Pearson. Ce diagramme est identique pour γ1 > 0 et γ1 < 0 
ar β1 = γ2

1 .Les moments de 
ha
une des lois sont donnés dans le tableau 110.2 Annexes2.1 Expressions des lois usuelles
f. table 2 15
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Fig. 10 � Lois de Student't.Tab. 1 � Illustration de la forme de 
haque famille de loi du système de Pearson, pour γ1 > 0.Moments µ1 µ2 µ3 µ4 β1 β2Gaussienne 100.00 80.00 0.00 19200.00 0.00 3.00Gamma 125.00 80.00 1239.35 48000.00 3.00 7.50Type II 150.00 40.00 0.00 3520.00 0.00 2.20Beta1 175.00 200.00 1549.19 96000.00 0.30 2.40Beta 2 200.00 40.00 299.33 8960.00 1.40 5.60Type IV 225.00 500.00 19364.92 2500000.00 3.00 10.00Student't 250.00 500.00 0.00 975000.00 0.00 3.90Type V 275.00 200.00 4898.98 380857.32 3.00 9.522.2 Quelques fon
tions spé
iales
f. table 3Référen
es[1℄ N.L. Johnson and S. Kotz. Continuous univariate distribution. Tome I. Wiley-inters
ien
e,1970.[2℄ N.L. Johnson and S. Kotz. Continuous univariate distribution. Tome II. Wiley-inters
ien
e,1970.[3℄ D.W. Miller. Fitting frequen
y distributions - Philosophy and pra
ti
e. Part II - Continuousdistributions. Book Resour
e (servi
e�bookresour
e.
om), 2 edition, 1998.[4℄ A. Stuart and J.K. Ord. Kendall's advan
ed theory of statisti
s. Tome I, Distribution theory.Charles Gri�n & Compagny Limited, London, �fth edition, 1986.[5℄ A. Marzouki. Segmentation statistique d'images radar. Thèse de 3e 
y
le, Université de Lille1, Fran
e, 1996.[6℄ Y. Delignon, A. Marzouki, and W. Pie
zynski. Estimation of generalized mixtures and itsappli
ation in image segmentation. IEEE trans. on Image Pro
essing, 6(10) :1364�1375, o
tobre1997.10� Pour γ1 < 0, il su�t de 
hanger le signe de µ3. 16
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Fig. 11 � En haut : γ1 > 0 ; En bas : γ1 < 0.
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Tab. 2 � Expression des densités de probabilité et des fon
tions de répartition (
entrées) des lois usuelles.Lois Densité de proba. Fon
tion de répartitionGaussienne
x ∈ R

σ > 0, µ ∈ R

f1
σ(x) =

1

σ
√

2π
e

“

− x2

2σ2

”

F 1
σ (y) =

1

σ
√

2π

∫ y

−∞

e

“

− x2

2σ2

”

dx =
1

2
Erfc

(

y

σ
√

2

)Gamma
x ≥ 0
α, θ > 0

f2
α,θ(x) =

1

θαΓ(α)
xα−1e(−

x
θ ) F 2

α,θ(y) =
1

θαΓ(α)

∫ y

0
xα−1e(−

x
θ )dx = Γα

(y

θ

)Beta 1er esp.
x ∈ [0; 1]
a1, b1 > 0

f3
a1,b1(x) =

1

β(a1, b1)
xa1−1 (1 − x)b1−1

F 3
a1,b1(y) =

1

β(a1, b1)

∫ y

0
xa1−1 (1 − x)b1−1 dx = βa1,b1 (y)Beta 2e esp.

x ≥ 0
a2, b2 > 0

f4
a2,b2(x) =

1

β(a2, b2)
xa2−1 (1 + x)−a2−b2

=
β (a2, b2 + 2)

β (a2, b2)
f3

a2,b2+2

(

x

x + 1

)

F 4
a2,b2(y) =

β(a2, b2 + 2)

β(a2, b2)

∫ y

0
f3

a2,b2+2

(

x

x + 1

)

dx

= βa2,b2

(

y

y + 1

)
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Fig. 12 � Cara
térisation des lois de la �gure 11 dans le diagramme de Pearson.[7℄ S. Colombo. Les transformations de Mellin et de Hankel. Centre National de la Re
her
heS
ienti�que, 1959.[8℄ Y. Nagahara. The PDF and CF of Pearson type IV distributions and the ML estimation ofthe parameters. Statisti
al & Probability Letters, 43 :251�264, 1999.[9℄ M. Evans, N. Hastings, and B. Pea
o
k. Statisti
al distributions. Wiley-inters
ien
e, 2 edition,1983.[10℄ G. Kaskey, P.R. Krishnaiah, Kolman B., and L. Steinberg. Handbook of Statisti
s, volume 1,
hapter Transformation to normality, pages 321�341. North-Holland Publishing Company,1980.[11℄ Y. Delignon. Études statistiques d'images radar de la surfa
e de la mer. Thèse de 3e 
y
le,Université de Rennes 1, Fran
e, 1993.[12℄ N. Unnikrishnan Nair and P.G. Sankaran. Chara
terization of the Pearson family of distribu-tions. IEEE trans. on Reliability, 40(1) :75�77, april 1991.[13℄ R.S. Parrish. On an integrated approa
h to member sele
tion and parameter estimation forPearson distributions. Computational Statisti
s & Data Analysis, 1 :239�255, 1983.[14℄ W. Albers, W.C.M. Kallenberg, and G.D. Otten. A 
omparison between Rosenblatt's estimatorand parametri
 density estimators for determining test limits. Computational Statisti
s & DataAnalysis, 27 :47�60, 1998.[15℄ S. Medasani and R. Krishnapuram. A 
omparison of Gaussian and Pearson mixture modelingfor pattern re
ognition and 
omputer vision appli
ations. Pattern Re
ognition Letters, 20 :305�313, 1999. 19



Tab. 3 � Quelques fon
tions spé
iales intervenant dans le 
al
ul des densités de probabilité.Erf
Erf(x) =

2√
π

∫ x

−∞

e−t2dtErf

Erfc(x) = 1 − Erf(x) =

2√
π

∫ ∞

x
e−t2dtGamma

Γ(α) =

∫ ∞

0
e−ttα−1dt, α > 0Gamma in
.

Γα(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0
e−ttα−1dt, x ≥ 0, α > 0DiGamma

Ψ(x) =
d ln (Γ(x))

dx
=

1

Γ(x)

dΓ(x)

dxBeta
β(a, b) =

∫ 1

0
ta−1 (1 − t)b−1 dt =

Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)
, α, β > 0Beta in
.

βa,b(x) =
1

β(a, b)

∫ x

0
ta−1 (1 − t)b−1 dt, x ∈ [0; 1] , α, β > 0Beta in
. norm.

Ia,b(x) =
βa,b(x)

βa,b
, x ∈ [0; 1] , α, β > 0[16℄ S. Chitroub, A. Houa
ine, and B. Sansal. Statisti
al 
hara
terization and modelling of SARimages. Signal Pro
essing, 82 :69�92, 2002.[17℄ J. Karvanen and V. Koivunen. Blind separation methods based on Pearson system and itsextensions. Signal Pro
essing, ? ? : ? ?� ? ?, 2002.[18℄ S. Derrode, G. Mer
ier, J-M. Le Caille
, and R. Garello. Estimation of sea-i
e SAR 
lutterstatisti
s from Pearson's system of distributions. In IEEE Int. Conf. on Geos
ien
e and RemoteSensing (IGARSS'01), Sydney (Australia), 9-13 Juillet 2001.[19℄ J.M. Ni
olas, M. Sigelle, C. Thuillier, and F. Tupin. Images de radar à ouverture synthétique :transformée de mellin et multirésolution. In GRETSI'97, pages 797�800, Grenoble (Fran
e),Septembre 1997.
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