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1 Synthése sur le systéme de Pearson

La plupart des développements présentés dans cette section sont issus du livre de Johnson et Kotz [1,
2], du livre de Miller [3], et du livre de Stuart et Ord [4]. Je me suis également servi des travaux de
Delignon et Marzouki [5, 6] et du site web de Eric Weisstien!.

1.1 Présentation du systéme de Pearson

Une distribution f de R appartient au systéme de Pearson si elle satisfait ’équation différentielle
suivante? :

1 df(z) _ dln f(x) _ x+a

f(z) dx dx Cco+ 1 + cox2

(1)

La forme générale de la solution de I’équation (1) s’écrit (site Web de Eric Weisstein) :

1 (c1 — 2acy) arctan (M>

400027(:%
f@)=C — exp v
(co+ 12 + cpa?) 2 co \/4coca — cf

L’existence de la solution dépend :
— des racines du polynomes de cg + ¢1z + cax?, de déterminant § = ¢ — 4cgea, et
— de la valeur de ¢y (positive, négative ou nulle),
La résolution de cette équation différentielle améne & considérer 8 familles de lois solutions, formant

ce que l'on appelle le « systéme de Pearson »3.

1.2 Caractérisation du systéme de Pearson

L’intérét du systéme de Pearson est qu’il couvre une marge gamme de formes des distributions
avec un nombre trés limité de parameétres puisque les 4 premiers moments ou bien le skewness et le
kurtosis suffisent.

1.2.1 Notations : moments, skewness et kurtosis

Soit Y une variable aléatoire réelle dont la loi appartient au systéme de Pearson. Nous noterons :
~ pq les moments centrés de Y (1 = 0), d’ordre ¢ inférieur a 4 (en particulier, nous noterons

o = Vi2),

— 71 le « skewness » et 72 le « kurtosis » de Y selon la définition formulée par Fisher :

M3 13 4
71 = —3/2 = —3’ ’}/2 = —2 - 3 (3)
Ha 7 H

Des définitions sensiblement différentes du « skewness » et du « kurtosis » ont été proposées par
Pearson :

Br=7% Bo=r12+3. (4)

Nous serons amenés & jongler avec les deux types de définitions pour simplifier les expressions.

! Eric Weisstein’s world of Mathematics : http://mathworld.wolfram.com/PearsonSystem.html, a Wolfram
web resource.

2 Remarque : cette équation A typiquement la forme d’une intégrale de Mellin, cf. travaux de Henri Nicolas et
al, ENST Paris. Tls utilisent les tables d’intégrales de Mellin données dans le livre de Colombo [7]. A voir ...

3 A Dorigine, Pearson a extrait 13 familles solutions, mais il est apparu que certaines d’entre-elles étaient des
cas particuliers des précédentes (forme en « U, en « L'» ou en « J »). Ainsi, 8 familles suffisent a décrire le systéme.



1.2.2 Caractérisation des paramétres du systéme

Les parameétres a, cg, ¢1 et co de 'équation différentielle (1) peuvent s’exprimer en fonction des
moments des distributions de la maniére suivante? :

o 4Bs — 301 _ Apopuy — 343
0= TR N2 Opiagia — 1202 — 18443
0120_71(62"’_3):&:# M4+3M% (5)
X ? W0paps — 1213 — 18413
oy = 202 =351 —6 _ 2pap — 3u3 — 63
X 10ppes — 1203 — 183

avec X = 1083y — 1237 — 18. X est nul pour §y = % (2061 + 3), ce qui correspond a la loi de type
XII, que nous évoquons dans la section 1.4.3.

Nous serons souvent amenés par la suite & considérer le coefficient A défini de la maniére suivante :

- )

A:
B2+ 3 1

En remarquant que :

4B =361 _ m @ A 20,-36-6_ o

ﬁ2+3 _0'017 A+2_ 4ﬁ2—3ﬁ1 MZCQ7

X s’écrit alors X = 2(82 + 3) (14 2A)°. Nous pouvons ré-écrire (5) de la maniére suivante :

( A+2
P 1—
=2 55 an) ~ M2 3e)
_ Y1 _
YDy N (7)
B A
(27 21+ 24)
On peut donc ré-écrire ¢ sous la forme suivante :
—4(A+2)A
5= 1y B ( 2) _
4(1+2A)
En notant : ) )

- 4 (4B2 — 3ﬁ1) (QBQ - 3061 — 6) - 4A (A + 2) N 46002’

nous obtenons les solutions suivantes de I'équation différentielle (1) :

Type Conditions Famille de lois

Type I (et XII) | Kk <0 Distribution béta

Type I1 61=0, By <3 Type I avec racines symétriques
Type I1T (X) 205 — 301 — 6 = 0 | Distribution gamma

Type IV 0<k<l Sans nom particulier

Type V k=1 Distribution Gamma inverse

Type VI K>1 Distribution béta inverse

Type VII 61=0,0,>3 Distribution Students’t (Type VII)
Type XIII B1=0,0=3 Distribution gaussienne

1 Le fait que a = ¢, provient du fait que le systéme considéré est centré (u1 = 0).
°— Le cas X = 0 que nous avons évoqué ci-dessus correspond a 1 + 2A = 0, soit A = —

[SIE



Diagramme de Pearson

Lower Limit

fa

Upper Limit

Fia. 1 — Caracteérisation des lois du systéme de Pearson dans le graphe (01, 32). La distinction entre
les familles de lois Iy, Iy et I évoque les différentes formes caractéristiques des lois béta.

Les huit familles de lois solutions de I’équation différentielle sont classiquement représentées dans
le « Diagramme de Pearson » (cf. figure 1), en fonction des valeurs de 31 et (2. Les expression de
toutes les lois sont données dans la section 1.4. Voyions auparavant les limites du diagramme.

1.3 Description du diagramme de Pearson

La figure 2 représente le diagramme de Pearson pour de grandes valeurs de 31 et (B (le cadre en
pointillé rappelle I’échelle de la figure 1). L’expression analytique des courbes de séparation entre
les différentes familles de lois sont les suivantes :

1.3.1 Limites inférieure et supérieure

fLow(ﬂQ) - /81 + 1L
Jup(B2) = 261+ 3.
1.3.2 Courbes fi;; et fxgr
frir(B2) = 3(B1 + 2).
fxr(B2) = 2(261 + 3).

1.3.3 Courbes fi

On obtient les courbes fy en résolvant 1’équation :

Br (B2 +3)% =4 (462 — 3p1) (282 — 361 — 6).



Diagramme de Pearson

F1G. 2 — Vue d’ensemble du diagramme de Pearson - Courbes de séparation des familles de lois.

Les solutions sont données par les deux courbes a valeurs réelles fy, et fy; :

fva(B2) = (—1361 —16 — 2(B1 + 4)%)

B — 32
3

B — 32

fvi(B2) = (1381 — 16+ 2(31 + 4)%)

pour (p # 32.
La courbe fy, est a Uintérieur des limites du systéme pour f; < % (B2 = %07) La courbe fy, est,

quand & elle, constamment & ’extérieur du domaine.

1.3.4 Courbes [

On obtient les courbes f7 en résolvant I’équation :
4 (482 — 361) (582 — 681 — 9)* = b1 (B2 + 3)% (862 — 961 — 12).

Les solutions sont données par les trois courbes fr,, f1, et fr, :

( 3 B3 B3
fla(ﬁZ) = E <—m —C+2D+I\/§ <ﬁ1 50 —C))

3 B3 B3
flb(ﬁQ)zl_G<—m—c+2D—I\/§<ﬁl_5O_C>> (10)

fr.(B2) = g (ﬁlB—gi’)O +C —i—D)

6




en notant :

A= BB +4)°
B = (8% — 36081 +2000) (81 + 4)* + 321V A (31 — 50)
_ (B +100) (By J:4)3 (11)
(B1 — 50) B3
2
b B ;144_% : 160

Ces trois courbes sont & valeurs réelles (si, si!!!).

1.3.5 Quelques points particuliers

— La courbe fr, coupe fr;; au point de coordonnées (51 =4, 62 =9).

— Les courbes fr, et f7, ont pour ordonnée & I'origine 3y = %.
Voyons maintenant la description précise (i.e. en fonction de a, ¢y, ¢1 et c2) des huit familles
intervenant dans le systéme de Pearson.

1.4 Expressions des densités de probabilités

Nous donnons ici I’expression des densités de probabilités et des fonctions de répartition lorsqu’elles
sont connues, des huit familles de lois du systéme de Pearson (notées de p; a pg). Chaque famille
de lois sera illustrée par quelques figures représentant les formes caractéristiques que l'on peut
rencontrer. Tous les exemples seront présentés avec y; > 0. La derniére sous-section illustrant le cas
~v1 < 0. Lorsqu’il est possible, nous avons également écrit comment générer des nombres aléatoires
suivants ces distributions, a partir des fonctions de la librairie GSLS. Il s’agit en général de simple
changement de variables.
Les expressions sont entiérement déterminées par les coefficients :

- a=cy, Cy et c2, Ou

— w2, p3 et g, ou bien encore

~ 2, By et Ba.
Le tableau 2 rappelle les expressions des densités de probabilité (centrées, notées f1 a f4) de certaines
lois usuelles, tandis que le tableau 3 donne les expressions des fonctions spéciales intervenant dans
les calculs.

1.4.1 Type XIII (lois Gaussiennes)

Dans ce cas, nous avons 31 = 0 et Gy = 3, soit 1 = 0, o = 02, ug = 0 et g = 30
Nous pouvons alors écrire (X =12, A =0) :

Co = M2
cr=a=c=0

dlnpiz(z) @

et ’équation différentielle s’écrit :

dx Co
La solution s’écrit finalement :

1 22

)

pl?’(w) - 21 cg

6 Ta librairie GSL (« Gnu Scientific Librairy ») est une librairie scientifique programmée en C :
http://sources.redhat.com/gsl/.



La fonction de répartition s’écrit alors :

Prs(a) = % Erfe (J%)

La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a :

Vayz = gsl_ran_gaussian(R,\/co) + i1

Les paramétres utilisés dans la figure 3 sont les suivants :

Moments f1 p2 3 Ha b1 B2
Gaussienne | +40.00 | +100.00 | +0.00 | +30000.00 | +0.00 | +3.00

Loi Gaussienne (Type 8, Betal=0.0, Beta2=3.0)
0.04 T

0.035

0.03 -

0.025

0.02 -

0.015 -

001 -

0.005 -

100

FiG. 3 — Loi gaussienne.

1.4.2 Type III (lois Gamma) et Type X (lois exponentielles)

Dans ce cas, nous avons 203, — 33 — 6 = 0 et nous pouvons alors écrire (A = 0) :

Co = M2
S R
' 2 2412
Cy = 0
et ’équation différentielle s’écrit :
dlnps(x) o +x
dx otz

La solution de I’équation différentielle s’écrit :

S

-1

=)

ps(z) = Cs e(_a> (co + 12)°
avec Cs tel que [ p3(z)dx = 1. En effectuant le changement de variable y = ¢+ c1z, nous obtenons :

_¥—c<o

01
p3($)203 6( <t ) yC% =Cse

Y  c0_
2, 2 1
1 1

Y

Soit, avec o = g—g et = 2, nous obtenons finalement :
1

p3(z) = Cse 0y = ler| f24(co + c12).



Cette équation existe pour (y1 > 0 et x > —¢2) ou pour (71 < 0 et < —£2). Sous les mémes
conditions, la fonction de répartition s’écrit :

Py(z) =T, <Co+%> _

Cas particulier : Il intervient lorsque co = ¢2, soit B1 = 4 et B = 9, soit a = 1. Ainsi, la
loi Gamma devient une loi exponentielle (Type X selon la classification de Pearson) de parameétre
0 =c?=cy= s

La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a :

1
Vag = — gsl_ran_gamma(R, «, 9) +
C1

Les paramétres utilisés dans la figure 4 sont les suivants :

Moments H1 2 M3 Ha B B2
Gamma 1+40.00 | +100.00 | +707.11 | +37500.00 | +0.50 | +3.75
Exponentielle | +40.00 | +100.00 | +2000.00 | +90000.00 | +4.00 | +9.00

Loi Ganma  (Type 3, Betal=0.5, Beta2=3.8) Loi Gamma  (Type 3, Betal=4.0, Beta2=9.0)
0.045 T T T T 0.1 T T
0.04 - N 0.09
0035 - E 0.08 |
0.07 -
0.03 - R
0.06 |
0.025 B
0.05 |-
0.02 - i
0.04 |-
0.015 - B
0.03 -
0.01 B 002 |
0.005 B 001
0 ! 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

FiG. 4 — Lois gamma.

1.4.3 Type I (lois Béta de 1 espéce)

La famille de lois de Type I intervient lorsque les racines du polynéme (r1,72) sont réelles et de
signes opposés. Les conditions sont précisément :

~ 41 # 0 (sinon cas particulier du type II, cf. section 1.4.4), et

- —1<A<Oet A# —% (si A= —%, alors cas particulier du type XII), et enfin

— my # 0 oumgy # 0 (cf. ci-dessous) (sinon cas particuliers des types IX et VIII respectivement).
La densité de probabilité et la fonction de répartition s’écrivent :

1 3 T —T

P = i () (12

r—7T
GO - (13)

ro — T

avec
1 fa V6 1 Ve
__lfa Vi _Lf_a Vo 14
" 2 <C2 * |02|> 27 ( Co * |ca| 14
my :Cl_}'iﬁ’ mz:_cl_}—im (15)
ca (ro — 1) ca (re — 1)



pour r; < x < rof.

7

La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a :

Vay = (ro —r1) gsl_ran_beta(R,mi + 1,mo+ 1) + 71 + 11

Les parameétres utilisés dans la figure 5 sont les suivants :

Moments f1 M2 H3 Ha b1 B
Beta 1 +40.00 | +100.00 | +1224.74 | +26000.00 | +1.50 | +2.60
Type XII | +40.00 | +100.00 | +1224.74 | +36000.00 | +1.50 | +3.60
Beta 1 +40.00 | +100.00 | +1224.74 | +40000.00 | +1.50 | +4.00
Beta 1 +40.00 | +100.00 | +1224.74 | +49000.00 | +1.50 | +4.90
LoiBetal (Typel, Betal=15, Beta2=2.6) LoiBetal (Typel, Betal=15, Beta2=3.6)
0.025 T T T T 0.12 T
002 | 1 oLy
0.08 -
0.015 - b
0.06 -
0.01 B
0.04 -
0.005 - B
0.02 -
0 L L L L 0 L .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
LoiBetal (Typel, Betal=1.5, Beta2=4.0) Loi Betal (Typel, Betal=1.5, Beta2=4.9)
0.16 T T T T 0.05 T T
0.14 i 0.045 -
0.04 -
012 B
0.035 |-
01 | B 003
008 | 1 0.025 |-
006 | i 0.02 -
0.015 |-
0.04 4
0.01 |-
002 1 1 0.005 -
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 100

FiG. 5 — Lois beta de 1™ espéce.

Cas particuliers : Il existe trois cas particuliers : Type II, Type XII et Types IX et VIII. Ces
trois cas s’expriment comme des lois de Type I avec des valeurs de parameétres spécifiques.

— Type XII : Tl intervient lorsque A = —% (droite d’équation (35 = % (261 +3)). Dans ce cas,
nous avons mj = —mgy. Ce cas ne pose pas de probléme sauf lorsque, en plus des conditions,
nous avons 31 = 0, c’est a dire lorsque le type XII intersecte le type II.

— Type II : cf. section 1.4.4.

— Types IX et VIII : Ils interviennent lorsque mj ou mg est nul.

1.4.4 Type II (cas particulier des lois Béta de 1" espéce)

La famille de lois de Type II est un cas particulier de la famille de lois Béta de 1™ espéce. Nous
Pobtenons lorsque v = ;1 = 0 (soit ¢ = 0) et 52 # % On retrouve alors r = —ry = r9 et
m=mi; =ms.

" ry désigne toujours la plus petite des deux racines.

10



La densité de probabilité et la fonction de répartition s’écrivent :

1 5 z+r
n) =5 Fmn () (16)
3 T+
PQ('%') = P'm+1,m+1 < 9 > (17)
r
avec
0
= N (18)
2|
R =2r (19)
r 1
- _ - 20
R62 262 ( )
pour —r < < r®.
La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a :
Vas = (2r) gsl_ran_beta(R,m+1,m+1) —r+
Les parameétres utilisés dans la figure 6 sont les suivants :
Moments 1 142 3 o 51 Ba
Type 11 +40.00 | +100.00 | 4+-0.00 | +15000.00 | +0.00 | +1.50
Type II +40.00 | +100.00 | 40.00 | +25000.00 | +0.00 | +2.50
Loi Typell  (Type2, Betal=0.0, Beta2=1.5) Loi Typell  (Type2, Betal=0.0, Beta2=2.5)
0.16 T T T T 0.04
0.14 B 0.035 -
012 - B 0.03 -
01 B 0.025 -
0.08 - B 0.02 -
0.06 - B 0.015 -
004 + b 001 -
0.02 - B 0.005 -
0 ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

F1G. 6 — Lois de Type II.

1.4.5 Type VI (lois Béta de 2° espéce)

Les racines sont de méme signe (toutes les deux positives ou toutes les deux négatives). La densité

de probabilité s’écrit :
_ 3 "
p6($) - 06 p1,pP2 < x -1 )

pour v1 >0et x > 1o 0uvy; <0etxz <ry, avec :
o= —% <C1 + sign (1) \/5> , T2 = % (—01 + sign (1) \/3) (21)
R =ry—ry = —sign(y) \C/—j,plz—m1—m2+17 p2=my+1 (22)
_ (my +msa) (my +mg+1)

C
0 (m1 — 1) m1 |R]

8 1 désigne toujours un nombre strictement positif.

11



avec my et mo définis de maniére identique & la famille de lois Beta de 1 espéce. Notons également
que pour 1 > 0, nous avons r; < r9 < 0, R > 0 et pour y; < 0, nous avons 0 < ro < 71, R <0.
La fonction de répartition s’écrit :

ro—T
Pour v > 0, Ps(x) =1- F5’1—2,p2 (;_ nl)

P1—2,p2 T —r

Pour 11 <0, Py(z) = F3 <T2 — ”)

La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a :

T2 —T

Vag = +7r+
6 gsl_ran_beta(R,p; — 2, p2) LT i
Les paramétres utilisés dans la figure 7 sont les suivants :
Moments H1 2 M3 Ha B B2
Beta 2 +40.00 | +100.00 | +707.11 -+38000.00 | +0.50 | +3.80
Beta 2 +40.00 | +100.00 | +1870.83 | +107000.00 | +3.50 | +10.70
Beta 2 +40.00 | +100.00 | +1870.83 | +83000.00 | +3.50 | +8.30
Loi Beta2 (Type6, Betal=0.5, Beta2=3.8) Loi Beta2 (Type6, Betal=3.5, Beta2=10.7)
0.045 T T T T 0.06
0.04
0.05 - b
0.035 |
0.03 | q 004 - b
0.025 -
0.03 B
0.02 -
0.015 | q 0.02 - b
0.01 -
0.01 B
0.005 -
0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
LoiBeta2 (Type6, Betal=3.5, Beta2=8.3)
0.08
0.07 - i
0.06 - b
0.05 - b
0.04 4
0.03 - i
0.02 - b
001 - b
0 ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

FiG. 7 — Lois Beta de 2° espéce.

1.4.6 Type IV

La densité de probabilité s’écrit :

x+r)

pala) = Ca ()4 57) " et (5 (21)

12



Les coefficients sont données par :

1+ 2A
D —4A(A+2)— B, m= +A , (25)
B 1+ A B VD Mo
v ——2’}/1 A\/E, S_O-ﬂ’ T—ﬂ (26)
r Y\ T (m — Y
c, =gzl (m+3i) T( : 51) (27)
T'(m) T (m—-3) va

La forme analytique du coefficient Cy4 provient des travaux de Y. Nagahara [8]. Les fonctions gamma
utilisées dans le numérateur sont complexes conjugué, leur produit est donc un nombre réel de la
forme p?. Le calcul a été implémenté dans GSL sour le nom gsl_sf_lngamma_complexe_e(...).

La fonction de répartition n’a pas de forme analytique évidente et n’a pas été implémentée. De
méme, la génération de nombres aléatoires n’a pas été implémentée.

Les paramétres utilisés dans la figure 8 sont les suivants :

Moments 1 1o 143 I B Bo
Type IV +40.00 | +100.00 | +707.11 | +47500.00 | +0.50 | +4.75
Type IV +40.00 | +100.00 | +1732.05 | +97000.00 | +3.00 | +9.70

Loi TypelV  (Type4, Betal=0.5, Beta2=4.8) Loi TypelV  (Type4, Betal=3.0, Beta2=9.7)

0.045 0.06

0.04 -
0.05
0.035
0.03 - B 0.04 -
0.025 -
0.03 -
0.02 -
0.015 B 0.02 -
0.01 -
0.01
0.005 -

L
100 0 20 40 60 80 100

FiGc. 8 — Lois Type IV.

1.4.7 Type V (lois Gamma inverse)

Les lois de type V (lois gamma inverse, cf. [9], page 79) font l'interface entre les lois de type IV et
de type VI. Dans ce cas, la racine du polynéome est double, ce qui donne : § = 0, ¢ = 4coco. Aprés

quelques calculs, la densité de probabilité s’écrit, en notant r = — S :
0
=|C5] f2, [ ——
) = 1Cal 122 (52 )
pour v1 >0etx >rouvy <0etx <r, avec:
1
m =-—, a=2m+1, 6=2r(1-m) (28)
202
m 2m — 1
C: = — 29
b r m—1 (29)

13



La fonction de répartition s’écrit :

0
Pour v > 0, Ps(x) =1-T4 9 ( )

r—T

0
Pour 1 < 0, Ps(x) =T4-2 ( )

La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a° :

1

V pu—
= gsl_ran_gamma(R,a — 2,3)

+ 7+

Les paramétres utilisés dans la figure 9 sont les suivants :

Moments H1 2 M3 Ha B B2
Type V| +40.00 | +100.00 | +707.11 | +39611.32 | +0.50 | +3.96
Type V +40.00 | +100.00 | +1732.05 | +95214.33 | +3.00 | +9.52

Loi TypeV  (Type5, Betal=0.5, Beta2=4.0) Loi TypeV  (Type5, Betal=3.0, Beta2=9.5)
0.045 T T T T 0.06
0.04 - 4
0.05 -
0.035 - B
0.03 R 0.04
0.025 B
0.03 |
0.02 - i
0.015 - B 0.02 -
0.01 B
0.01
0.005 B
0 ! 0 .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

F1G. 9 — Lois de type V.

1.4.8 Type VII (lois de Student’t)

La loi de Type VII peut étre considéré comme un cas particulier de la loi de Type IV. Elle est
traitée de maniére séparée car les simplifications de calculs permettent de dégager une forme d’une
loi de Student’t, de paramétre v.

Nous avons 1 =0 et 3 < By < % et nous pouvons alors écrire :

2
00:H2(1—3C2):M25627ﬁi9
cit=0=a
o P23

2T 56, -9

Remarquons que cp>0 et 0 < cg < %. L’équation différentielle s’écrit :

dlnpz(z) x

dx co + coa?

% Pour ~; positif ou négatif.
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La solution s’écrit finalement :

1

1
c 22
pr(z) = Cr <1 1 —2332) ’
co

1—co LEZ

€0

avec C7 tel que [ pr(x)dz = 1. En effectuant le changement de variable y? = , nous obtenons :

1

y2 -3 c2
p7($) = 07 1+ 1

C2

Cette derniére équation est de la forme d’une loi de Student’t dont ’expression est donnée par :

1 t2 _%(V"’l)
S0 = A E L) (“*?)

Ainsi, nous obtenons finalement :
p7(.%') = C7 Sy (07 .%') .
en posant v = % >0 et

1_
Cr = @

o
La fonction de répartition s’écrit :

1 v
7

1 v
Ve >0, P =1—--1 _
w20 0 =13 ()

avec la fonction I (fonction béta incrémentale normalisée) définie dans le tableau 3.
La génération de nombres aléatoires est réalisée grace a :

1
Va; = o gsl_ran_tdist(R,v) +
7

Les parameétres utilisés dans la figure 10 sont les suivants :

Moments 1 o U3 j I B2
Student’t | +40.00 | +100.00 | +0.00 | +31000.00 | +0.00 | +3.10
Student’t | +40.00 | +100.00 | +0.00 | +44000.00 | +0.00 | +4.40

1.5 Illustrations des formes dans le systéme de Pearson

Les dessins de la figure 11 représentent un panel de formes des principales familles de lois du systéme
de Pearson pour, respectivement, v, > 0 et ;3 < 0 (les lois telles que 7 = 0 restent inchangées dans
les deux dessins).

Chaque point de la figure 12 représente la position (01, 32) des lois précédentes dans le diagramme
de Pearson. Ce diagramme est identique pour v > 0 et 71 < 0 car $ = 3.

Les moments de chacune des lois sont donnés dans le tableau 1'°.

2 Annexes

2.1 Expressions des lois usuelles

cf. table 2
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Loi Student't (Type 7, Betal=0.0, Beta2=3.1) Loi Student't (Type 7, Betal=0.0, Beta2=4.4)
T

0.045 T T T T 0.045
0.04 - B 0.04
0.035 - B 0.035
0.03 - B 0.03
0.025 B 0.025
0.02 - B 0.02
0.015 B 0.015
0.01 - B 0.01
0.005 B 0.005

0 : 0

0 20 40 60 80 100 100

F1G. 10 — Lois de Student’t.

TaB. 1 — Illustration de la forme de chaque famille de loi du systéme de Pearson, pour ~; > 0.

Moments H1 2 M3 Ha B B2

Gaussienne | 100.00 | 80.00 0.00 19200.00 0.00 | 3.00
Gamma 125.00 | 80.00 1239.35 48000.00 | 3.00 | 7.50
Type II 150.00 | 40.00 0.00 3520.00 0.00 | 2.20
Betal 175.00 | 200.00 | 1549.19 96000.00 | 0.30 | 2.40
Beta 2 200.00 | 40.00 299.33 8960.00 1.40 | 5.60
Type IV 225.00 | 500.00 | 19364.92 | 2500000.00 | 3.00 | 10.00
Student’t 250.00 | 500.00 0.00 975000.00 | 0.00 | 3.90
Type V 275.00 | 200.00 | 4898.98 | 380857.32 | 3.00 | 9.52

2.2 Quelques fonctions spéciales

cf. table 3
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TAB. 2 — Expression des densités de probabilité et des fonctions de répartition (centrées) des lois usuelles.

Lois Densité de proba. Fonction de répartition
Gaussienne
1 _i) 1 4 < 2? )

reR i :—e( 202 Fal(y):—/ e dac——Erfc
(é>0,u€R (z) oV 2r ovV2T J oo 0'\/_

amma
x>0 2 (2) = ———aoLe(=) F24(5) = 7o / fae e e =1 ()
0.0>0 ’ 0°T (av) ’ 0T (a) Jo 0
Beta 1°" es
T € [0, ].] 3 — a;—1 1— b1—1 F3 — 1 /y a1—1 1— bi1—1 dr =
al, bl > O al,bl ($) ﬁ(al, bl) Z ( $) al,bl (y) 6(@1, bl) T ( x) € ﬁal,bl (y)

1 - —ao—b 4 6((127 b2 + 2 3

Beta 2€ esp. (@)= a2 (1 4 2) 2" Foyu,(y) = ——=— fa bo+2 dx
3320 2b2 ﬁ(ag,bg) 2 6(“2;62 202 33+1
as, bo >0

~ Blag, by +2) 5 x
= —6 (a2’b2) ag,b2+2 T + 1

Y
Bagbz < +1>
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Pearson's diagram (61 ﬁz)

F1a. 12 — Caractérisation des lois de la figure 11 dans le diagramme de Pearson.
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TaB. 3 — Quelques fonctions spéciales intervenant dans le calcul des densités de probabilité.

2 x
Erf Erf(z)= NG /Oo et
2 [e.e]
Erfe Erfe(x)=1—-Erf(z) = 7/ e dt
™ X
Gamma

Gamma inc. 1 /x —tpa—1
Lo(z) = — [ e 4 Ytz >0,a >0
)= Ty Sy
. 1 T
DiGamma () = 0 (P(x) _ dr (z)
dz I'(z) dzx
Beta ! -1 b—1 ['(a)T'(b)
/B(a7b) A t ( ) P(a+b)7a7ﬁ>
Beta inc. 1 a1 b—1
Ba, — / (1 —t dt,z € [0;1],a,8 >0
W = B Jy T 0 o
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