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Notations

0.1 Scalaires, Matrices, Operateurs

o(z)
Diag(x)
diag(X)

variables scalaires ou fonction fonction a valeur dans R
vecteurs

matrices

élément de la matrice X a la ligne i et a la colonne j
élément de la matrice X a la ligne i et a la colonne j
conjugé de x

conjugé transpose de X

transposé de X

pseudo inverse de X

produit termes a termes [ X © Y], . = X, ; X Y]

ij J

convolution (h ® p) (F) = [, h(r —7') p (') dr!

i(k) = [px(r) e72mk dr
@ _ 25:1 xie—iQkaj/N

operateur de kronecker 6(z) = 0 si x # 0, §(x) = 1 sinon

Transformée de Fourier discréte

Matrice diagonal [Diag(x)]; ; = z; * 6(i — j)
diagonal de la Matrice X, [diag(X)]; = X,

0.2 Notations imageurs optiques

>

<8

objet d’'intérét (concentration de fluorophores, Permittivité, indice optique ...
Point Spread Function (PSF), réponse impulsionnel de I'imageur
Optical Transfert Function (OTF), transformée de Fourier de la PSF
Sortie d’'un imageur optique sans bruit

Sortie d’'un imageur optique avec bruit
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nations de speckle est représentée. Partie basse : La partie gauche repre-
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dans le cas de la tomographie classique et dans Ie cas de Tholographie

digitale a illumination de speckles] . . . . ... .. ... ......... 10

2.1

Montage en epi-fluorescence d’'un microscope de fluorescence en champ |

large.| . . . .. e e e 14

2.2

Schéma d’un microscope composé de deux lentilles conjuguées L1, L2 et |

d’'une pupille P dans le plan focal des lentilles, 'axe optique correspond |

a un axe de symétrie du systeme, le plan perpendiculaire a 'axe optique

passant par la pupille est appelé plan de Fourier. Le plan focal situe a

gauche de Ia lentille L1 est appel€ plan objet, celui a droite de Ia lentille |

L2, plan image. Les rayons lumineux passant par I'axe optique et le plan |

objet peuvent atteindre le plan image sans étre arretes par la pupille si il |

ne depassent pas un angle « avec 'axe optique.| . . . . .. ... ... .. 15

vii



Table des figures

23

Au prealable, une tache d’Airy est simulée en utilisant (2.1.1) avec une

longueur d’onde de 510 nm et une ouverture numeérique de 1,4. Puis,

dans chacune de ces figures, deux taches d’Airy ou PSF sont représentees

en bleu (pointille). La somme de ces deux taches d’Airy est tracée en

rouge. (A) Les deux PSF sont espacées de 171 nm soit de d = %, cette

distance correspond au critere de Rayleigh, le maximum de la premiere

tache d’Airy est placé au dessus du premier minimum de la deuxieme

tache d’Airy. (B) Les deux PSF sont espacées de 182 nm soit de d = %22,

cette distance correspond au critere de Abbe, on peut toujours distinguer

un creux sur la somme des deux PSF. Cette distance correspond a la plus

petite période d’un objet harmonique discernable apres convolution avec

la PSF. (C) Les deux PSF sont espacées de 171 nm soit de d = %22, cette

distance correspond au critere de Sparrow, a partir de cette distance, le

creux entre les deux PSF disparait. Ce critere est notamment utilisé en |

astronomie car il est fréquent d’avoir a localiser deux objets ponctuels.|. 16
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Partie gauche : Domaine fréquentiel accessible en microscopie de fluo-

rescence 2D avec une illumination uniforme. Partie droite : Optical Trans- |

fert Function (OTF) 2D, la limite du support de 'OTF notée Dpgp est [

indiqueeenbleu.|. . . .. ... Lo oo 16
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Partie haute : Domaine fréquentiel accessible en microscopie de fluores-

cence 3D avec une illumination uniforme. A gauche dans le plan (k,, k),

(OTF) 3D, Ia limite du support de 'OTF notée Dpgp est indiquée en bleu

a droite dans le plan (k,, k). Partie basse : Optical Transfert Function

| foncé (correspond a la plus petite iso-valeur tracée).| . . . . .. ... .. 17
[2.6 Montage d’'un microscope de fluorescence en champ large a éclairements [

| harmoniques. |. . . . . . . . .. e 18
[2.7 Partie gauche : Le domaine Dpgr est représenté en trait plein noir dans

le plan (k,, k,). Lensemble des cercles de cette figure forment le domaine

accessible en utilisant un jeu de 9 illuminations harmoniques composees

de trois orientations distinctes 6 := tan " (k,/k,) € {0,27/3,47/3}, et

pour chacune d’elles trois incréments différents de phases d’un tiers de

période sont effectues. La fréquence des illuminations est égale a 90% du

rayon de Dpgr. Les paires de cercles de couleur indiquent le domaine des

fréquences identifiables de Tobjet en n’utilisant que la direction d’illumi- |

nation correspondante. Partie droite : Schéma d’un microscope de fluo- |

rescence avec illumination harmonique, R est un réseau de diffraction, |

les autres eléments sont decrits en Fig. [2.2 Une onde plane illumine le |

réseau de diffraction, des ondes planes appelées ordres sortent alors de

celui-ci. Seules les ordres 1,0 et -1 sont représentes respectivement en

bleu (pointillé), en violet et en vert (tireté). Au niveau du plan de Fou-

rier, un filtre basse frequence est utilisé pour supprimer I'ordre O, ainsi |

seuls les ordres 1 et -1 arrivent au niveau du plan image, ces deux ondes |

planes interferent et forment une illumination harmonique (2.1.3).] . .. 19
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[2.8 Dans le cas 3D, utiliser des illuminations harmonique de type (2.1.3|) per-

| met d’identifier le contenue fréquentiel de Tobjet sur un domaine éten-

| due. L’étendue et la forme de ce domaine dépend de la période choi-

sie pour l'illumination harmonique. Les deux figures representent le do-

maine fréquentiel dans le plan (k,, k.), le domaine Dpgr est représente

en trait noir. Le contenue fréquentiel des illuminations (2.1.4) est indiqué

avec des croix. A gauche la fréquence des illuminations harmonique est

de 90% de la fréquence de coupure, a droite elle est de 45%. Dans le

| premier cas on peut voir grace aux domaines représentés en traits bleu

(pointilles) que la resolution latérale est ameliorée d’un facteur proche

de deux, cependant le «cOne manquant» est toujours présent indiquant

un mauvais sectionnement optique. A 'opposé dans le cas représenté a

droite, le facteur de super-résolution latérale est proche de 1,5, mais le

| «cOone manquant» est comblé. Il y a un compromis entre super-résolution

| et sectionnement optique a specifier pour régler la periode des illumina-

| tions harmoniques utilisées.| . . . . . .. ... ... ... . ... .. ...
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[2.9 Partie gauche : Le domaine Dpgr est représente en trait noir dans le

plan (k,, k.). Le contenue fréquentiel d’'une des illuminations est indiqué

avec des croix. L’ensemble des domaines repreésentés forment le conte-

nue fréquentiel identifiable de Tobjet. On peut remarquer que celui-ci est

environ deux fois plus grand latéralement et axialement, ce qui corres-

pond a un facteur de super-résolution de deux, de plus le « cone man-

quant » est comblé indiquant un meilleur sectionnement optique. Partie

droite : Schéma d’'un microscope de fluorescence avec illumination har-

monique, R est un réseau de diffraction, les autres éléments sont décrits

en Fig.[2.2] Une onde plane illumine le réseau de diffraction, des ondes

| planes appelées ordres sortent alors de celui-ci. Seules les ordres 1,0 et -1

| sont representés respectivement en bleu (pointillé), en violet et en vert

(tiretés). Au niveau du plan image, les trois ondes planes interferent et

| forment lillumination.|. . . . ... ... .

[2.10 Montage d’'un microscope de fluorescence en champ large a éclairements

| despeckle.| . . . . . . .. o
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[2.11 On suppose que la PSF d’illumination est égale a la PSF de détection,

| haer = hiy,. Partie haute : Domaine fréquentiel accessible en microscopie

de fluorescence 3D avec une illumination uniforme en bleu traits poin-

tillés et dans Ie cas confocal en rouge traits pleins. A gauche dans le plan

(k., k,), a droite dans le plan (k,, k.). Partie basse : Limites du domaine

de la fonction de transfert optique (OTF) 3D h,.; en bleu (surface inté-
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Illustration des proprietes 2] et |3| quand Dpgr et Dy, sont des disques

centres de rayon respectifs vpgsp et vy, (ON suppose aussi ugp # 0). La

fréquence de coupure vpsr est fixée, alors que la fréquence spatial maxi-

mal de l'lllumination .. varie le long de I'axe des abscisses. L’evolution

des rayons pour lesquels les composantes fréquentielles sont identifiables

et celui pour lesquels les composantes sont non identifiable sont repré-
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B.2

(a) Le quart inférieur droit de l'objet utilise ou verité terrain (80x80

pixels), similaire a celui utilisé dans [2]. (b) Objet filtré & deux fois la

fréquence de coupure de 'OTF. (c) Image widefield déconvoluée (illumi- |

nation constante) (d,e) Estimation de p obtenue par minimisation de la |

pseudo distance KDL pénalisée [3.2.9/avec M = 100 (d) avec M = 1000

(e) illumination de speckle; Te paramétre de régularisation et réglé a |

B = By/M avec B, = 100. (f) Estimateur de p obtenu par minimisation de

la pseudo distance KDL en utilisant les statistiques asymptotiques p = pu*

and T" = T, I’unité de distance sur I’axe horizontal et vertical sont en

longueur d’onde ). Le pas d’échantillonnage des images pour toutes les

simulations est de \/20. La ligne en trait ETein (respectivement en poin- |

tille) correspond a la frequence spatiale limite transmise par 'OTF ( res-

pectivement deux fois la fréquence spatiale limite transmise).| . . . . . . 43

B.3

Resultats obtenus a partir d'images 2D simulées de tomographie de dif- [

fraction, l'otf utilisée est une pupille de rayon égal a celui du support de [

I'otf dans le cas de la microscopie de fluorescence. L’objet utilisé est re- |

presente dans I'image (a) de la figure|3.2] (a) Moyenne des 1000 images |

simulées, on peut voir que dans Ie cas de la tomographie aucune infor- |

mation n’est contenue dans la moyenne des champs electromagnétiques

enregistrés. (b) Reconstruction obtenue en utilisant 'algorithme margi-

4.1

[Ligne du haut] Quart bas droit de la mire de fluorescence servant de

vérité terrain (160 x 160 pixels) considérée dans [2] (& gauche) et la de-

convolution de I'image champ large correspondante (a droite) La ligne

pointillée (respectivement pleine) correspond aux fréquences spatiales |

transmises par le support de 'OTF (respectivement deux fois le support |

de 'OTF). [Ligne du bas] Reconstruction a partir d’illuminations connues :

(gauche) M =9 illuminations harmoniques et (droite) A/ = 200 illumi-

nations de speckle. Les unités de distances des axes sont en longueur

donde A\ . . . . L. 50

A2

[Ligne A] Une image produit g,, = vect(p, X F,,.,) construite a partir

d’une des 200 illuminations utilisée pour géneérer les données : (gauche)

une constante positive est gjoutée aux illuminations de speckle standard |

de telle sorte que la plus petite valeur soit beaucoup plus grande que

zero ; (droite) une constante positive est soustraite des illuminations de

speckle standard, les valeurs négatives sont mises a zero. [Ligne B] Re-

construction de I'image produit g,, correspondante a celle montrée ci- |

dessus. [Ligne C] Reconstruction finale p achevée grace a 'ensemble des |

[ Hluminations. |. . . . . . . o o e e e e e e e e e e 51
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(B-gauche) pour comparaison. (droite) Augmenter la fréequence de mo-

dulation [[v]] des illuminations harmoniques au dela de Ia fréquence de

coupure de 'OTF empéche 'apparition de toute super-résolution. [Ligne

D] Image basse résolution y,, extraite de 'ensemble des illuminations |

dont la fréquence de modulation est a 'interieur (gauche) a l'extérieur |

(droite) du domaine de TOTF — voir Sec.[4.1.1[pour plus de détails.|. . . 54
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que NAj = NA (gauche) et sa contrepartie « deux photons » (droite).
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(droite). | . . . . o o e e e e e 55
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Illuminations de speckle (suite) : Reconstructions Blind-SIM joint pé- [

nalise a partir d’'illumination de speckle standard (gauche) et d’illumi-

nations de speckle « deux photons » (droite). Le nombre d’illuminations
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M =10000 (C).] . . . v v i i e o6
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Domaine admissible pour (7, c) assurant la convergence globale des ite- |
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estimeée entre les lignes.|

[5.7 Les images présentees sont obtenues a partir d'un microscopie de fluo-

metre 100 nanometres. Lo

rescence (voir montage|5.1), 'objet observe est compose de billes de

dia-

bjectif utilisé est un X100 avec une ouverture

numérique de 1,49 et une huile dont I'indice optique est de 1,515. L’in-

dice optique du milieu de montage est de 1,49 et la longueur d’onde

| d’excitation est de 488 nanometres celle de collection est de 520 nano- |

metres. (A) Moyenne des images basse résolution a base d’illuminations |
de speckles. (B) Deconvolution de Wiener de I'image (A). La PSF utili- |

sée a eté simulée a partir des caractéristiques experimental en utilisant le

modele optique de Gibson & Lanni implémenté dans le plug-in PSF Gene- |

rator de ICY [4]. (C) Reconstruction Blind-SIM produite par I'algorithme

de speckle. (D) Idem en soustrayant au prealable 'estimée du fond aux
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Introduction

Pour la plupart des systémes imageurs actifs, les données enregistrées y peuvent étre
modélisées par une convolution avec une réponse impulsionnelle appelée PSF (pour
point spread function) notée h du produit objet p fois éclairement E, le tout perturbé
par un bruit de mesure :

y =h®[pxE] +¢ (0.2.1)

avec ® l'opérateur de convolution et ¢ un bruit de mesure dans les images de sortie de
I'imageur. Cette simple modélisation peut étre appliquée a des configurations d’image-
rie aussi diverses que les scanners a micro-ondes [5], la télédétection radar [6] ou la
microscopie de fluorescence [7]].

La PSF h contient toute I'information sur la géométrie de I'imageur utilisé telle que I'ou-
verture numérique (NA) d’un objectif de microscopie ou la taille du réseau d’antennes
en imagerie radar. La propagation d’onde entre I'objet et le détecteur est aussi prise en
compte. Souvent, la propagation en espace libre empéche les hautes fréquences spa-
tiales d’atteindre le détecteur. En conséquence, h a nécessairement un support borné
dans I'espace de Fourier, support qui sera noté Dpgr. Par exemple, pour un scanner
micro-Ondes idéal, Dpsr est une sphere de rayon 1/)\ (avec A la longueur d’onde de
l'illumination) quand le champ diffracté par I'échantillon est enregistré pour toutes les
directions de I'espace, ou une calotte de sphere quand les observations sont effectuées
seulement sur un angle solide réduit [|8]. De maniere similaire, pour la microscopie de
fluorescence en deux dimensions, Dpgr est un disque de rayon 2NA/\ [7]].

Quand I’éclairement est homogéene a I'intérieur de I'objet, seules les fréquences spatiales
de I'objet appartenant a Dpsr peuvent étre restaurées a partir des données, ce qui limite
fondamentalement la résolution de 'image. Pour améliorer cette résolution, I'imagerie
de synthese utilisant différents éclairements a été développée. Le principe général est
d’utiliser différents éclairements connus ((0.2.1)) et non homogenes E,,, m = 1,..., M,
pour sonder I'objet. L'interaction entre F,, et p, permet de moduler les hautes fréquences
spatiales de l'objet a I'intérieur du support Dpgr. En utilisant un algorithme adapté, des
fréquences de l'objet en dehors de Dpgr peuvent étre retrouvées, amenant ainsi a une
meilleur résolution. Cette idée est au coeur de beaucoup de configurations d’imagerie,
le radar a synthese d’ouverture (SAR) [6], la tomographie de diffraction [9]], et la mi-
croscopie de fluorescence a éclairements structurés (SIM) [[10],[11] parmi d’autres.

Dans toutes ces modalités d’imageries, le processus numérique ou analogique permet-
tant d’obtenir 'image super-résolue a partir de I'ensemble d’images basses résolutions,
pré-suppose la connaissance précise des différentes illuminations F£,, utilisées et donc
leur contréle précis. La capacité de super-résolution de ces modalités d’imageries est
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en pratique ainsi que théoriquement démontrée. Néanmoins, la nécessité de contrdler
les éclairements utilisés qui est une contrainte majeure pour 'implémentation expéri-
mentale se révele dans certains cas impossible. C’est pourquoi, certains groupes ont
développés des algorithmes de reconstruction pouvant gérer des imprécisions sur les
éclairements [[12, [13, [14} [15]. Certains suivent une option plus radicale encore en pré-
conisant I'utilisation d’éclairements totalement incontrélés de type figure de tavelure ou
speckle [16]. Cette approche aveugle (Blind-SIM) qui simplifie grandement les implé-
mentations expérimental a déja été mise en place en microscopie optique [2],/17,[18}[19]]
et en imagerie photo-acoustique [20} [21]]. Grace a des algorithmes d’inversion utilisant
des a priori sur les statistiques des éclairements ou sur l'objet lui méme, les images
basses résolutions permettent de reconstruire une image de l'objet avec une résolu-
tion significativement meilleure que celle possible en utilisant un éclairement uniforme
2, (17,18, [19]. Cependant, beaucoup de questions restent ouvertes, notamment sur la
résolution théoriquement atteignable en fonction des statistiques des éclairements uti-
lisés.

Les deux premiers chapitres sont des chapitres introductifs, dans le premier nous pré-
sentons la modélisation des imageurs actifs et 'impact des éclairements structurés sur
la résolution de I'imageur. Le deuxiéme chapitre introduit de maniére spécifique des
techniques de microscopie de fluorescence, notamment SIM [10],[11] et Blind-SIM
2, 17,18, [19]. Ces techniques serviront d’exemples d’application de nos résultats dans
les parties suivantes. La microscopie de fluorescence voit naitre énormément de tech-
niques « concurrentes » de super-résolution. Certaines de ces techniques sont présentées
afin de mieux cerner 'état de I'art et de pouvoir positionner les techniques Blind-SIM
par rapport a ces autres techniques.

Dans le troisieme chapitre nous proposons, a notre connaissance, la premiére évaluation
mathématique de la capacité de super-résolution d’'un imageur de synthese utilisant des
illuminations aléatoires inconnues. Cette analyse est tres générale et peut étre appli-
quée des lors que la modélisation ((0.2.1)) est valide avec p > 0. L’application de cette
étude mathématique a des modalités d'imagerie couramment utilisées a de nombreuses
implications importantes, notamment dans le cas de la microscopie de fluorescence et
de I'holographie digitale. Ces résultats motivent la création d’estimateurs permettant
d’accéder a cette information de super-résolution sur I'objet. Dans cette perspective,
nous distinguons ici deux techniques d’estimations, I’estimation jointe telle que les illu-
minations et 'objet sont conjointement estimés et 'estimation marginale par critére de
contraste telle que seul objet est estimé. A la fin du chapitre trois, un estimateur mar-
ginal asymptotiquement consistant qui permet d’estimer I'objet a partir des moments
empiriques du second ordre des mesures est proposé. Des résultats de simulation en mi-
croscopie de fluorescence et en holographie digital permettent d’illustrer la capacité de
cet algorithme a créer une reconstruction super-résolue de I'objet a partir d'un nombre
limité d’images basses résolutions issues d’illuminations de speckle. La complexité al-
gorithmique de cet estimateur en O(N?) est cependant trop importante pour pouvoir
l'utiliser sur des images de taille réaliste.

Pour pallier a ce probleme, un estimateur joint basé sur des a priori de positivité et
de parcimonie est proposé dans le quatrieme chapitre. Celui-ci est applicable des lors
que l'objet et les illuminations sont réels positifs, les illuminations n’étant pas néces-
sairement aléatoires. Un algorithme de déconvolution sous contrainte de positivité et
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a priori de parcimonie appelé PPDS a notamment été développé afin d’accélérer tres
sensiblement la vitesse de convergence. L'utilisation de cet algorithme (que nous avons
appelé PPDS) ne se limite pas a la microscopie de fluorescence et son champ d’applica-
tion est beaucoup plus large que celui présenté dans ce manuscrit. D’autre part, siil est a
notre connaissance impossible d’évaluer théoriquement la capacité de super-résolution
de l'estimateur Blind-SIM, la vitesse de convergence de I'algorithme PPDS nous permet
d’étudier son comportement en simulant de nombreuses configurations. Ceci a permit
d’évaluer de maniere empirique les performances de cet estimateur joint.

Dans une cinquieme partie, le traitement de données réelles est décrit. Ces images
contiennent un fond lumineux pouvant provenir de plan hors focus ou d’'un mauvais
contraste des illuminations utilisées. Ce fond empéche dans de nombreux cas aux a
priori de parcimonie et de positivité d’étre pleinement opérationnels, i.e., ce fond em-
péche I'émergence de la super-résolution de 'estimateur joint. Nous proposons donc
dans ce chapitre un estimateur de ce fond lumineux, dédié aux techniques Blind-SIM a
éclairements de speckles. Enfin, nous présentons des résultats de reconstructions super-
résolues, a partir de données réelles de microscopie de fluorescence. Une mire de cali-
bration et un échantillon composé de billes nous ont permit d’estimer a environ 1,7 le
facteur de super-résolution atteint. Nous avons également comparé les reconstructions
obtenues avec une technique SIM a illuminations harmoniques connues et la stratégie
Blind-SIM jointe a illuminations de speckle. En utilisant un objet biologique non parci-
monieux (composé de podosomes), on a pu observer que des structures fines (invisibles
en utilisant un éclairement uniforme) apparaissent dans les deux reconstructions SIM
et Blind-SIM jointe. On considere que ceci est un bon indice de la présence de super-
résolution en Blind-SIM mais cela ne nous permet pas de quantifier celle-ci.

Ces résultats sont le fruit du travail collaboratif de Jérome Idier, Sébastien Bourguignon
et Penghuan Liu du LS2N (Nantes) ainsi que de Anne Sentenac, Marc Allain, Awoke
Negash et moi méme de I'Institut Fresnel (Marseille). Les données réelles présentées en
fin de manuscrit ont été acquises aux LBCMCP (Toulouse) par Thomas Mangeat. Trois
doctorants ont travaillés sur la thématique Blind-SIM avec différentes approches. Awoke
Negash a entre autre étudié la partie expérimentale et la partie 3D de notre probléma-
tique Blind-SIM. Liu Penghuan a quant a lui étudié la possibilité de créer un algorithme
marginal de plus faible complexité.
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Chapitre 1

Imageurs actifs et super-résolution

Un imageur est un dispositif qui permet de former a distance une représentation d’'un
objet, généralement en enregistrant une onde (optique, acoustique, etc.) provenant de
la cible. Dans le cas le plus simple, 'objet émet une onde et un détecteur capte cette
onde. Généralement, les mesures du détecteur sont une représentation imparfaite de
I'objet lui méme. Ainsi si 'objet est ponctuel, 'image obtenue est une tache appelée ré-
ponse impulsionnelle (point spread function en anglais ou PSF). Si deux objets ponctuels
trés proches sont imagés, il n’est plus possible de les distinguer dans 'image obtenue en
dessous d’une certaine distance[l} il y a donc une limite de résolution. Plusieurs critéres
permettent de définir cette limite de résolution en fonction de la forme de la PSF, on y
reviendra plus tard.

Le plus souvent 'objet n’émet pas de signal spontanément et il est nécessaire d’éclairer
la scene pour imager 'objet. On est alors en présence d’un imageur actif. L'interaction
entre ’éclairement et 'objet permet de remonter a la mesure d’'une propriété du milieu
traversé en utilisant un imageur. Par ailleurs, il est possible de structurer ’éclairement
(i.e., de contrdler ou connaitre une caractéristique de cet éclairement), et ainsi d’amé-
liorer la résolution de I'imageur.

L’objectif de cette thése est de développer a la suite des travaux de E. Mudry [2] des
techniques d’imagerie utilisant des éclairements structurés inconnus, en particulier a
base de figures de tavelures (appelées speckles par la suite). Nous allons notamment
montrer le bien-fondé de cette approche en utilisant des arguments de théorie, de si-
mulation et d’expérimentation.

1.1 Systeme linéaire invariant

Les techniques d’imagerie abordées dans cette these seront modélisées par des sys-
témes linéaires. Pour un imageur l'entrée du systeme est une propriété physique de
I'objet que I'on cherche a observer, par exemple une densité de fluorophore, I'indice de
réfraction de l'objet, etc. On supposera donc que la réponse de I'imageur est linéaire
par rapport a cette propriété. Dans 'ensemble des systemes linéaires, il existe un sous

1. En théorie, en ’absence de bruit 'objet étant de support fini, il est possible de distinguer les
deux points quelque soit leur distance respective par prolongement analytique [22, 6.6]. En pratique, la
présence de bruit dans les mesures ne permet pas de séparer les deux points en utilisant un prolongement
analytique.
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ensemble appelé systéme linéaire invariant, ils ont une réponse indépendante de la
position de I'objet en entrée du systeme. On supposera par la suite que les imageurs
considérés appartiennent idéalement a cette classe. Notons que dans le cas des micro-
scopes optiques, les objectifs et les lentilles tubes utilisés sont construits pour étre le plus
proche possible d’un systéme linéaire invariant (i.e., condition des sinus d’Abbef})). Les
systemes linéaires invariants peuvent étre modélisés par une équation de convolution
[24, p. 21].

Il est fréquent d’avoir a éclairer I'objet avant de collecter grace a un imageur la ré-
ponse de cet objet a 'éclairement. On considére maintenant que les entrées du systéme
imageur sont conjointement 'objet imagé et 'éclairement utilisé. Dans le cadre des hy-
potheéses décrites au paragraphe ci-dessus, la modélisation du systeme imageur est :

z(r) = [helpxE)(r) (LL1)
— /}Rdh(r—r’)p(r’)E(r’) dr’ (1.1.2)

our € R? et r € R? représentent des coordonnées spatiales, ® est un opérateur de
convolution, p € C est 'objet a observer. h € C est la PSF du systeme considéré, £ € C
est 'éclairement. La sortie de 'imageur x (r) correspond au signal mesuré en I'absence
de bruit. Sans prendre en compte le bruit, les imageurs vus dans ce manuscrit peuvent
tous étre modélisés par (1.1.2). Si I'hypothese d’une réponse linéaire a I'illumination
n’est pas vérifiée, une illumination effective peut alors étre utilisée, 'important étant
de garder une réponse linéaire du systeme par rapport a p. Pour simplifier la modéli-
sation, I’ensemble des constantes de proportionnalité (i.e., efficacité quantique, section
efficace d’absorption...) des systemes n’apparaitront pas et seront considérées comme
faisant partie de 'objet. L’éclairement E peut représenter une onde sonore, un champ
électromagnétique ou bien une intensité lumineuse (par la suite I'éclairement sera noté
I dans le cas d’'une intensité lumineuse). Dans le domaine de Fourier (dans le k-space),

I'équation devient :
(k) = / z(r) x e 2k g (1.1.3)
RA
= |hx (s E)]|® (1.1.4)

En optique, la fonction h est appelée Optical Transfert Function (OTF) et son support
est limité des que l'acquisition est obtenue en champ lointain; par la suite, le support
borné sur R? de cette fonction sera noté Dpgr. Ce domaine Dpgr définit la résolution de
I'imageur, en effet puisqu'on acceéde en sortie du systeme uniquement aux fréquences
incluses dans Dpgy, il y a donc perte d’information au travers du systéme imageur. No-
tamment, dans le cas d’'un éclairement uniforme, le contenu fréquentiel de I'objet ne
peut étre identifié qu’a l'intérieur de Dpgr.

2. La condition des sinus d’Abbe est ’expression mathématique de I’aplanétisme d’un systéme optique.
Si cette condition est vérifiée, alors un objet étendu perpendiculaire a ’axe optique forme une image
perpendiculaire & 1’axe optique en sortie de 'imageur [23].



1.2. Modélisation des fluctuations perturbant la mesure

Propagation libre

Pour donner un exemple, sous certaines hypotheses, la propagation dans le vide
d’un champ électromagnétique monochromatique d’'un plan E(z,y,0) a un deuxieme
plan parallele au premier E(x,y, z) avec z > \ peut étre vu comme un systéme linéaire
invariant, [24, p. 60] dont 'OTF s’écrit :

- 2w 24 /1-22| k| :
k=1 ¢ stk € Dese (1.1.5)
0 sinon.
d 1
A étant la longueur d’onde du champ se propageant.
A 4 4
i
e é
I ' e
I | i ~*
P 9
L] oh %
] ’
3 | ) : E\
i ,\% kx E(x,y,0) E(x,y,z)

F1GURE 1.1 — Partie gauche : Module de 'OTF représentant une propagation en champ
libre entre deux plans paralleles distants de z metres, pour une longueur d’onde Ay (\y)
en vert trait continue (respectivement en rouge pointillés) avec A\; < \,. Partie droite :
Schéma représentant la propagation d’un champ unidimensionnel entre deux plans pa-
ralleles distants de z metres. Le champ en entrée E(x,y,0) est représenté en bleu trait
plein et le champ apres propagation E(z,y, z) est représenté en rouge trait pointillé. La
relation entre ces deux champs peut étre modélisée comme un systeme linéaire invariant :
E(x,y,z) = [T [T hx—2',y —y)E(,y,0)da’'dy’ avec h définie selon (L.1.5). Le
module de 'OTF utilisée est représenté en partie gauche en rouge trait pointillées.

Par une simple propagation libre du champ, de I'information est perdue, les hautes fré-
quences en dehors de Dpgr étant complétement filtrées (voir Fig. [1.1}Partie gauche).
Physiquement, il y a perte d’information par diffraction, cette perte d’'information cor-
respond a la notion d’ondes évanescentes [24, partie 3.10.4].

1.2 Modélisation des fluctuations perturbant la me-
sure

Dans le cas idéal, nous avons vu précédemment la modélisation reliant I'objet imagé
aux données mesurées (1.1.2). Cependant, les capteurs utilisés pour mesurer la sortie

7
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x(r) ne sont pas parfaits. La mesure n’est effectuée qu’en quelques point spatiaux, z(r)
est donc échantillonnée spatialement. On a vu que z(r) est a support fréquentiel fini
contenu dans Dpgr, il est donc possible d’échantillonner sans perte en respectant le
théoreme de Shannon [25] et on supposera par la suite que I'on est dans ce cas de
figure. D’autre part, la mesure est effectuée sur un domaine fini, mais on négligera
par la suite les effets de cette troncature. Enfin, la mesure est entachée de bruit. En
particulier, quand la mesure consiste a compter un nombre de particules émises par une
source, la physique quantique nous indique que la mesure peut étre modélisée par une
réalisation d’une distribution aléatoire de Poisson. Ainsi, méme dans le cas d'un capteur
« parfait », la mesure peut étre entachée d’un bruit.

Un modele plus réaliste de 'image est alors :
y(r) ~ T(xz(r);0(r)) (1.2.1)

avec 7 une loi statistique modélisant le bruit dans les images de sortie de I'imageur et 6
les parametres de cette loi. Le bruit peut étre séparé en deux types, suivant s’il dépend
ou non de la mesure z(r).

— La partie du bruit non liée a = (r) provient de plusieurs sources : le bruit ther-
mique, 'amplification électronique, etc. Cette partie est souvent modélisée par une
loi normale N (p (r) ,0? (r)) de moyenne u(r) et de variance o2 (). La modélisa-
tion peut évidemment étre beaucoup plus fine et dépend du capteur en question.
Pour des caméras optiques, la modélisation sera différente selon le type de capteur
(CCD, CMOS, sCMOS ...) et cette partie du bruit peut aussi étre négligée dans le
cas EMCCD par exemple.

— La partie du bruit liée a x (r), appelée en optique bruit de grenaille, provient du
caractere aléatoire de '’émission d’un photon ainsi que d’une probabilité de détec-
tion le long de la chailne de traitement. Ce bruit suit une loi de Poisson P (z (r)).
La variance d’une loi de Poisson est égale a sa moyenne. Si x(r) correspond a un
nombre élevé de photons alors la loi de Poisson peut étre approximée par une loi
Normal [26].

1.3 Eclairements structurés et super-résolution

On a vu précédemment que dans le cas d’un éclairement uniforme, on peut en théo-
rie identifier le contenu fréquentiel de I'objet sur le support de 'OTF, Dpsr. Lorsque
I'éclairement est structuré, la réponse de l'objet a cet éclairement est alors modulée.
Cette réponse passe ensuite au travers de I'imageur (1.2.1). Prenons le cas d’'un éclai-
rement de la forme E(r) = ¢*™*&", la transformée de Fourier de cet éclairement étant
E(k) = (k — kg), on en déduit que le spectre de la mesure non bruitée s’écrit (k) =
h(k) x p(k — ki) et on peut donc identifier de nouvelles composantes fréquentielles de
I'objet p. Si l'on est capable de générer un éclairement avec kg quelconque, il devient

possible d’identifier vignette par vignette tout le contenu fréquentiel de I'objet p.

En pratique, le contenu fréquentiel de I’éclairement est souvent physiquement limité.
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FIGURE 1.2 — Représentation dans le domaine fréquentiel des fréquences de 1'objet ac-
cessibles : le cercle noir correspond au domaine accessible avec un éclairement F(r) = 1,
le cercle bleu en trait pointillé correspond au domaine accessible avec un éclairement
E(’I") — 627rik:%'r'.

Par exemple dans le cas d’'un éclairement électromagnétique, on a vu qu'une simple pro-
pagation en espace libre de ce champ limite son contenu fréquentiel (1.1.6). On notera
par la suite Dg,.. le support fréquentiel de I'éclairement. Grace a cet exemple, on peut
voir qu’il est possible d’augmenter le domaine fréquentiel identifiable de I'objet et donc
la résolution théorique de I'imageur en utilisant un éclairement structuré. Le domaine
accessible (i.e., 'ensemble des fréquences identifiables de I'objet) dépend de Dq.. et de
Dpsr. Ce domaine accessible est dans notre exemple la différence de Minkowski de ces
deux ensembles :

DPSF o Dspec = {u —v,u € ’DPSF7'U € Dspec}-

Il est important de noter que le domaine fréquentiel accessible de 'imageur n’est pas le
seul critere a prendre en compte pour déterminer les performances. En effet en présence
de bruit de mesures, la variance d’estimation de chaque composante fréquentielle est
différente selon 'imageur et '’éclairement considéré.

Tomographie de diffraction

Considérons maintenant 'exemple de la tomographie de diffraction (TDM) [27].
La tomographie de diffraction est une technique d’imagerie cohérente [28] section 3.7
et 3.11], ou l'on cherche a reconstruire I'indice de réfraction d’'un objet 3D. Le champ
électromagnétique diffracté par 'objet éclairé est mesuré pour différentes ondes d’exci-
tations en utilisant une technique d’holographie. Il est ensuite possible de reconstruire
une image 3D de 'indice de réfraction en utilisant un algorithme dédié, par exemple de
rétro-propagation filtré [27], [9].

En réalité, les capteurs optiques sont sensibles a I'intensité du champ optique et I'in-
formation de phase du champ incident n’est pas directement accessible. L’holographie
permet de faire une mesure de cette phase. Il existe de nombreuses techniques d’holo-
graphie, hors-axe [29], sur 'axe [30, 31}, [32] par diffraction sur un réseau [33]. Sous
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approximation de Born [34]], on peut modéliser par (1.1.2)) la relation entre = 'image du
champ diffracté et h la PSF du systeme optique, p I'indice de réfraction et £ le champ
incident.

On peut donc remarquer que comme dans 'exemple précédent, I'utilisation d'une onde
plane d’excitation permet de translater dans I'espace de Fourier les composantes fré-
quentielles accessibles de I'objet. L’opposé du vecteur d’onde de 'onde plane —kg cor-
respond au vecteur de la translation du domaine accessible. En pratique, la norme du
vecteur kp est égale a kg = 27w /\ avec ) la longueur d’onde utilisée. De plus I'angle de
cette onde est le plus souvent limité. Le domaine fréquentiel de I'éclairement Dy, est
donc limité a une calotte de sphere (voir Fig. . Dans le cas ou Dy,ec = Dpsr, On peut
voir en Fig. le domaine fréquentiel accessible de 'objet p lorsqu’on utilise différentes
illuminations en onde plane d’angle incident différents.

kA kA
QkONA__

R4 \\\ /__\

/l \
II ‘\ - __kzmax_
b ' -7 ‘~\\ - T T~ 2koNA

3 < 3

I‘ 0 1 kx \‘~ ,’0 \~~ ,’/ kx
\ ! - ="
\ 1

\ ’

\ ’

AN 7/

N .

-0.1 -0.2

FIGURE 1.3 — Partie haute : Les deux graphiques représentent le domaine de Fourier, a
gauche projeté dans le plan k,, k, et a droite dans le plan k,, k.. En trait plein noir, les
limites du domaine de 'OTF, Dpgr sont représentées. En trait pointillé bleu, les limites
du domaine des fréquences identifiables de 1'objet dans le cas de la tomographie et de
I’holographie digital a illuminations de speckle est représentée. Partie basse : La partie
gauche représente ’'OTF 3D pour le champ électromagnétique du microscope utilisé. La
partie droite représente le contenu fréquentiel identifiable de 1'objet dans le cas de la
tomographie classique et dans le cas de I’holographie digitale a illumination de speckles.

Il n’est pas toujours physiquement possible d’utiliser un éclairement de type E(r) =
2miki.r . / . 5z .
e*™*e" comme dans le cas de la tomographie. La transformée de Fourier de I’éclaire-
ment est souvent plus complexe, par exemple une somme de Dirac (c’est le cas pour
un éclairements harmoniques, voir Sec. |2.1.2), ou bien une fonction aléatoire dont le
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spectre est limité au domaine Djy,.. (pour un éclairement de speckles, voir Sec. [2.1.3).
L’information fréquentielle de I'objet est alors déplacée et mélangée. Il est donc néces-
saire de démoduler I'information fréquentielle par un algorithme dédié pour créer une
image super-résolue de I'objet.

Certaines techniques de super-résolution reposent donc sur des algorithmes de recons-
truction qui nécessitent souvent la connaissance des éclairements pour pouvoir démo-
duler I'information : il faut alors s’assurer du contréle précis de ces éclairements. C’est
le cas pour le radar a synthese d’ouverture (SAR) [|6], la tomographie de diffraction [9]]
et la microscopie de fluorescence a éclairements structurés (SIM) [10],[11].

Une autre approche possible est de considérer que seules certaines caractéristiques des
éclairements sont controlées [12, (14, [15], par exemple on suppose que 1’éclairement
est harmonique mais on ne connait pas la phase et/ou 'amplitude de cet éclairement
[[13], ou bien on peut supposer que les éclairements sont aléatoires inconnus mais que
I'on connait certaines de leurs statistiques (statistique ponctuelle, moyenne, corrélation
spatial) [2, (17,18, 19, 20} 21].

L’objectif de cette thése est de caractériser les imageurs a éclairements structurés in-
connus, une attention toute particuliere étant portée aux éclairements aléatoires. Nous
allons maintenant utiliser pour exemple la microscopie de fluorescence pour laquelle de
nombreuses techniques utilisant des éclairements structurés ont été développées.

11
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Chapitre 2

Microscopie de fluorescence et
super-résolution

La plupart de nos résultats seront illustrés dans ce manuscrit a 'aide de la microsco-
pie de fluorescence. Cette partie permet donc de faire une breve introduction de cette
modalité, puis d’introduire des exemples d’utilisation d’éclairements structurés.

Un émetteur fluorescent interagit avec un ou des photons et voit ainsi son niveau d’éner-
gie changer. Dans le cas ot une molécule absorbe un photon, son énergie est augmentée
de hv, avec h le constante de Planck et v la fréquence de 'onde en hertz. Cette énergie
est retransmise, par la combinaison d’une relaxation non radiative (par vibrations) ainsi
que d’une émission de photon d’énergie hv, < hr dans le cas de la fluorescence. En uti-
lisant la relation v = ¢/, ol c est la vitesse de la lumiére et \ la longueur d’onde en
metres, on peut voir que la longueur d’onde émise en fluorescence et plus grande que
celle de I'onde incidente [|35].

L’intensité lumineuse émise par un objet fluorescent est fonction de trois parameétres
principaux : I'intensité lumineuse recue, la concentration d’émetteurs et leur nature et
leur environnement (définissant leur efficacité quantique, section efficace, etc.). Les pro-
cessus de fluorescence considérés ici seront incohérents, ce qui signifie qu’il n’y a pas
interférence des ondes émises, les intensités lumineuses de chaque émetteur fluores-
cent s’ajoutent [28], section 3.7 et 3.11]. On considérera de plus que l'intensité lumi-
neuse émise est proportionnelle a la densité d’émetteurs fluorescents, le coefficient de
proportionnalité dépendant principalement de l'efficacité quantique. Dans le cas d’une
interaction avec un seul photon, sous hypothese qu’il n’y a pas de saturation, la réponse
des émetteurs fluorescents est souvent supposée proportionnelle a 'intensité lumineuse
d’excitation [|36]].

Il est aussi possible d’avoir une fluorescence liée a I'absorption de deux photons [37],
la réponse peut alors étre supposée proportionnelle au carré de I'intensité d’excitation
[371, de méme pour n photons [38]] la réponse peut étre supposée proportionnelle a
I'intensité a la puissance n. La réponse du systéme reste néanmoins linéaire par rapport
a la densité de fluorophore p.

La possibilité de fixer des marqueurs fluorescent appelés fluorophore, a des endroits
bien précis d'un élément biologique ou de rendre la fluorescence dépendante d’un phé-
nomene biologique, ouvre de nombreuses possibilités pour étudier le vivant. Dans un
microscope a fluorescence, '’échantillon p préalablement marqué est éclairé par une illu-
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Chapitre 2. Microscopie de fluorescence et super-résolution

mination F de longueur d’onde adaptée et un filtre permet de détecter uniquement la
lumiere a la longueur d’onde de fluorescence. L'image obtenue a partir d'un fluorophore
unique supposé ponctuel correspond a la PSF du systéme h. L'image sans bruit d’instru-
ment de fluorescence produite par le microscope peut étre modélisée par I'équation

(1.1.2) que nous redonnons ici z(r) = [h ® (p x E)] (7).

2.1 Illuminations structurées : de ’harmonique connue
au speckle inconnue

Nous allons introduire dans cette partie des techniques d’illuminations structurées
appelée SIM (structured illumination mycroscopy) permettant d’améliorer la capacité
de résolution d’'un microscope de fluorescence. Enfin, la technique appelé Blind-SIM
sera présentée, ou des illuminations structurées inconnues sont utilisées. Afin de pré-
senter plus en détails le microscope de fluorescence, nous allons commencer par le cas
d’une illumination uniforme.

2.1.1 Microscopie de fluorescence a éclairement uniforme

Un montage couramment utilisé de microscope a epi-fluorescence est présenté en
figure et en figure Celui-ci est composé de deux lentilles, la premiére est un ob-
jectif optique avec une distance focal courte (L1 en Fig.[2.2), la deuxiéme est une lentille
tube de distance focal plus longue (L2 en Fig. [2.2)). Il existe un plan spécifique entre ces
deux lentilles appelé plan de Fourier, en effet si I'objectif est corrigé avec la condition
des sinus d’Abbe, celui-ci opére une transformée de Fourier du champ entre le plan ob-
jet et le plan de Fourier [22], Sec. 5.2]. Une pupille circulaire est présente sur le plan
de Fourier (P en Fig.[2.2), elle agit comme un filtre passe bas. L'image obtenue au plan
image est inversée et agrandie par le systéme optique, ces transformations géométriques
ne changent pas qualitativement I'image obtenue en sortie et seront donc négligées par
la suite. On peut remarquer que l'illumination nécessaire a I'excitation des émetteurs
passe par le méme objectif que celui utilisé pour imager 'objet. Le systeme peut étre

CCD

" Objet

FIGURE 2.1 — Montage en epi-fluorescence d’un microscope de fluorescence en champ
large.

modélisé en utilisant (1.2.1)) et (1.1.2)) ot p est proportionnel a une densité d’émetteurs
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L1 P L2
T
Aze { a : \ >
optique :
oy v
plan plan de plan
objet Fourier tmage

FIGURE 2.2 — Schéma d’un microscope composé de deux lentilles conjuguées L1, L2 et
d’une pupille P dans le plan focal des lentilles, 'axe optique correspond a un axe de
symétrie du systeme, le plan perpendiculaire a ’axe optique passant par la pupille est
appelé plan de Fourier. Le plan focal situé a gauche de la lentille L1 est appelé plan objet,
celui a droite de la lentille L2, plan image. Les rayons lumineux passant par I’axe optique
et le plan objet peuvent atteindre le plan image sans étre arrétes par la pupille si il ne
dépassent pas un angle o avec I'axe optique.

fluorescents et E' est I'intensité lumineuse utilisée pour exciter ces émetteurs [36} 22].
On se place ici dans le cas ou l'illumination est uniforme, la modélisation est donc a une
constante multiplicative pres z(r) = [h ® p| (), avec h la PSF du systeme optique et p
une densité d’émetteurs fluorescents.

On considere ici que le systéeme optique est optimisé pour étre aplanétique et donc pour
vérifier les conditions de sinus d’Abbe. La condition des sinus d’Abbe est ’expression
mathématique de 'aplanétisme d’un systéme optique[l| [23]. Une source ponctuelle pla-
cée sur le plan objet d'un microscope aplanétique forme une onde sphérique en sortie
du microscope qui converge vers un point du plan image (voir Fig. [2.2), le microscope
est alors limité uniquement par la diffraction. Si 'onde en sortie n’est pas sphérique, le
systeme optique comporte alors des aberrations [22], Sec. 6.4].

Lorsque I’échantillon est plan, i.e., lorsque I'objet est suffisamment fin pour étre consi-
déré 2D, il est alors possible de se limiter a une modélisation 2D du microscope de fluo-
rescence. En I'absence d’aberrationsE[, la PSF est alors une tache d’Airy [22), Sec. 4.4].
En coordonnés polaires, la PSF 2D peut alors étre modélisée ainsi :

2 NA)\ >
h(r,0) = 0 (%) r>00€R (2.1.1)

™

1. Un systeme est aplanétique si un objet étendu perpendiculaire & ’axe optique forme une image
perpendiculaire a ’axe optique en sortie de I'imageur. Maxwell a démontré qu’il n’est pas possible d’avoir
un microscope stigmatique en tous points de l'espace, sauf si ’agrandissement du microscope est de n;/ng
avec n; U'indice optique du milieu entourant l'objet et ng celui du milieu entourant le capteur [39).

2. Les aberrations ne peuvent que réduire la taille du support Dpgp.
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FIGURE 2.3 — Au préalable, une tache d’Airy est simulée en utilisant avec une
longueur d’onde de 510 nm et une ouverture numérique de 1,4. Puis, dans chacune de ces
figures, deux taches d’Airy ou PSF sont représentées en bleu (pointillé). La somme de ces
deux taches d’Airy est tracée en rouge. (A) Les deux PSF sont espacées de 171 nm soit
de d = %, cette distance correspond au critere de Rayleigh, le maximum de la premiere
tache d’Airy est placé au dessus du premier minimum de la deuxieme tache d’Airy. (B) Les
deux PSF sont espacées de 182 nm soit de d = %, cette distance correspond au critere
de Abbe, on peut toujours distinguer un creux sur la somme des deux PSF. Cette distance
correspond a la plus petite période d’un objet harmonique discernable apres convolution
avec la PSF. (C) Les deux PSF sont espacées de 171 nm soit de d = %, cette distance
correspond au critere de Sparrow, a partir de cette distance, le creux entre les deux PSF
disparait. Ce critere est notamment utilisé en astronomie car il est fréquent d’avoir a

localiser deux objets ponctuels.

ou J; est la fonction de Bessel du premiere ordre, NA est 'ouverture numérique de
I'objectif, et ky = 27 /X est le nombre d’onde dans le vide avec A la longueur d’onde
d’émission et d’excitation. Le support de 'OTF est alors un disque (voir Fig. de
rayon 2koNA, avec kg = 27” le nombre d’onde, A la longueur d’onde, NA = nsin(«) l'ou-
verture numérique du microscope. n est I'indice optique du milieu et « est I'angle de
collection de la lentille définie en figure Le rayon du support de 'OTF est appelé
fréquence de coupure. L'illumination utilisée étant uniforme, le contenu fréquentiel de
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FIGURE 2.4 — Partie gauche : Domaine fréquentiel accessible en microscopie de fluo-
rescence 2D avec une illumination uniforme. Partie droite : Optical Transfert Function
(OTF) 2D, la limite du support de 'OTF notée Dpgr est indiquée en bleu.
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2.1. Iluminations structurées : de I’harmonique connue au speckle inconnue

'objet p en dehors de Dpgr est completement filtré par le microscope (1.1.4)). Ceci définit
une limite de résolution qui dépend de la longueur d’onde )\ et de 'ouverture numérique
NA.

ky‘ kz‘
2koNA
kzmax
2koNA
0 kyx 0 ky

FIGURE 2.5 — Partie haute : Domaine fréquentiel accessible en microscopie de fluores-
cence 3D avec une illumination uniforme. A gauche dans le plan (k,, k,), a droite dans le
plan (k,, k). Partie basse : Optical Transfert Function (OTF) 3D, la limite du support
de P'OTF notée Dpgr est indiquée en bleu foncé (correspond a la plus petite iso-valeur
tracée).

Il existe plusieurs criteres définissant la limite de résolution, le critére de Sparrow[40],
de Rayleigh [41]], d’Abbe [42]] (voir Fig. . Selon Abbe, la limite de résolution cor-
respond a la plus petite période d’un objet périodique visible sur le plan image et est
directement liée a I'extension maximale de 'OTF. Cette période minimale estde d = 3.
Pour donner un ordre de grandeur, dans le domaine du visible 380 < A < 780 nm et
pour un NA de 1, la limite de résolution selon Abbe est comprise entre 190 nm et 390
nm. Physiquement, cette limite est liée a la diffraction de la lumiére au niveau de la

pupille (représentée en Fig.|2.2)) du microscope.

Lorsque l'objet est épais il faut prendre en compte caractere 3D du probleme. La PSF
3D est alors allongée le long de I'axe optique, la résolution transversal est donc meilleur
que la résolution axial, il est plus difficile d’obtenir des informations de profondeur sur
les détails de I'objet. On obtient les mémes conclusions en interprétetant la forme de
I’OTF 3D qui est plus étendue dans les directions latérales. On peut cependant ajouter
que 'OTF 3D est proche d’étre un tore (voir Fig. [2.5), le « trou » correspond a tout
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Chapitre 2. Microscopie de fluorescence et super-résolution

un cone de l'espace frequentiel qui n’est pas transmis par le microscope, appelé cone
manquant [7]. Cette particularité, nous indique qu'un microscope de fluorescence a un
mauvais sectionnement optique. Par exemple, un objet composé de plusieurs plans 2D
uniformes et perpendiculaires a 'axe optique ne peut pas étre reconstruit en utilisant
une illumination uniforme. Ceci traduit le manque de capacité de sectionnement op-
tique d’un microscope de fluorescence.

Nous allons voir qu'un moyen de dépasser la limite de résolution aussi appelée limite
de diffraction, est d’utiliser I'illumination comme un degré de liberté supplémentaire
permettant ainsi d’accéder a un contenue fréquentiel de I'objet en dehors de Dpgr le
support de 'OTF.

2.1.2 Microscopie a éclairements structurés harmoniques (SIM)

B : illuminationlaser

- : fluorescence

FIGURE 2.6 — Montage d'un microscope de fluorescence en champ large a éclairements
harmoniques.

On a vu qu’en utilisant ’éclairement d'un imageur il est possible d’améliorer la capa-
cité de résolution de celui-ci, voir Sec. Ainsi, la limite de résolution d’'un microscope
de fluorescence a illumination uniforme peut étre dépassée en utilisant I'illumination
d’excitation comme un degré de liberté supplémentaire. En utilisant plusieurs illumina-
tions structurées (i.e., non uniforme) pour exciter l'objet, il est possible de remonter a
de I'information fréquentielle en dehors du support de 'OTF, Dpgr. Au début des années
2000 la microscopie de fluorescence a éclairements structurés harmoniques fut dévelop-
pée par Heintzmann et Gustafsson, [[43] dans cet objectif.

Différentes illuminations d’excitation harmoniques sont utilisées pour moduler I'ob-
jet p, il est alors possible de reconstruire une image super-résolue a partir des images
basses résolutions acquises. Si 'objet imagé est fin, on peut alors considérer le pro-
bléme comme 2D. Une configuration SIM classique est alors d’utiliser I'interférence de
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FI1GURE 2.7 — Partie gauche : Le domaine Dpgr est représenté en trait plein noir dans
le plan (k,, k,). L’ensemble des cercles de cette figure forment le domaine accessible en
utilisant un jeu de 9 illuminations harmoniques composées de trois orientations distinctes
6 := tan~'(k,/k,) € {0,27/3,47/3}, et pour chacune d’elles trois incréments différents de
phases d’un tiers de période sont effectués. La fréquence des illuminations est égale a 90%
du rayon de Dpgr. Les paires de cercles de couleur indiquent le domaine des fréquences
identifiables de I’objet en n’utilisant que la direction d’illumination correspondante. Par-
tie droite : Schéma d’un microscope de fluorescence avec illumination harmonique, R
est un réseau de diffraction, les autres éléments sont décrits en Fig. 2.2l Une onde plane
illumine le réseau de diffraction, des ondes planes appelées ordres sortent alors de celui-ci.
Seules les ordres 1,0 et -1 sont représentés respectivement en bleu (pointillé), en violet et
en vert (tireté). Au niveau du plan de Fourier, un filtre basse fréquence est utilisé pour
supprimer ’ordre 0, ainsi seuls les ordres 1 et -1 arrivent au niveau du plan image, ces
deux ondes planes interferent et forment une illumination harmonique .

deux ondes planes (voir Fig. [2.7) pour générer une illumination harmonique au niveau
de l'objet, 'image acquise est modélisé ainsi [10] :

Ty(r) = [h@(pxEy)|(r) m=1...M (2.1.2)
avec E,(r) = an(l+bycos(r.ky,+om)) (2.1.3)

ou ¢, est une phase, et avec r = (z,y)" et k,, = (km, kmy)' respectivement les coor-
données spatiales et les fréquences spatiales de la fonction harmonique. Le parameétre
a., > 0 est une intensité de modulation et 0 > b,, > 1 est un taux de modulation. La
transformée de Fourier de l'illumination est

En(k) = and(k) + %m em §(k — k) + %” em §(k + k). (2.1.4)

On peut maintenant utiliser cette expression dans la transformer de Fourier de la me-
sure :
~ b

F(k) = h(k) x (amﬁ(k:) + et ke — k) + %m e=iem Gk + k:m)> .

L’information fréquentielle de 'objet est donc déplacée et mélangée dans I'espace de
Fourier. Si 'on considéere que seul le parametre ¢,, change entre deux acquisitions, tel
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Chapitre 2. Microscopie de fluorescence et super-résolution

que @, = %’r xm ,m =1...3, onnotera kg = k,,, Vm. On peut alors écrire ces trois
images ainsi :

X (k) =M x b(k) (2.1.5)
avec
— o (k) 11 a h(k) p(k)
X(k)= | Tu(k) | M= |1 & 5| b= | §hk)p(k—kp)
nk) Lo e L (k) Pl + k)
1 1 1
On peut facilement monter que M ! = % 1 e % ¥
1 e_i%r ei%ﬁ

Si on suppose les composantes de b indépendantes, on peut alors identifier chacune
d’elles gréce au calcul suivant : b(k) = M ! x X (k) [44], on peut ainsi identifier des
composantes fréquentielles de ’'objet en dehors du support de 'OTF. Un ensemble clas-
sique d’illumination est composé de trois orientations distinctes 6 := tan™'(k,/k,) €
{0,27/3,47/3}, et pour chacune d’elles, trois incréments différents de phases d’un tiers
de période sont effectués. a,, et b,, sont le plus souvent supposés constants sur toutes les
images. La aussi, il est possible d’identifier le contenue fréquentiel de 'objet sur un do-
maine plus grand que Dpgr a partir des 9 images basses résolutions x,,(r), ce domaine
est représenté en Fig. Dans le montage présenté en Fig. ces illuminations sont
générées grace a un réseau de diffraction, il faut contréler précisément celui-ci en trans-
lation et en rotation, pour pouvoir générer les différentes illuminations nécessaires.

Si l'objet est épais, le probleme 3D doit étre considéré, il est possible de garder le mon-
tage optique de la Fig. I'ordre zero du réseau étant bloqué seul les ordres +1 et -1
sont utilisés et I'illumination est alors constante le long de ’axe optique. Dans ce cas de
figure un compromis est requis entre le facteurs de super-résolution souhaité et la ca-
pacité de sectionnement optique en choisissant la période de l'illumination de maniere

adéquate (voir Fig. [2.8)).

Une autre approche consiste a ne pas filtrer 'ordre 0, Iillumination est alors formée
par interférence entre trois ondes planes. Cette nouvelle configuration permet d’obte-
nir un facteur de super-résolution latéral et axial proche de deux, tout en garantis-
sant un bon sectionnement optique (voir Fig. [2.9). L'inconvénient est qu’il faut plus
d’images basses fréquences pour étre capable de reconstruire 'objet super-résolu. Typi-
quement 15 images sont utilisées, avec trois orientations distinctes 6 := tan™*(k,/k,) €
{0,27/3,47/3}, et pour chacune d’elles cinq incréments différents de phases d’'un cin-
quieme de période.

Que ce soit en 3D ou en 2D, avec I'ordre 0 bloqué ou non, il est nécessaire de connaitre
les illuminations pour reconstruire I'image super-résolue de l'objet [44, 45, [10, 43].
Définissons le probleme suivant :

min = S0 || ym(r) = [h @ (pBn)] (r) |1°. (2.1.6)

p(r)

Il est possible de montrer que la solution de ce probléme est une estimation super-
résolue de l'objet p, et que le contenu fréquentiel identifié de I'objet correspond aux
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2.1. Iluminations structurées : de I’harmonique connue au speckle inconnue

domaines fréquentiels représentés en figures selon le cas considéré. Apres
discrétisation spatiale, le probleme de minimisation peut étre résolu numériquement par
un algorithme dédié (e.g., un gradient pré-conditionné [46]) et produire une recons-
truction super-résoluef’l On a vu quen théorie, un facteur deux de super-résolution est
possible en epi-fluorescence lorsque la réponse des émetteurs fluorescent est linéaire.
En exploitant des non linéarités comme la saturation des fluorophores, la limite de
super-résolution est en théorie illimitée [48]. Le gain en résolution est alors limité par
le rapport signal sur bruit des mesures effectuées.

Dans le cas ou les parametres de l'illumination ne sont pas précisément connus, il est
possible de les estimer au préalable, [49, [13] [50, 51] puis d’utiliser un algorithme de
reconstruction SIM harmonique classique. Ce point est important en pratique car la ca-
libration du montage optique peut étre tres sensible, les parametres des illuminations
utilisées peuvent par exemple changer en fonction de la température.

Si lillumination est déformée par des aberrations optiques et ne correspond donc plus
a une illumination harmonique, des artefacts de reconstruction peuvent alors appa-
raitre [[14]]. Ceci limite la profondeur a laquelle ces techniques de reconstruction fonc-
tionnent car l'objet ne doit pas déformer l'illumination harmonique. Certaines tech-

3. En guise de remarque technique, on pourra souligner que ce probléme de minimisation n’a pas de
solution unique et est mal conditionné. On peut cependant restaurer 'unicité de la solution et la stabilité
numérique par une simple pénalisation quadratique, voir par exemple [47] pour plus de détails

k, Kk, A

FIGURE 2.8 — Dans le cas 3D, utiliser des illuminations harmonique de type permet
d’identifier le contenue fréquentiel de I'objet sur un domaine étendue. L’étendue et la
forme de ce domaine dépend de la période choisie pour lillumination harmonique. Les
deux figures représentent le domaine fréquentiel dans le plan (k,, k), le domaine Dpgp
est représenté en trait noir. Le contenue fréquentiel des illuminations est indiqué
avec des croix. A gauche la fréquence des illuminations harmonique est de 90% de la
fréquence de coupure, a droite elle est de 45%. Dans le premier cas on peut voir grace aux
domaines représentés en traits bleu (pointillés) que la résolution latérale est améliorée d'un
facteur proche de deux, cependant le «<cone manquant> est toujours présent indiquant un
mauvais sectionnement optique. A 'opposé dans le cas représenté a droite, le facteur de
super-résolution latérale est proche de 1,5, mais le «<cone manquant> est comblé. Il y a
un compromis entre super-résolution et sectionnement optique a spécifier pour régler la
période des illuminations harmoniques utilisées.
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Chapitre 2. Microscopie de fluorescence et super-résolution

plan plan de plan
objet Fourier image

FIGURE 2.9 — Partie gauche : Le domaine Dpgr est représenté en trait noir dans le plan
(K., k). Le contenue fréquentiel d’une des illuminations est indiqué avec des croix. L’en-
semble des domaines représentés forment le contenue fréquentiel identifiable de 1'objet.
On peut remarquer que celui-ci est environ deux fois plus grand latéralement et axia-
lement, ce qui correspond a un facteur de super-résolution de deux, de plus le < cone
manquant > est comblé indiquant un meilleur sectionnement optique. Partie droite :
Schéma d’un microscope de fluorescence avec illumination harmonique, R est un réseau de
diffraction, les autres éléments sont décrits en Fig. Une onde plane illumine le réseau
de diffraction, des ondes planes appelées ordres sortent alors de celui-ci. Seules les ordres
1,0 et -1 sont représentés respectivement en bleu (pointillé), en violet et en vert (tiretés).
Au niveau du plan image, les trois ondes planes interferent et forment I'illumination.

niques de reconstruction permettent d’étre robuste a ces déformations [14] en relachant
les contraintes sur Iillumination : on se rapproche donc du cas Blind-SIM présenté dans
la section suivante.

2.1.3 Microscopie a éclairements structurés aveugle (Blind-SIM)

La nécessité de controler l'illuminations utilisées rend trés souvent le montage op-
tique plus complexe et limite les cas d’utilisations. Une autre approche consiste a se
passer de la connaissance a priori des illuminations : on parle de techniques de mi-
croscopie a éclairements structurés aveugle Blind-SIM. C’est notamment le cas pour les
techniques d’imagerie a base de speckle, utlisées en microscopie optique [2], en photo-
acoustique [52], en thermographie [53], etc.

Une des premieres applications Blind-SIM apparait en 2012 a I'Institut Fresnel. Un mi-
croscope de fluorescence allié a des illuminations de speckle est proposé [2]. Cette
nouvelle approche simplifie grandement le montage optique, comme on peut le voir en
comparant la figure du montage nécessaire au SIM harmonic a la figure du
montage pour speckle Blind-SIM. L'illumination de speckle est tres simple a générer, de
plus dans le cas ou I'objet interagit avec I'illumination, celle-ci reste une illumination de
speckle ce qui confie une bonne robustesse a ces techniques. Pour changer I'illumina-
tion, il suffit de déplacer le diffuseur, ce déplacement ne nécessite pas d’étre précis, il
peut donc étre fait grossiérement et trés rapidement.

22



2.2. Techniques de super résolution concurrentes

CCD

F1GURE 2.10 — Montage d’'un microscope de fluorescence en champ large a éclairements
de speckle.

Le probléme Blind-SIM joint[]h résoudre et tel que proposé par Mudry et al. [2] s’écrit
alors :

min 35 ym — H (p© E,)|I* (2.1.7a)
pv{Em}
sujet a Yo Em = M x Ey (2.1.7b)
et p, >0, E,, >0, VYm,n (2.1.7¢)

avec H une matrice de convolution construite via la discrétisation de la PSF, p et E,,
les versions discrétisées de p(r) et I,,(r) respectivement, et ® le produit de Hadamard
ou produit terme a terme. Le critére a lui seul comporte plus d’inconnues que
de mesures, la contrainte permet de lever cette ambiguité. Nous montrerons
plus loin que les contraintes de positivités sur 'objet et sur l'illumination sont néces-
saires a I'obtention de super-résolution dans l'image reconstruite. La contribution [2]
contient des reconstructions issues de simulation et de données réelles en utilisant un
algorithme de gradient conjugué. Dans les deux cas de la super-résolution est observée,
le mécanisme amenant a cette super-résolution n’etant cependant pas explicité. Ces
travaux sont a la base de cette these et constituent donc le point de départ pour nos tra-
vaux. D’autres groupes proposent des alternatives également basées sur des techniques
a éclairement de speckle [17], [18].

2.2 Techniques de super résolution concurrentes

L’objectif ici n’est pas de faire un état des lieux exhaustif, mais plutét de présenter
rapidement les méthodes treés répandues pour obtenir de la super résolution en micro-

4. L’adjectif < joint > renvoie ici au fait que I’'objet et I’ensemble des illuminations sont simultanément
estimées.
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Chapitre 2. Microscopie de fluorescence et super-résolution

scopie de fluorescence. On s’intéressera aussi aux techniques permettant d’améliorer le
sectionnement optique. La super-résolution et le sectionnement optique peuvent étre vu
comme l'augmentation du domaine fréquentiel de I'objet identifiable. En effet, lorsque
la technique utilisée permet d’accéder aux fréquences normalement non transmises du
« coOne manquant » (voir Fig. |2.5)), on améliore alors la capacité de sectionnement op-
tique.

2.2.1 Microscopie a balayage : Confocal, Simulated emission
depletion microscopy (STED)

Les techniques de microscopie a balayage peuvent étre vues comme une structura-
tion de l'illumination. Par exemple, le microscope confocal consiste a focaliser I'illumi-
nation en un point, l'illumination prend alors la forme de la PSF d’illumination du mi-

kA

FIGURE 2.11 — On suppose que la PSF d’illumination est égale a la PSF de détection,
haet = hin,. Partie haute : Domaine fréquentiel accessible en microscopie de fluorescence
3D avec une illumination uniforme en bleu traits pointillés et dans le cas confocal en rouge
traits pleins. A gauche dans le plan (k,, k), a droite dans le plan (k,, k.). Partie basse :
Limites du domaine de la fonction de transfert optique (OTF) 3D hge en bleu (surface
intérieure) ainsi que de la pseudo fonction de transfert optique lNLc(mf en rouge (surface
extérieure).

croscope h;;,, la lumiére est ensuite captée au travers d’une pupille qui filtre la lumiere
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2.2. Techniques de super résolution concurrentes

ne venant pas du plan focal [54]. Un balayage permet de former une image de 1'objet.
En théorie avec une pupille infiniment petite, la résolution d’'un microscope confocal est
deux fois plus grande que celle d’'un microscope a champ large, de méme le section-
nement optique est aussi amélioré. En effet, on peut modéliser un microscope confocal
par I'équation [S5]] 2 (7) = [heons @ p| (1)  aveC heons = Rity X Rger OU hgey €St 1a PSE
de l'optique de collection. Si I'on considere le cas hy.; = hij, le domaine de ﬁcon s est la-
téralement deux fois plus grand que celui de Ay , et il 0’y a plus de « c6ne manquant »,
cf. Sec. On peut ainsi montrer un gain en résolution et un meilleur sectionne-
ment optique du microscope confocal (voir figure 2.11)). En pratique, la fluorescence
d’un échantillon biologique classique est cependant trop faible pour pouvoir suffisam-
ment réduire le rayon de la pupille et le gain en résolution devient alors moindre, voir
négligeable [56]. Il est possible de remplacer la pupille par une matrice de détecteurs
ponctuels agissant comme des pupilles, un meilleur compromis entre super-résolution
et rapport signal sur bruit est alors atteignable en comparaison a un microscope confo-
cal [57].

D’autres approches permettent de réduire la taille de la tache d’illumination pour obte-
nir une résolution latéral plus importante [58]], [59]. C’est notamment le cas du STED,
ou l'on tire partie de la déplétion par émission stimulée pour pouvoir éliminer la fluo-
rescence provenant des bords de la tache d’illumination. Un gain en super-résolution
important est alors possible [59]. Ces techniques nécessitent elles aussi une bonne ca-
libration et un controle rigoureux des illuminations utilisées, ce qui se traduit par une
complexité du montage expérimental en lien avec le gain de super résolution souhaité.

2.2.2  Super-resolution optical fluctuation imaging (SOFI)

Certains fluorophores ont la particularité de clignoter aléatoirement sans aucune
correlation spatiale. La technique SOFI [60] permet a partir d’'une séquence d’images
de microscopie en champ large, ou 'on peut observer ces clignotements, de reconstruire
une image super-résolue. On suppose ici un objet composé de N émetteurs ponctuels
indépendants :

N
> 6(r — ri)ersi(t) (2.2.1)
k=1

avec 1y la position de '’émetteur £, ¢, une constante de luminosité moléculaire et s(¢)

une fluctuation dans le temps de la luminosité. L'image a un instant ¢, obtenue avec un

microscope a champ large d'un ensemble de N particules est alors :

z(rt)=> h(r—r)esi(t) (2.2.2)
k=1

Sous hypothése que les fluorophores ne bougent pas pendant ’acquisition et que I'émis-
sion de photons des différents fluorophores n’est pas corrélée dans le temps, il est pos-
sible de montrer que le cumulant d’ordre 2 est alors

Cy(r,7) =& (0x(r,t +7) X dx(r,t)) (2.2.3a)
= h(r -7 (2.2.3b)
k=1
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Chapitre 2. Microscopie de fluorescence et super-résolution

avec dz(r,t) = x(r,t) — € (x(r,t)) et £(...) est une espérance mathématique qui sous
I'hypotheése d’ergodicité est obtenue par une moyenne temporelle. Toujours selon [60]
si 'on peut approximer la PSF & par une fonction gaussienne, alors la «taille » de h? est
réduite d’un facteur /2, ce qui augmente la résolution de 'image du second cumulant
Il faut probablement noter que ce résultat ne correspond pas a un facteur de super-
résolution sur p. Pour un objet binaire tel que p? = p alors effectivement, on obtient bien
le méme facteur de super-résolution sur p mais dans le cas général, observer p? avec une
PSF h? ne permet d’obtenir aucune super-résolution sur p. On reviendra sur ce point en
Sec. SOFTI est directement applicable aux microscopes existant mais reste limitée
a I'utilisation de fluorophores qui clignote aléatoirement a une fréquence adéquate. Une
version modifiée appelée S-SOFI [61] est utilisée en remplacant la variation temporelle
apportée par le clignotement des fluorophores par une variation temporelle apportée
par une illumination de speckle.

2.2.3  Stochastic optical reconstruction microscopy (STORM),
Photoa-ctivated localization microscopy (PALM)

En utilisant un microscope optique, la position d’'un émetteur fluorescent unique
peut étre estimée bien plus précisément que la limite de diffraction ne le suggere. On
peut montrer que I’écart-type de 'estimation de la position latérale du centre de I'émet-
teur est approximativement o = s/v/N avec s 'écart type de la gaussienne approximant
au mieux la PSF du microscope, N le nombre de photons captés [62, 63]. Pour une lon-
gueur d’onde d’émission de 500 nm, le parametre s vaut environ 200 nm, sachant qu'un
émetteur unique peut émettre plus de 10* photons avant de photoblanchirf], on arrive
a un écart-type de presque 1 nm [65]. Certains fluorophores peuvent étre éteints ou al-
lumés optiquement de maniere répétée. L’activation de ces fluorophores est aléatoire et
il est possible de cycliquement allumer un petit nombre de fluorophore aléatoirement,
puis d’éteindre I'ensemble des fluorophores. Les techniques STORM [66] et PALM [65]]
correspondent a cette stratégie; elles ont été proposées indépendamment (et simul-
tanément) par deux groupes distincts. Elles utilisent cette propriété d’activation pour
obtenir des séquences d’images ou les fluorophores activés sont suffisamment éloignés
pour considérer qu’ils n’interferent pas les uns sur les autres. Ainsi, le probleme revient
a une stratégie en deux étapes : d’abord 'ensemble des quelques émetteurs activés sont
détectés sur le plan de I'image, et ensuite, la localisation sub-pixelique de chaque émet-
teur détecté est produite par un algorithme de localisation de particule unique [66],
[65]. La précision de localisation alors obtenue en pratique est de 'ordre de 20 a 40 nm.
La reconstruction PALM/STORM n’est pas sans présenter quelques difficultés. Ainsi, plus
la densité de fluorophores activés est faible plus le nombre d’images a acquérir est grand
pour localiser I'ensemble des fluorophores, inversement plus la densité est fortes, plus
il faut prendre en compte dans I'estimation de la position des fluorophores l'interaction
entre émetteur voisin. De par leur stratégie « pointilliste », ces techniques nécessitent
donc un nombre d’images important (de 'ordre de 10000 images) pour produire une
reconstruction satisfaisante de la scéne. De ce fait, les reconstructions PALM/STORM

5. 1l est possible d’appliquer le méme cheminement avec les cumulants d’ordre n, un facteur de super-
résolution de /n sur 'image du cumulant est alors obtenue.

6. La réponse d’'un fluorophore est proportionnelle & l'intensité, ce coefficient de proportionnalité
diminue proportionnellement au nombre de photons émis par le fluorophore [64].
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2.2. Techniques de super résolution concurrentes

demandent des acquisitions tres longues (plusieurs heures) et elles sont tres sensibles
a toutes formes de dérives instrumentales ou de I’échantillon, notamment les dérives
thermiques [67]. La tendance est donc aujourd’hui d’augmenter le nombre d’émetteurs
actifs par image, ceci au prix des biais liés a ’absence de prise en compte de l'interaction
des émetteurs voisins entre eux.
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Chapitre 3

Origine de la super-résolution en
éclairements aléatoires

Afin de justifier du bien fondé des méthodes d’imageries utilisant des éclairements
aléatoires inconnus (Random Blind-SIM ), nous allons étudier la capacité de super-
résolution théorique de ces imageurs. Le terme Blind-SIM (BS) sera compris par la suite
dans un sens plus large : ainsi, tout imageur actif utilisant des éclairements inconnus
sera qualifié de Blind-SIM. En outre, une sous-classe d’imageurs « Blind-SIM » utilise
des illuminations aléatoires, notamment de speckle, et seront appelées « Random Blind-
SIM » (RBS). Les résultats de ce chapitre concernent donc uniquement les montages de
type « RBS ». Ce chapitre produit une analyse asymptotique[| garantissant qu’a par-
tir d’éclairements aléatoires (donc non contrdlés) certaines fréquences de I'objet non
transmises par 'OTF peuvent effectivement étre identifiées. Si on écarte le caractere
asymptotique, les hypotheses nécessaire pour produire cette analyse sont réalisables en
pratique. Cette analyse permet de tirer des conclusions importantes pour notamment
trois techniques d’imagerie.

La premiere est I'imagerie de fluorescence (voir sous-section. (3.1.3)), en effet pour le
montage classique en epi-microscopie, la capacité théorique de super-résolution en éclai-
rements aléatoires est similaire a celle atteinte en théorie par le SIM standard. Dans
cette configuration, l'utilisation d’illuminations aléatoires inconnues, ou d’illuminations
déterministes controlées permettent toutes les deux la méme capacité de super-résolution.

La deuxieme est la tomographie de diffraction (voir sous-section. ), ol 'on montre
qu’il est possible pour une configuration en transmission, de remplacer les illumina-
tions contrélées et connues ( par exemple en ondes planes dont 'angle d’incidence est
contr6lé) par des illuminations de speckles aléatoires inconnues, tout en conservant la
méme résolution théoriquement atteignable. Cela permet d’envisager une simplification
du montage expérimental nécessaire et de simplifier la calibration.

La troisiéme est la photo-acoustique (voir sous-section. [3.1.3). En effet on peut démon-
trer que l'utilisation d’illuminations de speckles spatialement décorrélés permet d’iden-
tifier le contenu fréquentiel de I'objet élevé au carré, sur un domainef’| plus étendue que
le domaine de la transformée de Fourier de la PSF acoustique.

1. en présence de bruit et & mesure que le nombre d’acquisition croit vers 'infini.
2. Avec une illumination uniforme, il n’est pas possible d’identifier le contenue fréquentiel de 'objet
élevé au carré sur un quelconque domaine.
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Les résultats obtenus s’appliquent aussi a de nombreuses autres techniques (radar a syn-
these d’ouverture [6], en thermographie [53]...) pouvant étre employées dans un cadre
Blind-SIM aléatoires. En effet, pour toutes ces modalités d’imagerie, il est en théorie
possible de relacher des contraintes sur les éclairements utilisés en conservant des per-
formances de résolution équivalente, ceci permet aussi d’envisager une simplification
des implémentations expérimentales et de la calibration de ces systemes. Nous allons
cependant nous arréter aux cas de la microscopie de fluorescence et de la tomographie
de diffraction pour illustrer nos résultats.

3.1 Capacité de super résolution intrinseque induite
par des éclairements aléatoires’

Nous nous intéressons ici a la capacité de super-résolution d’imageurs optiques a
base d’illuminations aléatoires inconnues. Nous restreignons notre analyse asympto-
tique des propriétés de super-résolution en analysant 'information contenue dans les
deux premiers moments statistiques (moyenne et covariance des mesures). Plus préci-
sément, nous allons établir les expressions des deux premiers moments statistiques des
mesures, puis donner les liens que 'on peut établir entre ces relations et le contenu
fréquentiel de I'objet p.

On considere M images (yi, ..., yy) d'un méme objet ayant été acquises en utilisant
M différentes illuminations. Chaque image y,,, = (Y (1), - .., Ym(rxn)) est un ensemble
de N pixels, chacun étant indexé par un vecteur de coordonnées spatiales r,. En pra-
tique, les vecteurs r, couvrent une grille G rectangulaire discrete et finie de dimension
d avec d égale a deux ou trois. Sans perte de généralité, on va considérer que la pé-
riode d’échantillonnage est normalisée a un dans chaque directions. Par convention,
nous allons considérer que y,, est un vecteur colonne obtenu en balayant la grille G de
I'image dans un ordre arbitraire. Donc pour tout m € {1...M} et r € G, le modele
d’observation s’écrit

yn(r) = [h @ (p X Ep) ] (r) +€en (7) (3.1.1)

avec h € C la PSF, y (r) le signal mesuré et ¢, est un bruit additif. Les hypotheses sui-
vantes nous seront nécessaires :

(1) La PSF h est intégrable mais aussi de carré intégrable (i.e., [ |h(x)|” dx < oo pour
p = 1,2), elle est un opérateur positif semi-défini (i.e., sa transformée de Fourier
ou OTF est réelle non-négative). De plus, sa transformée de Fourier h prend des
valeurs finies puis nulles en dehors d’'un domaine fermé noté Dpsr = {k | h(k) >
0}. Ces hypotheses sont vérifiées dés lors que les mesures y sont effectuées en
champ lointain ce qui est le cas pour de nombreux imageurs [8].

(i7) La grille d’échantillonnage est supposée assez fine pour échantillonner la PSF h
sans erreur de discrétisation. D’apres le théoreme multidimensionnel de Parzen
[25], cette condition est respectée des lors que Dpgr appartient a la bande pas-
sante B = [-1/2,1/2]%.

3. Les résultats présentés dans cette partie sont actuellement soumis dans la revue IEEE TCI.
https://arxiv.org/pdf/1512.06260.pdf
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(73i) L’objet p est intégrable et prend des valeurs finies non-négatives dans R?

(iv) Le bruit et les illuminations sont des processus aléatoires stationnaires de second
ordres, mutuellement décorrélés. Cette hypothése est vérifiée pour de nombreux
imageurs [[16, Sec. 4.4]. Une extension au cas ou la moyenne statistique des illu-
minations est spatialement variable est possible. Sans perte de généralité, on va
supposer un bruit centré.

(v) Les deux premiers moments statistiques des éclairements, px et I'y sont supposés
connus. La densité spectrale de puissance I'g (i.e. les composantes fréquentielles
du speckle ) est nulle en dehors d'un domaine noté Dq,... Cette hypothese est
le cceur de notre approche. Cette connaissance est supposée plus facile a obtenir
comparée a la connaissance de chacune des illuminations.

On restreint notre analyse des données en considérant uniquement les statistiques d’ordre
deux des mesures, i.e., la moyenne et la covariance statistique des mesures. L’objectif
est de déterminer quelles composantes fréquentielles de 'objet sont identifiables a par-
tir de ces statistiques. Une telle restriction est légitime pour plusieurs raisons.

D’abord, la moyenne et la covariance empirique sont les quantités statistiques standard
procurant l'information au second ordre dont la robustesse s’établit souvent a partir
d’'un nombre relativement réduit d’illuminations. Ensuite, la moyenne et la covariance
statistique sont des statistiques exhaustives si les données sont gaussiennes, qu’elles
soient réelles ou complexes. Par exemple, cette derniere hypothese est adaptée au cas
de I'imagerie cohérente telle que I'’holographie digitale. Dans d’autres situations, telle
que la microscopie de fluorescence, les illuminations de speckles, et donc les données,
ne sont pas Gaussiennes. La moyenne et la covariance statistique ne résument donc pas
I'ensemble de I'information sur 'objet contenue dans les mesures dans ce cas de figure,
mais nos résultats procurent une borne inférieure sur 'information que I'on peut retrou-
ver a partir des statistiques completes des données.

Afin de caractériser le potentiel de super-résolution des méthodes du second ordre,
on souhaite assigner chaque composante de la transformée de Fourier spatiale p(k) de
I’échantillon imagé (le signe ~ correspond a la transformée de Fourier de dimension d
telle que définie par la relation (1.1.3)) a une de ces trois classes :

— Non-identifiable
Ces composantes fréquentielles ne sont pas identifiables a partir des moments
statistiques d’ordre deux.

— Partiellement identifiable
Les moments statistiques d’ordre deux dépendent de ces composantes fréquen-
tielles mais des ambiguités d’identification demeurent sur ces composantes.

— Identifiable
Les composantes fréquentielles de ce domaine sont identifiables de maniere unique
a partir des moments statistiques d’ordre deux.

Naturellement, le support de chacune de ces classes dans le domaine de Fourier peut
dépendre du support fréquentiel Dpgr et des propriétés statistiques des illuminations
utilisées. Pour des raisons de simplicité, le caractere fini de la grille de mesure G est
négligé, ce qui revient a assumer que G peut étre créée arbitrairement grande de fa-
con a atteindre un régime sans pertes. Nous allons donc identifier G & Z? par la suite.
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Cette simplification est légitime car la PSF h s’estompe pour une distance arbitraire-
ment grande de l'origine, en effet sa transformée de Fourier h est intégrable d’apres
I'hypothése (i) (cette implication est une conséquence directe du théoreme de Cauchy-
Riemann [68]). Notre étude se porte sur les deux premiers moments statistiques des
mesures sans bruit, on suppose que I'on peut accéder a ces moments a partir des mo-
ments statistiques des mesures bruitées. Nous allons maintenant étudier le contenu
fréquentiel de I'objet identifiable a partir de la moyenne des données.

3.1.1 Information du premier ordre

La moyenne des mesures sans bruit () s’écrit trés simplement, a partir de la rela-
tion d’observation (3.1.1)) donnée ci-dessus :

pa(r) = [h & (px pp)l(r) (3.1.2)

avec up la moyenne statistique des illuminations. La transformée de Fourier continue
de p,(r) s'écrit :

fiz(k) = pug h(k)p(k) (3.1.3)
pour tout k € R?. La fonction i, a un support limité a Dpgr et peut donc étre échan-
tillonnée sans pertes en respectant ’hypothese (ii). De plus, I'équation (3.1.3) permet
d’accéder aux composantes fréquentielles de I'objet p appartenant a Dpgr Si g # 0. Si
E correspond a un champ complexe circulaire, on a alors up = 0 [16] et dans ce cas, y,
n’apporte pas d’information sur le contenu fréquentiel de I'objet.

Propriété 1 La composante frequentielle p(k) est identifiable & partir de u.(r) si et
seulement si k € D; avec

D, — { DPSF St UE 7’é 0,
1 = .
(%) S1M0oN.

En aucun cas les propriétés du premier ordre n’apporte de 'information sur le contenu
fréquentiel de 'objet en dehors de Dpgr i.e., cette information ne donne aucune capacité
de super-résolution.

3.1.2 Information du second ordre

Nous allons maintenant nous concentrer sur la fonction de corrélation des mesures

sans bruit (voir (A.2.2)) :
Lo(r, ) = / / h(r —p) 1*(r' = p') Te(p — p') plp) p*(P) dp dp’.  (3.1.4)

Encore une fois, nous allons examiner cette fonction dans I’espace de Fourier. Par double
transformée de Fourier continue sur 'equation (3.1.4)) on obtient :

Lo(k, k') = h(k) h(~K)
// e~ 2imkatka’) () (@ \ D (x — ') dae da’ (3.1.5)
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ou k - x est le produit scalaire usuel de R?. En sachant que
FE<LB/ . m) _ /€2i7r(m:c’)-k:”fE(k//> dk”,

on peut exprimer I',(k, k') comme ceci :

T, (k, k') = h(k) h(—k) Gk, k), (3.1.6)

avec
Gk k) = / Bk — k') 5k + k) Tu(k") di". (3.1.7)

D’aprés et I'hypothése (ii), I', a un support limité & B x B et I',(k, k') s'identifie
a la double transformée de Fourier discréte de I', pour tout k, k' € B. Les expressions
(3.1.6), (3.1.7) et (3.1.5) permettent de voir que I'g joue un role central pour l'identifi-
cation des composantes spectrales de 'objet. Cependant, le fait que les moments statis-
tiques d’ordre deux ne dépendent pas linéairement mais plutot de maniere quadratique
de I'objet p, rend Pinterprétation en terme de capacité de super-résolution difficile. A
notre connaissance, aucune théorie générale ne peut étre appliquée pour résoudre les
équations (3.1.6), (3.1.7) et (3.1.5) en p. Cependant, deux cas de figures sont développés
ci-dessous. Le premier cas correspond a une illumination aléatoire « suffisamment » cor-
rélée, dans le sens ou la densité spectrale de puissance Dg,. est incluse Dpgp. A I'opposé
le cas limite ou l'illumination n’est pas corrélée spatialement peut aussi étre traité. Ces
deux cas de figures sont traités dans les deux prochaines sections, le cas intermédiaire
reste quant a lui une question ouverte. Par la suite, nous aurons recours a la différence
de Minkowski entre deux ensembles telle que nous 'avons introduite en Sec.[1.3|et dont
nous rappelons ici la définition :

AoB={u—v,uc A wveB}.

Cette différence nous permettra notamment de définir le domaine fréquentiel sur lequel
il y a identification ou identification partielle des composantes spectrales de 'objet.

Cas d’une illumination aléatoire suffisamment corrélée

Nous postulerons ici que les illuminations inconnues utilisées sont spatialement
corrélées avec un support fréquentiel limité au domaine Dgp,.. (voir 'hypothese (v)
Sec. . D’apres I’équation (3.1.6)), fx(k:,k:’) sannule si k ou k' est pris en dehors
de Dpsr. D’un autre coté, selon (3.1.7)), g(k, k') ne transmet aucune information sur le
contenu fréquentiel p(v) si v + k ou v £ k' est en dehors de Dg,.. On peut donc en
déduire la propriété suivante.

Propriété 2 Toutes composantes spectrales p(k) tel que k & Dy U D} avec Dy = Dpgp ©
Dqpec n'est pas identifiable a partir de la moyenne i, (r) et de la corrélation I'y(r, 7).

Remarque 1 Siles illuminations utilisées étaient connues, les composantes fréquentielles
identifiables formeraient le domaine D), et les composantes en dehors de Dy resteraient
non-identifiables. Ce cas de figure est facilement analysable puisque il correspond a la si-
tuation usuelle ou les illuminations sont parfaitement controlées. De la méme maniére,
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si on avait acces a l'ensemble des statistiques (les illuminations restant inconnues), les
composantes en dehors de D) resteraient non-identifiables, puisque cette situation n’est
pas plus favorable que la précédente. On peut donc conclure que les composantes en de-
hors de D} ne peuwvent étre retrouvées a partir d’information statistique standard (i.e.,
non Bayésienne).

La propriété [2|est de nature négative. Heureusement, une propriété positive peut y étre
associée dans le cas ou le support fréquentiel de I'illumination n’est pas plus large que
celui de la PSF (la preuve de cette propriété est en annexe [A.4).

Propriété 3 SiI'p est tel que Dypec C Dpsr, alors toutes les composantes fréquentielles
p(k) sont identifiables a partir de la moyenne u.(r) et de la fonction de corrélation
Ly(r,7") si k € D1 UDY avec Dy = Dypec © Depec-

Pour la suite, il sera utile de noter qu’'une définition équivalente de D} peut étre obtenue
ainsi L
DY = (k| (FE*IE>(k)>(ﬁ (3.1.8)

avec x 'opérateur d’inter-corrélation déterministe :
(f*g) / f(hg*(r' —r)dr' (3.1.9)

Des exemples d’applications de la propriété |3|sont développés en section [3.1.3

Cas d’une illumination aléatoire décorrélée

On suppose maintenant que I'g(r) = I'g(0)d(r), ou o est la distribution de Dirac.
Cette hypothese est considérée valide si la taille caractéristique de corrélation de l'illu-
mination est beaucoup plus petite que celle de la PSF. L’équation (3.1.5)) devient

rAnﬂ)=rmm/fhv—pMNW—pﬂmmP@: (3.1.10)

o0

Dans le domaine de Fourier, I';(k) = I'5(0), donc (3.1.7) et (3.1.6) deviennent

gk, k') =T(0)p*(k+ k'),
T,(k, k') = [p(0)h(k) h(—K) p2(k + k'), (3.1.11)
respectivement. Cette derniére relation est importante car elle montre que p? est ac-

cessible pour toutes les fréquences k + k' tels que k et k' appartiennent a Dpsr. En
conclusion la propriété suivante est valable.

Propriété 4 Les composantes fréquentielles ,gz(k) sont identifiables a partir de la fonc-
tion de corrélation I'y(r,r') si et seulement si k € Dy = Dpgp © Dpsgr.

On peut aussi remarquer que la propriété |4 reste valable méme si la variance v(r) =
I',(r,r) est utilisée au lieu de la fonction de corrélation complete ', (r, r’). Dans ce cas,
il faut néanmoins une discrétisation plus fine que celle supposée en (ii). Le point de
départ est la relation suivante obtenue grace a (3.1.10)) :

v(r) =Tg(0) (p* @ [A]*)(r), (3.1.12)
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La transformée de Fourier continue de v étant :
(k) = T'p(0) (k) x (h*h)(k).

Le support de & x h couvre tout le domaine D, la transformée de Fourier discréte de
v s'identifie donc bien a v si on a D, C B. Cette hypothese est plus forte que (7i).En
d’autres termes, cela veut dire que les données doivent étre acquises avec un échan-
tillonnage deux fois plus fin que celui donné par (i:). Une autre possibilité est de garder
I’échantillonnage donné par (ii) et de procéder a une interpolation numérique avant le
calcul de la variance.

Propriété 5 Sous l’hypotheése Dy C B, les composantes fréquentielles de ;Q(k) sont iden-
tifiables a partir de la variance T'y(r, 1) si et seulement si k € Ds.

Une propriété similaire a la propriété |5/ est énoncée dans [69], ou une hypothése de
pupille circulaire ainsi que la présence d’un unique point source incohérent (pour p) est
faite.

Il est important de noter que la connaissance de |p|? = pxp sur le domaine D, ne permet
pas de dire que I'on connait le contenu fréquentiel de p sur un domaine donné quelque
soit ce domaine. Pour montrer cela voici un simple contre exemple (il est unidimension-
nel, mais une version multi-dimensionnel peut en étre déduite) : définissons un sinus

cardinal modulé,
S nTr
dp(r) = cos 2T,
r

ol v est un parametre fréquentiel. Sa transformée de Fourier est

Sp(u) = %rect(u +v)+ %rect(u —v),

ou rect est égal a un dans [—1/2,1/2] et zero ailleurs. Prenons v assez grand pour que
le support de ép n’intersecte pas D, (ceci est toujours possible car D, et un domaine
fréquentiel borné). Maintenant on choisit p;(r) = 1 pour tout r et p, = (1 + 6p)'/2. On
a p? et p3 identique a l'intérieur de D,, alors que p; et p, different méme a l'intérieur
de D,. Ceci peut étre vérifié en développent p, en série de Maclaurin de (1 + &p)'/2.
Ansi, une capacité de super-résolution sur p? ne s’identifie pas a une capacité de super-
résolution sur p. En pratique, des contraintes sur I'objet peuvent étre prises en compte
dans un algorithme de reconstruction basé sur des projections (e.g. la contrainte de
positivité sur 'objet est une de nos hypotheses (iii)) [24] Sec. 6.6.4], [21] mais a notre
connaissance, aucune preuve formelle sur la capacité d’un tel algorithme a fournir de la
super-résolution n’existe.

3.1.3 Exemples d’applications

Suivant 'imageur considéré, I'excitation £ peut représenter soit une intensité, soit
le champ électromagnétique, voir une onde sonore. De méme, les statistiques des me-
sures dépendent également des statistiques du bruit, or la modélisation couramment
utilisé pour le bruit dépend de I'application considérée. Dans cette partie, nous allons
utiliser deux exemples d’applications respectant toutes les hypothéses nécessaires pour
appliquer nos résultats et voir quelles implications ont ces résultats.
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Microscopie de fluorescence

Le microscope de fluorescence est un imageur incohérent (voir Sec. pour plus de
détails). L'objet p est une densité de fluorophore et l'illumination est une intensité. On
considere ici un bruit additif de lecture que nous supposerons suivre une distribution
Gaussien centrée décorrélée :

Ym(r) = [h @ (p X E) ] (r) + en(r) (3.1.13)
em(r) ~ N (0, oc(r)?) (3.1.14)

Le cas d’un bruit de comptage modélisé par une distribution de Poisson peut aussi étre
traité de la méme maniére (voir annexe [A.2.2)).

Nous allons vérifier chacune des cinq hypotheses pour cette modélisation. La PSF 2D
(Fig. et 3D (Fig. est bien intégrable mais aussi de carré intégrable car les
OTF correspondantes sont bornées de support limité [22]]. De plus ces OTF sont réelles
positives donc les PSF définissent bien un opérateur défini positif. Comme cité précé-
demment, les OTF 2D et 3D sont a support borné, on supposera que I’échantillonnage
des données respecte le théoréme de Parzen. L’hypothese sur 'objet p intégrable n’est
pas restrictive, 'objet observé étant en réalité borné et a support borné, de plus celui-ci
est bien positif car il représente une densité de fluorophore. Dans le cas du montage de
la Fig. le bruit d’instrument peut étre raisonnablement considéré comme un pro-
cessus aléatoire stationnaire de second ordre, décorrélé des illuminations aléatoires. De
plus les illuminations peuvent elles aussi étre considérées comme un processus aléatoire
stationnaire de second ordre (voir Sec.[A.I)). Nous supposerons également que I’hypo-
these (v) est vérifiée. C’est notamment le cas pour le montage en epi-illumination de
la Fig. pour lequel on peut montrer que la corrélation des illuminations s’iden-
tifie a la PSF (voir annexe [A.1.2). La moyenne spatiale des illuminations est supposée
constante.

D’aprés la modélisation (3.1.13)) et (3.1.14), nous pouvons maintenant spécifier les deux
premiers moments centrés pour le cas du microscope de fluorescence en epi-illumination
présenté en Fig. Dans notre cas, la moyenne des mesures est,

py(r) = [h@ (px pp)l(r). (3.1.15)

La corrélation des mesures y () est :

Ly(r,7") = Tu(r,r') +o.(r)? x6(r —7') (3.1.16)

ou I',(r,r’) est donné par I'expression (i3.1.4)).

Nous allons maintenant illustrer les propriétés [I] (Sec. [3.1.1)), [2] et [3] (Sec. en
prenant pour exemple le cas de la microscopie de fluorescence 2D (voir Fig. [3.1)). Le
domaine Dpgr est un disque de rayon vpgp = 2ko NA, le domaine Dg,.. est égale-
ment un disque dont le rayon noté vy, est inférieur a vpgr dans le cas du montage
en epi-illumination de la Fig. Dans ce cas, selon la propriété (3|le domaine des fré-
quences identifiables D} est alors lui aussi un disque centré, de rayon 2uvp... La figure
donne une illustration graphique de la situation. Si 'on est dans le cas de figure
ol vpgr/2 < Vspee < Upsr, ON a alors Dy C DY et le facteur de super-résolution est de
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2vpsr

VpSF
/ 1
1Composantes
| identifiables
+ (Prop. 3)
/ |
: >
0 Vpsr Vspec

FIGURE 3.1 — Illustration des propriétésetquand Dpsr et Dgpee sont des disques centrés
de rayon respectifs vpgp et vgpee (0n suppose aussi g # 0). La fréquence de coupure vpgp
est fixée, alors que la fréquence spatial maximal de l'illumination vg,e. varie le long de
I’axe des abscisses. L’évolution des rayons pour lesquels les composantes fréquentielles sont
identifiables et celui pour lesquels les composantes sont non identifiable sont représenté
selon 'axe des ordonnées.

2ugpec/Vpsr. Le statut des composantes fréquentielles en dehors des zones grisées reste
une question ouverte. Notre conjecture est qu’elles sont seulement partiellement identi-
fiables depuis les moments statistiques d’ordre deux. Le cas important ou Dgpec = Dpsr
est rencontré en pratique pour le montage en epi-fluorescence de la Fig. ie.,
lorsque les illuminations et les observations passent par les mémes composants optiques
(méme objectifs optique pour l'illumination et la collection, on néglige ici 'effet de la
différence de longueur d’onde). Dans ce contexte, on peut conclure que les moments
statistiques d’ordre deux suffisent a identifier les composantes fréquentielles de I'objet
dans le domaine D) = D) = D, = Dpsr © Dpgr et n’apporte pas d’'information en dehors
de ce domaine (cette situation correspond au point noir de la figure 3.1)). En d’autres
termes, cela permet un niveau de super-résolution équivalent a celui obtenu avec un
microscope ayant pour PSF |h|?, comme dans le cas classique de microscopie SIM a
éclairements connus. Dans le cas 3D, le domaine accessible D/ est le méme que pour un
microscope confocal parfait (avec une pupille infiniment petite), voir Fig.

Finalement, il est important de signaler que la propriété (3| donne un ensemble de com-
posantes fréquentielles identifiable, et ne prédit absolument pas la précision d’estima-
tion dans un cas réaliste ou le nombre d’illuminations utilisées est limité, les images
collectées par le microscope sont bruitées et acquises sur un champ de vue limité. Néan-
moins des reconstructions numériques présentées en section[3.2.2|suggérent qu'une trés
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grosse proportion du contenu fréquentiel dans le domaine Dpgr © Dpsr peut étre estimée
a partir d’'un nombre limité d’images bruitées.

Remarque 2 La méme étude peut étre menée en prenant en compte un bruit modélisé
par une distribution de Poisson et un bruit de lecture que mous supposons suivre une
distribution Gaussienne de parametres connus. Les mémes capacités de super-résolution
asymptotiques sont alors démontrées. Les expressions des moments statistiques d’ordre
deux sont indiquées en annexe [A.2.3,

Pour illustrer la présence d’information de super-résolution dans les moments statis-
tiques et la possibilité d’extraire cette information, nous allons effectuer des simulations
Blind-SIM en microscopie de fluorescence avec un nombre modéré d’illuminations de
speckles E,,, les résultats sont présentés en Fig. [3.2] de la section[3.2.2]

Holographie digitale

L’holographie digitale est une technique d’imagerie cohérente (voir Sec. pour
plus de détails). Usuellement, en tomographie de diffraction les champs d’excitation
utilisés sont parfaitement contrélés. Le plus souvent, un ensemble d’ondes planes de
directions différentes est utilisé pour illuminer I'objet. Ici, nous allons considérer le cas
d’illuminations de speckle i.e., chaque illumination est une somme d’ondes planes de
phase aléatoire. Dans ce cas de figure, chaque illumination comporte tous les angles
d’illumination possibles. Nous allons voir qu’en théorie, bien que les illuminations soient
supposées inconnues, il est possible de retrouver le contenu fréquentiel de 'objet sur le
méme domaine fréquentiel que dans le cas de figure usuel de la tomographie de diffrac-
tion en transmission Fig.

L’objet p est en général a valeur complexe mais pour respecter 'hypothese (iii), nous
devons restreindre 'analyse au cas ol p est seulement composé dune partie réelle posi-
tive. Ce cas de figure correspond & la classe des objets sans absorptionf] On supposera
également que |'éclairement aléatoire est un champ électromagnétique complexe sui-
vant une distribution gaussienne complexe centrée corrélée correspondant a un speckle
pleinement développé. Les mesures y(r) correspondent au champ électromagnétique
diffracté par l'objetf] On considérera uniquement le cas d’un bruit additif complexe
gaussien circulaire [26] :

Um(r) = [ R (p X E,) ] (7) + en(r) (3.1.17)
em(r) ~ N (0, oc(r)*) (3.1.18)

Le support de 'OTF de ce systéeme optique (Dpsr) est une calotte de sphere (voir
Fig. [1.3), les valeurs prises sur ce support étant réelles positives et bornées. La PSF
correspondante est donc bien un opérateur semi-défini positif de carré intégrable. Sous
réserve que l'objet observé soit non absorbant (donc réel et positif), on pourrait montrer
la encore que les hypothéses de (i) a (v) sont des pré-requis raisonnables pour I’holo-
graphie digitale. On notera par exemple que les statistiques spatiales au second ordre

8. La méme analyse est possible pour les objets purement absorbant, i.e., avec seulement une partie
imaginaire positive.
9. Une technique d’holographie doit étre utilisée pour accéder a ce champ
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du speckle sont connues des que I'éclairement est obtenu via un objectif dont la PSF est
donnée, voir (A.1.8). Comme pour le cas de la fluorescence, ceci ouvre la voie a 'appli-

cation des propriétés[1] (Sec. [3.1.1)), [2] et [3] (Sec. [3.1.2)) qui donne des garanties sur les

propriétés de super-résolution du systeme.

De la méme maniere que pour le cas incohérent, il est possible de calculer les moments
statistiques des mesures, la moyenne p, et la corrélation I', restent inchangés, respec-
tivement ((3.1.15)) et (3.1.16). Les domaines Dpgy et Dy, sont des calottes de spheres,
et on considere ici le cas Dyyec = DPSFIT_U], dans ce contexte, on peut conclure que les
moments statistiques d’ordre deux suffisent a identifier les composantes fréquentielles
de l'objet dans le domaine D} = D) = D, = Dpsr © Dpgr et n’apporte pas d’information
en dehors de ce domaine. Ce domaine accessible, représenté en Fig. correspond
exactement a celui de la tomographie de diffraction optique en transmission, montage
pour lequel il faut controler précisément I'angle d’incidence des ondes planes utilisées
pour éclairer I'objet.

Photo-acoustique

Lorsqu’un tissu absorbe une onde électromagnétique pulsée, des contraintes ther-
miques créent des ondes ultrasoniques se propageant dans le milieu. IL'imagerie pho-
toacoustique utilise ces ondes sonores pour imager en profondeur, notamment dans
des tissus biologiques. Les mesures acoustiques = peuvent étre modélisées en utilisant
(1.1.2), avec h la PSF acoustique[70], p 'absorption optique et E l'intensité de l'illumi-
nation optique.

Récemment il a été proposé d’utiliser une illumination de speckle au niveau de I'objet, la
taille des grains de speckles et alors négligeable par rapport a celle de la PSF acoustique
du systeme [52]. La propriété 4{€noncee en Sec.[3.1.2]est alors applicable. On peut donc
identifier les composantes fréquentielles de p?(k) a partir de la fonction de corrélation
I'y(r,r') si et seulement si k € Dy = Dpgr © Dpgp. Lorsque l'illumination est uniforme,
seules les fréquences spatiales[T] de I'objet appartenant & Dpgr sont identifiables.

3.2 Estimation par critere de contraste

Nous avons vu que 'emploi d’éclairements aléatoires (notamment de speckle) per-
met en théorie d’identifier des composantes fréquentielles de 'objet qui n’appartiennent
pas au support de I'OTF de l'optique de collection. Dans cette nouvelle partie, nous
allons proposer un estimateur permettant d’extraire I'information de super-résolution
contenue dans les moments statistiques au second ordre des mesures.

La notation discrete sera adoptée, celle-ci étant plus adaptée au traitement d'un cas
réel d’estimation a partir d'images discretes issues d'une caméra. La modélisation d'un

10. Pour que les domaines Dgpec €t Dpgr coincides, il faut une configuration en transmission, on suppose
donc que deux objectifs parfaitement similaires sont utilisés pour I'illumination et la collection.

11. L’absorption de I'onde sonore par I’échantillon ainsi que la taille de Dpgr augmentent si I’on réduit
la longueur d’onde sonore enregistrée. Il y a donc un compromis entre profondeur de pénétration et
résolution atteignable, pour une profondeur de 5 mm la résolution axiale est environ de 5 pm.
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Chapitre 3. Origine de la super-résolution en éclairements aléatoires

imageur optique devient :

Yn = H(p© Ey) + €, (3.2.1)
€n ~ N (0, T.)

avec © le produit d’Hadamard, i.e., le produit composante par composante de deux
vecteurs et H € RP*" la matrice de convolution 2D, construite a partir de h la discré-
tisation de la PSF. On note p = vect(p,) € R" la discrétisation de la densité de fluoro-
phores, y,, = vect(y,,.,,) € R” la miéme image enregistrée et E,, = vect(E,,,,) € RY
la miéme illumination d’intensité moyenne spatial, E, = vect(E,,,) € RY (cette der-
niére quantité peut étre spatialement inhomogéne mais est supposée connue). Le bruit
instrumental additif €, suit une distribution aléatoire gaussienne centrée notée N de
covariance I', supposée connue.

Du point de vue de l'inférence statistique, le caractere aléatoire des éclairements peut
étre décrit par un modele de fluctuation ce qui permet formellement d’intégrer « hors
du probleme » les variables aléatoires E,, qui sont de fait des variables de nuisance
pour le probléme d’estimation de p [71]]. Dés lors, une stratégie statistiquement saine
consisterait a définir une vraisemblance marginale pour construire un estimateur de
I'objet imagé. Il est cependant délicat, voir impossible en pratique, de construire la loi
jointe du speckle corrélé et cette approche ne peut pas étre adoptée. Il est en revanche
possible de construire un critére de contraste [[72] a partir des deux premiers moments
empiriques pour définir implicitement un estimateur consistant (i.e., tel que le biais et la
variance de I'estimateur tendent asymptotiquement vers zéro a mesure que le nombre
d’acquisition croit a l'infini). De ce fait, conformément aux résultats théoriques de la
section précédente, nous pouvons espérer qu'un tel estimateur produise une estimée
super-résolue de I'objet imagé, tout du moins dans les limites des résultats prédits par

les propriétés et

3.2.1 Critere de contraste a optimiser

Pour un nombre fini d’acquisition, la moyenne empirique (i, et la covariance empi-
rique I, sont définis par :

M M
~ 1 =~ 1 PN
=72 Um Ly=32 ymyl, — ), (3.2.3)
m=1 m=1

On considere ici uniquement le cas ou le bruit et les éclairements sont des processus
aléatoires de moments statistiques du deuxiéme ordre stationnaire et mutuellement
décorrélés, de plus les deux premiers moments statistiques des illuminations Ej et T'g
sont supposés connus[?} A partir de la modélisation des mesures y,,, leurs moments

12. Dans le cas d'un montage en épi-fluorescence, il est possible de calculer de maniere théorique la
valeur de ces moments en fonction de la psf h du microscope et de 'intensité moyenne en entrée du

microscope (voir Annexe [A.1)).
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3.2. Estimation par critere de contraste

statistiques peuvent étre calculés

y =E(Ym) = EoH p (3.2.4)

Ty =& ((ym— 1) (Ym — m,)") (3.2.5)
— H Diag(p) 'y Diag(p)! H' 4T,

avec £ l'espérance statistique, 1 'opérateur conjugué transpose et Diag(p) une matrice
diagonal composé des éléments du vecteur p. D’apres, la loi des grands nombres on a
(73] :

A}gnoo 1, L Hy, A}gnooI‘ 2, r, (3.2.6)
avec p; et I'; les vraies moyenne et covariance statistique des mesures, LN représente la
convergence en probabilité. La mesure de dissemblance entre les moments empiriques
et les expressions théoriques de ces moments (3.2.4) et (3.2.5) choisie est la di-
vergence de Kullback-Leibler (DKL) entre une loi gaussienne dont la moyenne f, et la
convariance F correspondent aux moments empiriques centrés|(3.2.3| d’une part, et une
loi gaussienne dont la moyenne 4, et la covariance I, correspondent au moments struc-
turés par la modélisation d’autre part. Selon [74, §9.1], une expression explicite
de cette divergence de Kullback-Leibler est :

1 PN I‘ R
DM(ﬂ) - —TI'( F ) y T(I’l’y_l’l’y)
Tyl N
- — — 2.7
‘ 5 108 5 (3.2.7)

Ty
ou |.| et Tr(.) sont respectivement le déterminant et la trace d’'une matrice carrée. On
peut remarquer que D, (p) est proportionnel a la log-vraisemblance des données si 'on
suppose que les données suivent la loi N'(p,,, ') [75l.

Analyse asymptotique[|

Le principe statistique derriere I'estimateur créé est appelé estimation par minimum
de contraste [72]. Considérons les variables vy,,, m = 1..., M comme des vecteurs de
données indépendants et identiquement distribués, chacun prenant des valeurs dans ),
avec une loi de probabilité commune dépendant d’un vecteur de parametres 8* dans ©.
Prenons C' : ) x ® — R une fonction a valeurs réelles. La théorie de I'estimation par
minimum de contraste s’appuie sur les définitions suivantes.

Définition 1 L’espérance statistique J(0*,0) = E[ C(y, ) | est une fonction de contraste
si elle atteint un minimum strict pour la valeur vraie 6*.

Définition 2 Pour un M arbitrairement large, si la moyenne empirique

Ju(0) = % > C(ym, 0) (3.2.8)

converge en probabilité vers J(0*,0) pour toutes valeurs de 8™ et @, alors Jy(0) est appelé
un processus de contraste.

13. Ces résultats sont extraits de la publication [76]
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Chapitre 3. Origine de la super-résolution en éclairements aléatoires

On peut associer a un processus de contraste un estimateur a minimum de contraste
0,, défini comme le minimum de (3.2.§). L'estimateur 0, est alors consistant (i.e., 8,
converge en probabilité vers 8" quand M — oo) si les conditions suivantes sont Vahdees
72}, (771 -

Théoréme 1 Soit © un ensemble fermé borné de RN et J(0%,0) une fonction continue
sur la fermeture de ©. Si

— Ju(0) est une fonction continue de 0

— Ju(0) converge uniformément vers J(0*,0), i.e.,

sup [ J11(8) — J(6",8)] = 0
0cO®

alors By, est un estimateur consistant de 6.

Pour notre application, on définit 8 = Sp avec S le filtre passe bas idéal de support
fréquentiel égal a D,. Alors on peut définir la fonction de contraste suivante :

J(6%,0) = D*(S*0)

avec D*(p) = Dy (N(p}.T;)[|N(p,,Ty)) et ST la pseudo inverse de S. J(6",0)
coincide avec notre définition de fonction de contraste puisque la vraie valeur " est
identifiable a partir de J(6*,0), voir De plus en utilisant et le fait que la
distance de Kullback-Leibler est une mesure convexe minimale en zéro, on a bien 6" mi-
nimum strict de J(6*, 8). De la méme maniere on peut définir le processus de contraste
par Jy(0) = J(0%,0). Prouver que .J),(0) est continu est simple. On peut voir dans la
formule que chaque composante de D,,(p) est continue. D’apres les régles de
construction de fonctions continues [[78]], il est donc facile de montrer que D,,(p) est
continue, et par le méme raisonnement .J,;(6) l'est aussi.

La preuve de la convergence uniforme de .J,,(0) vers J(0",6) est reportée en annexe
[A.6l L'estimateur créé est donc bien consistant.

Régularisation et mise en pratique

Il faut noter que le minimiseur de D n’est pas une solution régularisée [79], et dans
notre cas n’est pas stable vis a vis des fluctuations liées au bruit des mesures. De ce
fait, nous avons ajouté une pénalisation quadratique pour stabiliser la solution en gar-
dant l'effet de super-résolution purement dirigé par les données. Le critere a minimiser
devient donc : 8

J(p) = Du(p) + 5 lpll5 (3.2.9)

\

avec f > 0 et [|-||, la norme Euclidienne. Ce critére n’a a notre connaissance pas
de solutions analytiques, une stratégie itérative d’optimisation doit donc étre mise en
place. Le probleme est un probléeme a covariance structurée, pour lequel un algorithme
espérance-maximisation (EM) peut étre implémenté [75][80, 81]. Cependant la conver-
gence est lente. Notre stratégie d’optimisation c’est portée sur un algorithme de gradient
conjugué non linéaire [46, (1.173)]. Le gradient peut s’écrire sous la forme :

VJ(p) = — ([Q'(Ar +96,6,)Q] ©Tg) p— [,Q2', + Bp, (3.2.10)
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3.2. Estimation par critere de contraste

avec Q@ =T,'H, 4, = fi, — p,, Ar = T, — T,. Le calcul du gradient du critére
est en annexe On peut remarquer que le calcul de ce gradient nécessite I'inversion
d’une matrice N x N pour une image reconstruite de N pixels, la complexité algorith-
mique est donc en O(N?), ce qui est hors d’atteinte pour un probléme de taille réaliste.
La création d’un algorithme de plus faible complexité n’est pas traité ici mais constitue
une direction de recherche délicate mais centrale pour obtenir un algorithme implé-
mentable en microscopie 2D, voir en 3D.

Dans ce qui suit, nous montrons cependant sur un probleme de taille modeste que l'es-
timateur de contraste ainsi défini permet bien d’obtenir les niveaux de super-résolution
attendus.

FIGURE 3.2 — (a) Le quart inférieur droit de I'objet utilisé ou vérité terrain (80x80 pixels),
similaire & celui utilisé dans [2]. (b) Objet filtré a deux fois la fréquence de coupure de
I'OTF. (c) Image widefield déconvoluée (illumination constante) (d,e) Estimation de p
obtenue par minimisation de la pseudo distance KDL pénalisée avec M = 100 (d)
avec M = 1000 (e) illumination de speckle; le parametre de régularisation et réglé a § =
Bo/M avec [y = 100. (f) Estimateur de p obtenu par minimisation de la pseudo distance
KDL en utilisant les statistiques asymptotiques gt = p* and T = I'*. L'unité de distance
sur ’axe horizontal et vertical sont en longueur d’onde \. Le pas d’échantillonnage des
images pour toutes les simulations est de A\/20. La ligne en trait plein (respectivement en
pointillé) correspond a la fréquence spatiale limite transmise par I’'OTF ( respectivement
deux fois la fréquence spatiale limite transmise).
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Chapitre 3. Origine de la super-résolution en éclairements aléatoires

3.2.2 Exemples d’applications
Microscopie de fluorescence

Pour illustrer la présence d’information de super-résolution dans les moments statis-
tiques et la possibilité d’extraire cette information, nous allons effectuer des simulations
Blind-SIM en microscopie de fluorescence avec un nombre modéré d’illuminations de
speckles E,,. L'objet utilisé (ou « vérité terrain ») noté p* est une mire en forme d’étoile
telle que représentée sur la figure Fig. [3.2|(a). Le contenu fréquentiel spatial local aug-
mente plus on se rapproche du centre, cela permet d’évaluer le contenu fréquentiel des
reconstructions directement a partir de 'espace direct sans passer par une représenta-
tion dans I'espace de Fourier. Comme indiqué précédemment, la matrice de convolution
H modélisant le microscope est construite a partir d'une discrétisation de I'OTF, ici
I'auto-corrélation d’une ouverture circulaire [22] Sec. 4.4.2] ; l'ouverture numérique NA
utilisée est de 1.49, la longueur d’onde )\ d’émission et d’excitation est arbitrairement
réglée a 1. Pour cette configuration, la limite de résolution d'un microscope champ large
a illumination uniforme est clairement visible Fig. (c).

Un jeu de M € {100,1000} illuminations de speckles sont généré de maniere a pro-
duire M images basses résolutions {y,,} ceci conformément au modele d’observation
défini par (3.2.1]). Nous considérons pour cette simulation un montage de microscopie
en epi-fluorescence. De ce fait, les illuminations de speckles pleinement développées
ont pour matrice de covariance I'p = E3 H. D’autre part, chaque acquisition y,,, est cor-
rompue par un bruit spatial gaussien indépendant et identiquement distribué tel que le
SNR, rapport signal sur bruit soit de 40 dB. A partir du jeu de données, les statistiques
fi. et T', sont construites en utilisant (3.2.3)). Le cas d’'un nombre infini d’illuminations
(M = o00) est aussi considére en utilisant les statistiques asymptotiques u; et I'; dans la

fonction de contraste (3.2.7) a la place de p, et de fy respectivement. Dans tous les cas
de figure, on procéde a la minimisation itérative de la divergence de Kullback-Leibler
(DKL) pénalisée pour estimer I'objet. On utilise 'image appelée champ-large de
la figure [3.2)(c) comme estimation initiale.

Pour obtenir le résultat statistique asymptotique, le parametre de régulation est réglé
a f = 0 et comme on pouvait I'espérer, la reconstruction montre une amélioration de
la résolution d’un facteur 2 comme prédit par la propriété [3] voir Fig. [4.1|(f) & compa-
rer avec Fig. [4.1](b,c). Avec 100 et 1000 illuminations, le facteur de super-résolution
est plus bas, mais les reconstructions montrées en Fig. [4.1](d,e) sont toujours beaucoup
mieux résolues par rapport a 'image en champ large Fig. [4.1](c). De plus, le facteur de
super-résolution augmente progressivement avec le nombre d’illuminations M, le résul-
tat avec M = 1000 illuminations est tres proche du résultat asymptotique. A nombre
d’illuminations fini, on doit ajuster un parametre § > 0 pour éviter la sur-amplification
du bruit d’instrument dans la reconstruction, effet lié au caractére mal conditionné du
probleme inverse [47, Sec. 1.5].

Holographie digitale

De méme, pour illustrer la possibilité d’utiliser des illuminations aléatoires en holo-
graphie digitale, nous avons effectué des simulations Blind-SIM en microscopie de dif-
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3.2. Estimation par critere de contraste

fraction optique en transmission avec un nombre modéré d’illuminations gaussiennes
complexes circulaires E,, (I'intensité de ce champ correspond alors a un champ de spe-
ckle pleinement développé). L'objet utilisé pour cette simulation est de nouveau la mire
présentée en Fig. [3.2)(a). Cette objet est réel positif, en effet on suppose ici que 'on
traite un objet non absorbant donc sans partie imaginaire. La matrice de convolution
H modélisant le microscope est construite a partir d’'une discrétisation de I’OTF, ici une
ouverture circulaire [22, Sec. 4.4.2], en effet on se place dans un cas 2D (dans un cas
3D on aurait une calotte de sphere) ; 'ouverture numérique NA utilisée est de 2.98
(ce NA est physiquement impossible dans les milieux couramment utilisé mais corres-
pond au double du NA utilisé pour la simulation de microscopie de fluorescence, ainsi
les domaines fréquentiels de 'OTF et du contenu spectral des illuminations restent les
mémes), la longueur d’onde \ d’émission et d’excitation est arbitrairement réglé a 1.
On fait I'hypothése que I'on a acces au champ diffracté par 'objet seul, on suppose donc
que les étapes d’estimation de la phase et de soustraction du champ incident sont effec-
tuées.

Un jeu de M = 1000 éclairements gaussiens complexes circulaires est simulé afin de
produire M images complexes basse résolution {y,,}*’_,. La matrice de covariance I'p
est réglée a H, la moyenne des illuminations est £, = 0. Chaque acquisition y,, est
corrompue avec un bruit gaussien complexe circulaire indépendant et uniformément
distribué tel que le SNR rapport signal sur bruit est de 40 dB.

A partir du jeu de données, les statistiques p, et f‘y sont construites. On peut
voir que la moyenne des mesures Fig. [3.3|(a) ne contient aucune information sur 'ob-
jet comme attendu. On procede ensuite a la minimisation itérative de la divergence
de Kullback-Leibler (DKL) pénalisée pour estimer l'objet. On utilise une image
constante comme estimation initiale. La reconstruction obtenue en minimisant le critere
de contraste est présenté en Fig. [3.3|(b). On pourra noter que ce résultat est similaire
en terme de résolution au résultat que I'on obtiendrai avec une technique classique de

0.522

0.482

(a) (b)

FIGURE 3.3 — Résultats obtenus a partir d’'images 2D simulées de tomographie de diffrac-
tion, l'otf utilisée est une pupille de rayon égal a celui du support de 'otf dans le cas de
la microscopie de fluorescence. L’objet utilisé est représenté dans I'image (a) de la figure
3.2l (a) Moyenne des 1000 images simulées, on peut voir que dans le cas de la tomogra-
phie aucune information n’est contenue dans la moyenne des champs électromagnétiques
enregistrés. (b) Reconstruction obtenue en utilisant I’algorithme marginal .
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tomographie a illuminations en ondes planes.

Enfin, on notera que cette simulation 2D ne permet pas de souligner la capacité de
sectionnement que permet 1’éclairement aléatoire pour un probléme de reconstrucion
3D. Le probleme 3D synthétique est cependant trop onéreux en terme d’implémentation
informatique pour nous permettre de le conduire.

3.3 Conclusion

Nous avons vu dans les parties précédentes que les images obtenues a partir d’éclai-
rements aléatoires contiennent de I'information identifiable sur le contenu fréquentiel
de l'objet en dehors du support de 'OTF. Nous avons aussi vu qu’il est possible de
créer un algorithme marginal pour extraire cette information a partir d’un jeu d’'images
basses résolutions obtenues a partir de différentes illuminations structurées. Malheureu-
sement, la complexité de I'algorithme marginal développé est trop importante O(N?)
pour pouvoir utiliser cet algorithme sur des données de taille réaliste. Cette algorithme
basé sur la minimisation d’un critere de contraste reste trop lent et utilise trop de mé-
moire pour traiter efficacement des probleémes de tailles réalistes.

La création d’un algorithme de plus faible complexité est actuellement I'objet de travaux
et reste une direction importante a approfondir. Une approche envisagée pour réduire
cette complexité est d’utiliser une méthode a patch. Les images sont découpées en un jeu
de patch, la corrélation entre deux pixels provenant de patchs différents est négligée.
Cela correspond a un nouveau probléme d’optimisation :

J(p) =" D,(p) (3.3.1)

ou D,(p) est la relation appliqué au patch p, c’est a dire ou pu,, et 'y, sont
respectivement la moyenne et la covariance du patch p. La complexité peut alors étre
réduite 8 O(N?(logN +L)) avec N le nombre de pixels total et L le nombre de pixels dans
chaque patch, de plus l'optimisation peut maintenant étre parallélisée [82, [76]. Une
autre approche envisagée est de n’utiliser qu'une partie des moments statistiques d’ordre
deux, pour estimer l'objet. Ainsi la mémoire nécessaire peut étre grandement réduite
et on peut espérer trouver un algorithme en O(NlogN). Par exemple, un estimateur
utilisant uniquement la variance et la moyenne des mesures peut étre envisagé. Une
autre possibilité serait d’utiliser la variance ainsi que la corrélation uniquement entre
pixels voisins, la taille et la forme du voisinage étant a définir, pour estimer I'objet.
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Chapitre 4

Estimation en microscopie a
éclairements structurés/!

Ce chapitre se focalise sur la reconstruction Blind-SIM pour la microscopie de fluo-
rescence. Contrairement au chapitre précédent qui proposait un estimateur de contraste
pour estimer I’échantillon seul, ce chapitre propose une stratégie d’estimation jointe qui
vise a reconstruire a la fois les illuminations et I'échantillon. Plus précisément, l'es-
timateur proposé est un minimiseur d’'un critére des moindres carrés pénalisé. Nous
adoptons dans ce chapitre le cadre discret et les notations introduites précédemment en
Sec. On utilise la modélisation suivante d’un imageur optique :

x,=H (poE,)
Ym ~ T (Tm ) (4.0.1)

ou 7 est une loi statistique modélisant le bruit dans les images de sortie de I'imageur.
L’analyse produite dans ce chapitre a pour ambition de fournir une refonte compléte de
la stratégie jointe Blind-SIM telle qu’elle a été proposée initialement a I'Institut Fresnel
par E. Mudry et al. [2]. Plus précisément, nos travaux comportent deux contributions
principales complémentaires :

— Nous proposons une reformulation du probleme Blind-SIM joint qui permet d’ac-
célérer les reconstructions de plusieurs ordres de grandeur. Cette accélération
s’appuie sur deux contributions techniques distinctes. Premiérement, on montre
que le probleme tel que proposé dans [2]] est équivalent a un probleme de mini-
misation completement séparable, et donc le probleme original peut étre séparé
en M sous-problemes de plus petite taille. Ensuite, on introduit un nouvel algo-
rithme proximal pré-conditionné (appelé PPDS) pour résoudre de maniere efficace
chaque sous probleme. La stratégie PPDS est une contribution importante de cette
theése : elle est de convergence garantie [[83], facile a implémenter et, pour notre
probléme spécifique, on observe une convergence asymptotique super linéaire.
Avec ces éléments, la reconstruction Blind-SIM jointe est tres rapide et hautement
parallélisable, ce qui ouvre la voie pour des reconstructions en temps réel.

— Hormis cette contribution algorithmique, le mécanisme mis en jeu pour obtenir la
super-résolution dans ce contexte aveugle est analysé et une connexion est faite

1. Les résultats présentés dans cette partie sont publiés dans la revue IEEE TIP [I].
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avec l'effet « Near-black object » introduit par Donoho [84]]. Nous montrons que la
super-résolution s’appuie sur la parcimonie imposée sur I’échantillon par les illu-
minations inconnues. Cette information nous aide a comprendre dans quel cas de
figure une reconstruction super-résolue peut étre fournie. Une part significative
de ce chapitre sera donc dédiée a des simulations numériques dont le but est de
montrer comment 'effet de super-résolution peut étre maximisé. Dans cette pers-
pective, nos simulations montrent qu’une illumination de speckle « deux photons »
peut potentiellement améliorer le pouvoir de super-résolution de cette méthode
jointe.
Le role central joué par les illuminations parcimonieuses dans le mécanisme de super-
résolution rapproche cette stratégie jointe d’autres stratégies basées sur des activations
aléatoires tel que PALM [65] ou STORM [66], voir aussi [85, 186] pour des méthodes
explicitement basées sur la parcimonie appliquées a STORM. Avec PALM/STORM des
résolutions sans précédent sont atteintes grace a une stratégie d’activation massivement
parcimonieuse et principalement localisée sur les structures marquées. Avec la straté-
gie Blind-SIM jointe, I'illumination joue le réle du processus d’activation de maniere
évidemment moins efficace et donc une moins bonne résolution est attendue. Blind-
SIM joint cependant, produit de la super-résolution tant que I'illumination force a zéro
(ou pratiquement zéro) le produit objet fois illumination p x E,, : plus l'illumination
utilisée est parcimonieuse, plus le gain de résolution attendu est important avec cette
approche. Cette super-résolution peut étre induite par des illuminations déterministes
ou aléatoires, ces dernieres étant souvent plus facile a générer. Plusieurs contributions
récentes proposent également d’utiliser des illuminations de speckle pour produire de la
super-résolution [[17,69], soit en microscopie de fluorescence, soit en photo-acoustique
[21]. Dans ces contributions, cependant, les stratégies de reconstructions sont basées
sur des modélisations statistiques et reposent donc sur le caractére aléatoire des illu-
minations utilisées. En comparaison, cette approche jointe requiert seulement que les
illuminations annulent I'objet et que leur somme soit connue avec une précision suffi-
sante.

4.1 Critere joint a optimiser

A partir d’'une modélisation de bruit, on peut utiliser la log-vraisemblance comme
terme d’attache aux données. En considérant un bruit additif Gaussien centré de va-
riance uniforme, on retrouve le terme d’attache aux données du critére utilisé dans [2],
pour rappel le critére est le suivant :

min 3200 [lym — H (p© En)|” (4.1.1a)
p,{Em}

sujet a YomEm = M x Ey (4.1.1b)

et p, >0, E,,>0, Ym,n (4.1.1c)

On peut remarquer que (4.1.1)) est un probleme bi-quadratique. Une stratégie de minimi-
sation par bloc, alternant entre I'objet et les différentes illuminations peut étre mise en
place, ceci revenant a resoudre de maniére cyclique M + 1 problémes quadratiques [[15].
Dans [2], un algorithme plus complexe mais plus rapide est proposé. Un algorithme de
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gradient conjugué est utilisé ou la contrainte de positivité est assurée en introduisant
des variables auxiliaires dont le carré correspond aux quantités d’intérét p et E,, [87].
Cependant, nous allons voir que la structure particuliere du probleme (4.1.1)), permet
une stratégie d’optimisation beaucoup plus rapide et simple. Envisageons pour cela le
probleme sans la contrainte d’égalité : on peut alors décomposer le probleme
en M sous problemes quadratiques :

min ||y, — H g (4.1.2a)
am
sujeta  qp, >0, (4.1.2b)

ou g, := vect(p, X E,,.,). Chaque probléme (4.1.2)) peut étre résolu grace a I'algorithme
que nous proposerons en section 4.2, fournlssant ainsi un jeu de minimiseurs globaux
{@,,}M_,. Ces minimiseurs correspondent a un nombre infini de solutions (p, {Em} 1)
mais la contrainte d’égalité (4.1.1b]) permet d’obtenir une solution unique telle que g,,, =
vect(p, X fmm) pour tout m :

= Diag(E;) 'q (4.1.3a)

p
I,, = Diag(p) ™' G, (4.1.3b)

vm

avec q := ; »_, dm. La solution (4.1.34) existe tant que Ey, # 0 et p, # 0, Vn.

La premiere condition est valide si 'objet est illuminé en tout point, ce qui est une

condition nécessaire a I'observation de I'objet dans son ensemble. Pour tous les pixels

ou p, = 0, llllumination correspondante /,,.,, n’est pas définie, ce qui ne pose pas de

problémes si 'unique quantité d’intérét est 'objet p. On peut également remarquer que
les contraintes suivantes sont respectées :

EO;n 2 Oa Z]\m;n 2 0 — fm,n 2 0 and //O\n Z 0.

Dans le cas ou I'on a une illumination d’intensité, la contrainte Ej,, > 0 est respecté
Vn. Résoudre (4.1. 2]) et ([4 1.3a)) est donc équivalent a trouver une solution au probléeme
([#.1.1). Le critere étant convexe mais non strictement convexe, il n’y a pas une
solution unique au probleme ([#.1.2), ce que l'on retrouve dans le fait que est
aussi un probléeme convexe qui adrnet plusieurs solutions globales. Si les contraintes de
positivités sont relaxées, alors toute solution du probléme s’écrit (voir calcul en annexe

A.3) :

p = Diag(E,) '(H ™y +q") (4.1.4a)
T, = Diag(p) | (H'y, + g), (4.1.4)

ou H™ est la pseudo-inverse de H [88, Sec. 5.5.4], ¥ = >, Ym, et @~ = >, qm
avec g un élément du noyau de H, i.e. avec des composantes fréquentielles arbitraires
en dehors du support de 'OTF Dpgy. Le probleme ne permet donc pas de
discriminer les composantes fréquentielles en dehors de Dpgr. On peut en conclure que
sans la contrainte de positivité, il n’y a pas de super résolution dans les solutions du
probléme. On peut donc s’attendre a ce que les résultats obtenues dans [2], reposent
sur le fait que les illuminations activent la contrainte de positivité sur g,, de maniere
fréquente (voir[A.I)). On va maintenant considérer une expérience numérique pour sup-
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NN

3 4

FIGURE 4.1 — [Ligne du haut] Quart bas droit de la mire de fluorescence servant de
vérité terrain (160x160 pixels) considérée dans [2] (2 gauche) et la dé-convolution de
I'image champ large correspondante (& droite) La ligne pointillée (respectivement pleine)
correspond aux fréquences spatiales transmises par le support de 'OTF (respectivement
deux fois le support de 'OTF). [Ligne du bas] Reconstruction a partir d’illuminations
connues : (gauche) M = 9 illuminations harmoniques et (droite) M = 200 illuminations
de speckle. Les unités de distances des axes sont en longueur d’onde .

porter cette hypothese. Un jeu de M images est simulé suivant avec H la PSF
construite & partir de la tache de Airy (2.1.1). L'ouverture numérique de 'objectif est
de 1, 49, les longueurs d’ondes d’excitation et de collection sont supposées égales a 520
nm. La vérité terrain est la mire de fluorescence « similaire a une étoile » utilisée pré-
cedemment en Sec. et de nouveau affichée dans la figure [4.1(gauche). Le pas
d’échantillonnageﬂ des images pour toutes les simulations de ce chapitre est de \/20.
Pour cette simulation numérique, le jeu d’illuminations {E,,}»_, consiste en M = 200
illuminations de speckle modifiées, voir Fig. [4.2(A). Plus précisément, un premier jeu
d’illuminations et obtenu en ajoutant une constante positive (égale a trois ici) a chaque
illuminations de speckles, ainsi les illuminations n’atteignent jamais zero et la contrainte
de positivité n’est pas activée. Au contraire, un deuxiéme jeu d’illumination est construit
en soustrayant une constante positive (égale a 0,2) a chaque illumination de speckle,
les valeurs négatives sont affectées a zéro. Les illuminations ainsi créées activent tres
souvent la contrainte de positivité de Pour chacun de ces jeux d’illuminations,

3. Pour un systeme optique modélisé par le pas d’échantillonnage des acquisition (limité & la dif-
fraction) est usuellement & la limite de Nyquist, donc réglé en fonction de la fréquence de coupure de 'OTF
kpsr = 2kg NA. Un pas d’échantillonnage plus fin est ici nécessaire pour obtenir des reconstructions
super-résolues, le facteur de sur-échantillonnage entre les < acquisitions > et les images < traitées > étant
au moins égale au facteur de super-résolution espéré. Ici, on adopte un pas d’échantillonnage commun a
toutes les simulations impliquant la mire, cela permet une comparaison directe des résultats de recons-
tructions.
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FIGURE 4.2 — [Ligne A] Une image produit g,, = vect(p, X E,,.,,) construite a partir
d’une des 200 illuminations utilisée pour générer les données : (gauche) une constante
positive est ajoutée aux illuminations de speckle standard de telle sorte que la plus petite
valeur soit beaucoup plus grande que zero; (droite) une constante positive est soustraite
des illuminations de speckle standard, les valeurs négatives sont mises a zero. [Ligne B]
Reconstruction de I'image produit g,, correspondante a celle montrée ci-dessus. [Ligne C]
Reconstruction finale p achevée grace a I'ensemble des illuminations.

les images basse résolution de microscopie sont simulées et corrompues avec un bruit
gaussien ; ici le SNR du jeu de donnée est de 40 dB. La reconstruction du premier pro-
duit « objet fois illumination » g; obtenue en résolvant[4.1.2)est montrée en Fig.[4.2/(C) ;
pour chaque reconstruction la moyenne spatialle E, de (4.1.3a]) est réglée en utilisant
la moyenne statistique des illuminations générées. Comme attendu, la reconstruction a
partir du premier jeu d’illuminations est pratiquement identique a la déconvolution de
limage champ large affiché en Fig. [4.Ij(haut-droit), i.e. il n’y a pas de super-résolution
dans ce cas. Au contraire, le deuxiéme jeu d’illuminations produit une reconstruction
super-résolue, ce qui établit le role central de la contrainte de positivité dans le pro-

bléme joint original (4.1.1)).

On a mentionné précédemment que le probleme n’a pas une solution unique. Nous
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Chapitre 4. Estimation en microscopie a éclairements structurés

proposons donc d’ajouter une pénalisation strictement convexe au critere des moindres
carrés, soit

min (g, — Han” + ¢(gn). (4.1.5)
Un autre avantage de cette approche est qu’elle permet de choisir ¢ pour assurer la
robustesse au bruit ainsi que de favoriser certain a priori sur la solution attendue. En
particulier, 'étude menée précédemment suggere qu'un a priori de parcimonie sur les
composantes de q,, est approprié. Dans le cas d’'une illumination de speckle ou d’'une
illumination harmonique, I'objet est fréquemment éteint ou quasiment éteint par l'illu-
mination. Pour de telles illuminations le concept d’objet presque noir (Near-Black Ob-
ject) introduit par Donoho [84] est un modele approprié. Une pénalisation “/; + ¢5” est
un choix possible dans ce contexte

P(qm) = 32, Gminl + Bl gl (4.1.6)

avec o > 0 et § > 0 des hyper-parameétres. Pour des («, ) bien réglés, notre stratégie
Blind-SIM doit apporter de la super-résolution si des illuminations « parcimonieuses »
sont utilisées, i.e. si pour beaucoup de n elles forcent ¢,,., = O.E] Plus précisément, [184,
Sec. 4] démontre que l'on obtient de la super-résolution si le nombre de composante
non nulles de E,,.,, divisé par le nombre de pixels IV est inférieur a %e, avece := R/N le
rapport entre R le rang de H et N. Le pouvoir de super-résolution est aussi influencé
par la distance entre les composantes non nulles a retrouver, idéalement ces compo-
santes devraient étre séparées par une distance supérieure & -4, voir [84, pp. 56-57].
Ces conditions sont séveres, et en réalité non respectées par les illuminations utilisées
en pratique. La plupart du temps on utilise des illuminations harmoniques déterministes
ou quasi-harmoniques[f, ou bien des speckles aléatoires, ces derniers étant trés facile a
générer [2]. Dans tous ces cas de figures, on observe de la super-résolution grace a notre
méthode d’estimation jointe dédié au Blind-SIM. De plus, cet effet peut étre maximisé
via le réglage de certains parametres expérimentaux, comme la période de l'illumina-
tion harmonique, le nombre de translation pour les illuminations (quasi-)harmoniques
et la corrélation spatiale ainsi que la loi instantanée pour les illuminations de speckles.
L’analyse théorique des propriétés de super-résolution au regard de ces différents pa-
rametres semble difficile. Une analyse numérique est cependant possible, et certains
résultats représentatifs sont présentés dans la prochaine section. Toutes les reconstruc-
tions présentées sont construites a partir de et de la résolution numérique de
Toutes ces simulations représentent un microscope de basse résolution, les images
sont corrompues avec un bruit additif Gaussien tel que le rapport signal a bruit (SNR)
de 'ensemble des images {y,,})/_, est de 40 dB. On notera que la stratégie Blind-SIM
jointe pénalisée requiert un réglage explicite de certains hyper-parametres « et 5 de la
fonction de pénalisation Tous les détails algorithmiques concernant le probleme
de minimisation sont présentés en Sec. 4.2

5. La premiere utilisation d’une pénalisation ¢; pour favoriser la parcimonie de la solution provient de
la sismologie en reflexion avec un papier de Claerbout et Muir [89]

6. Pouvoir gérer des illuminations distordues et en pratique tres utile, cela permet d’étre robuste a
des déformations de I'illumination du & des aberrations optiques provenant soit du systéme optique soit
de lobjet imagé [14 [15].
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4.1. Critére joint a optimiser

4.1.1 Illuminations harmoniques régulieres et distordues

On commence par considérer le cas d’illuminations harmoniques inconnues, on défi-
nit une expérience standard a base de M = 18 illuminations. Plus précisément, les illu-
minations sont harmoniques de la forme 7(r) = 1 + cos(27k'r + ¢) ol ¢ est une phase,
r = (z,y)" et k = (ky, k,)" respectivement les coordonnées spatiales et les fréquences
spatiales de la fonction harmonique. Des versions distordues de ces illuminations (dé-
formées par des aberrations optiques telle que de I'astigmatisme et de la coma [14])
sont aussi considérées. Trois orientations distinctes

0 :=tan"'(k,/k,) € {0,27/3,47/3}

sont considérées, et pour chacune d’elle six incréments différents de phase d’un sixieme
de période sont effectués. La fréquence des illuminations harmoniques ||v|| := (V2 +
v2)!/? est réglée 4 80% de la fréquence de coupure de I'OTF, i.e. cette fréquence est
a l'intérieur du domaine de 'OTF. Une illumination réguliere et une illumination dis-
tordue sont affichées dans la Fig. [4.3|(A), les reconstructions Blind-SIM joint pénalisées
sont affichées en Fig. [4.3|(B). Pour chaque jeu d’illuminations, un net effet de super-
résolution est observé, ce qui est en accord avec les observations présentées en [2]].

Cependant, comme on peut s’y attendre, la qualité de reconstruction obtenue dans le
contexte Blind-SIM est moins bonne que celle obtenue dans le cas SIM harmonique stan-
dard, pour comparaison voir Fig. De plus, des artefacts peuvent apparaitre pour un
nombre réduit de pas de phases pour chaque direction, voir Fig.[4.3|(C-gauche). Si on se
rappelle que la super-résolution sur p de provient d'une somme d’estimations
(super-résolue) du produit « objet fois illuminations » gq,,, ces artefacts sont induits (au
moins partiellement) par le fait que l'utilisation de moins de phases différentes créer un
jeu d’illumination qui n’annule pas l'objet en tout point de I'espace. En d’autre terme,
les illuminations « éteignent 'objet », mais pas de maniere assez fréquente et uniforme
pour apporter un effet de super-résolution uniforme.

Regardons maintenant comment la fréquence de modulation k utilisée pour générer
les illuminations impacte la super-résolution des reconstructions Blind-SIM joint pénali-
sées. On peut observer que la super-résolution disparait des lors que ||k|| est plus grand
que la fréquence de coupure de 'OTF. Pour illustrer ce résultat, la reconstruction af-
fichée en Fig. [4.3|(C-droite) est obtenue avec ||k|| réglée & 120% de la fréquence de
coupure de I'OTF, voir aussi Fig. [4.1(haut droit) pour une comparaison avec l'image
champ large déconvoluée. Dans ce cas de figure, chaque porteuse harmonique E,, est
complétement filtrée en dehors de 'image basse résolution y,,, voir Fig. [4.3|(D). Cela
a pour résultat, d’empécher I'apparition de toute super-résolution puisque la déconvo-
lution sous a priori de parcimonie de y,, ne permet pas d’obtenir de la super-
résolution en localisant les zéros diis aux illuminations.

4.1.2 Illuminations de speckles

On considére maintenant des illuminations de speckles E,, stationnaires au second
ordre et dont le premier moment est supposé connu Ey, = E;, Vn. Chacune de ces
illuminations est un speckle pleinement développé obtenu en calculant l'intensité d'un
champ aléatoire gaussien circulaire centré corrélé. La corrélation étant ajustée de facon

23



Chapitre 4. Estimation en microscopie a éclairements structurés|ﬁ|

‘

FIGURE 4.3 — Illuminations Harmoniques : [Ligne A] Une illumination E,, extraite de
I’ensemble des illuminations harmoniques régulieres (gauche) et distordues (droite) [Ligne
B] Reconstructions Blind-SIM joint pénalisé correspondant |Ligne C] (gauche) Réduire le
nombre de phases par orientation de 6 a 3 fait apparaitre des artefacts dans la reconstruc-
tion, voir (B-gauche) pour comparaison. (droite) Augmenter la fréquence de modulation
||v|| des illuminations harmoniques au dela de la fréquence de coupure de 'OTF empéche
I'apparition de toute super-résolution. [Ligne D] Image basse résolution y,, extraite de
I’ensemble des illuminations dont la fréquence de modulation est a l'intérieur (gauche) a
I'extérieur (droite) du domaine de I'OTF — voir Sec. pour plus de détails.
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4.1. Critére joint a optimiser

a ce que l'illumination E,, présente une corrélation spatiale de la forme (2.1.1)) mais

avec un parametre « d’ouverture numérique » NA;y; qui donne une longueur de corréla-

tion de ﬁA‘u pour le champ aléatoire. En guise d’illustration, une illumination de speckle
1]

est représentée en Fig. [4.4[(A-gauche), pour le cas standard de I'epi-microscopief] avec
NAj;=NA.

A partir d’un jeu d’illuminations de speckles (pleinement développés), on considére

0

~

N

N

FIGURE 4.4 — Illuminations de speckle : [Ligne A] une illumination de speckle telle
que NA;; = NA (gauche) et sa contrepartie < deux photons > (droite). [Ligne B] Recons-
tructions Blind-SIM joint pénalisé a partir de M = 1000 illuminations de speckle (gauche)
et d’illuminations <« deux photons > (droite).

L\

(B)*

aussi le cas d’'un deuxiéme jeu d’illuminations construit en calculant le carré de chaque
illumination de speckle, voir Fig.[4.4(A). Ces illuminations « au carré » sont considérées
pour analyser plus finement le mécanisme de super-résolution lié a la stratégie Blind-
SIM joint. De plus, on verra que ces illuminations peuvent avoir un sens physique dans
d’autres techniques de microscopies. D’un point de vue statistique, la loi instantanée
(pdf) d’une illumination de speckle « standard » et « au carré » different 'une de l'autre,
voir 'annexe pour plus de détails. En particulier, la statistique ponctuelle du speckle
« au carré » est plus concentrée en zéro[’| comparée & la loi exponentielle de I'illumina-
tion de speckle « standard ».

La corrélation spatiale est elle aussi changée puisque la densité spectrale de puissance

8. On consideére que NAj;=NA si l'illumination et la collection de la lumiere de fluorescence sont
effectuées au travers des mémes éléments optiques, on néglige la différence de longueur d’onde.

9. Sous hypothese d’un speckle pleinement développé, les fluctuations de E,, ,, suivent une pdf expo-
nentiel de parametre Ey alors que la pdf du cas « au carré > J,,, = Efnn est une loi de Weibull de
paramétre de forme k = 0.5 et de paramétre d’échelle A = E3.
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0

FIGURE 4.5 — Illuminations de speckle (suite) : Reconstructions Blind-SIM joint
pénalisé a partir d’illumination de speckle standard (gauche) et d’illuminations de speckle
< deux photons > (droite). Le nombre d’illuminations considéré pour ces reconstructions

est M =10 (A), M =200 (B) et M = 10000 (C).

du speckle « au carré » couvre un support deux fois plus grand que celui du speckle «
standard » [37]. Ainsi, les grains du speckle « au carré » sont plus fins (voir Fig. [A.1)),
est elles sont plus espacées spatialement. De ce fait, le speckle « au carré » présente un
« niveau » de parcimonie plus élevé que le speckle pleinement développé standard. On
peut donc s’attendre a ce que des illuminations de speckle « au carré » produisent des
résultats de super-résolution supérieurs en comparaison a des illuminations de speckle
standard[[84, p. 57]. Cette hypothese est en accord avec nos résultats de simulations.
Par exemple, les reconstructions en Fig. [4.4|(B) sont obtenues a partir d’'un unique en-
semble de M = 1000 illuminations de speckles tel que NAy; = NA : dans ce cas, les
illuminations « au carré » (obtenues en calculant le carré des illuminations de speckles)
apportent une amélioration de la résolution de la reconstruction en comparaison de
celle obtenue a partir des illuminations de speckles standards.

La figure montre comment la qualité de reconstruction évolue avec le nombre
d’illuminations. Avec tres peu d’illuminations, I'objet est retrouvé uniquement dans les
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FIGURE 4.6 — Illuminations de speckle (suite) : La taille de corrélation des illumina-
tions aléatoires de speckle et de speckle < au carré > influence le niveau de super-résolution
des reconstructions Blind-SIM pénalisé : [Ligne A] reconstruction avec M = 10000 spe-

ckle, NAj; = 0.5 NA (gauche) et avec les speckles < au carré > correspondants (droite).
[Ligne B| idem avec NAy = 2NA. [Ligne C| idem avec des illuminations spatialement
décorrelées.

quelques endroits ou les « points chauds » des illuminations sont apparus. Cela montre
que la stratégie Blind-SIM jointe est aussi une stratégie « d’activation », dans l'esprit de
PALM [65] et STORM [66]. Pour notre stratégie, le processus d’activation est produit
par la structuration de Iillumination et non par le choix des marqueurs fluorescents.
Cette effet est encore plus visible avec les illuminations de speckle « au carré », celles-ci
étant plus parcimonieuses. Il faut alors plus d’illuminations pour limiter les fluctuations
de ", E,,, de facon a ce que la contrainte d’égalité nécessaire soit légitime. On
peut remarquer que pour M =~ 200 illuminations de speckle, la super-résolution de la
reconstruction est comparable a celle obtenue avec M ~ 9 illuminations harmoniques,
voir Fig. (C—gauche) et Fig. (B—gauche). Evidemment, utiliser des illuminations
de speckle reste une stratégie attractive puisqu’elle permet de travailler avec un mon-
tage expérimental trés simple [2]], voir également la Section Pour les deux types
d’illuminations, on remarque qu’augmenter la longueur de corrélation au dessus de la
distance de Rayleigh ﬁ (i.e., pour NAy; < NA) détériore la super-résolution obtenue
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alors que inversement prendre NA;; = 2NA améliore celle-ci, voir Fig. [4.6}(A,B). Ce-
pendant, le pouvoir de super-résolution des techniques Blind-SIM joint se détériore si
I'on réduit encore cette longueur de corrélation ; par exemple, pour des illuminations
completement décorrélées la reconstruction n’est visiblement pas super-résolue, voir
Fig.[4.6}(C). En effet, avec des longueurs de corrélation arbitrairement faible, beaucoup
de « points chauds » sont générés a I'intérieur méme d’une distance de Rayleigh (définit
en Sec. et donc non visible sur 'image basse résolution, la contrainte de parcimo-
nie est alors moins efficace. Evidemment, les illuminations de speckle « au carré » sont
moins sensible a ce probléme puisqu’elles sont intrinsequement plus parcimonieuses.

Enfin, il est important de noter que les illuminations de speckle « au carré » ont une
signification physique : en effet la fluorescence a 2 photons est sensible au carré de l'in-
tensité [90]. La plupart de ces simulations peuvent donc étre considérées comme des
expériences de microscopie champ large 2 photons a illuminations structurées. Contrai-
rement aux illuminations de speckles (i.e. pleinement développées) un-photon['%} dans
le cas d’interactions 2 photons (2P), la longueur d’onde d’excitation est \;; ~ 1000 nm
ce qui est environ deux fois la longueur d’onde de la fluorescence collectée A\;.; ~ 500
nm. La longueur de corrélation de I'illumination dans le cas deux photons est de 4*1('141’3:11
et donc en epi-illumination dans le cas un photon (1P) et 2 photons (2P) la longueur de
corrélation latérale est similaire.

le cas de figure 2 photons est simulé en Fig. [4.6} (A-droit), et ne montre pas une amélio-
ration significative de super-résolution en comparaison au cas 1P correspondant affiché
en Fig. 4.5} (C-gauche). Un rapport de super-résolution plus important peut étre ob-
servé grace au 2P en utilisant des objectifs de collection et d’illumination différents. Par
exemple, le comportement observé en Fig. [4.5}(C-droit) et en Fig. [4.6} (B-droit) peut
étre obtenu si le NA d’excitation est respectivement deux fois et quatre fois plus grand
que le NA de collection. Pour ces deux configurations, I'excitation 2P a une longueur de
corrélation bien inférieure a celle conduite par la PSF de collection de I'objectif, et la
super-résolution obtenue en simulation est tres importante.

La simulation montrée en Fig. [4.6} (C-droit) correspond au cas limite d’une expérience
2P ou le NA de collection est trés petit. La simulation 1P de la Fig. 4.6} (C-gauche) peut
étre interprétée comme une expérience de photo-acoustique [21]], une technique d’ima-
gerie pour laquelle Iillumination a une longueur de corrélation latérale négligeable par
rapport a la taille de la PSF. En remarque finale, on notera que les interactions 2P ne
sont pas le seul moyen de générer des illuminations plus parcimonieuses utilisable en
Blind-SIM joint. En particulier, les illuminations de speckle super-Rayleigh [91] ainsi
que les illuminations super-critiques [[92, 93] sont des candidats prometteurs.

4.2 Algorithme joint
Nous allons maintenant décrire I'algorithme permettant de minimiser le probléme

(4.1.5))-(4.1.6). Pour simplifier les notations, les indices m pour y,, et g,, vont étre omis
par la suite. Il faudra cependant garder a 'esprit que I'algorithme présenté ici permet de

10. Pour une interaction un photon, la difference de Stokes [35] implique que 'excitation et la fluores-
cence ne sont pas strictement & la méme longueur d’onde. La différence est d’environ 10% et sera négligée
ici
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résoudre I'un des M sous-problémes impliqués dans la reconstruction Blind-SIM jointe
finale. En premier lieu, on peut noter que le probléeme (4.1.5)-([4.1.6) est un exemple du
probléme plus général

min [f(q) == g(q) + h(q)] (4.2.1)

geRN

ol g et h sont des fonctions convexes fermées ne partageant pas les mémes hypothéeses
de régularité : g est supposée lisse, avec un gradient Vg continu et L-Lipschitz alors
que h peut ne pas étre lisse. Cette séparation a pour but de pouvoir résoudre des
problemes d’optimisation contraints non-lisses en utilisant des méthodes proximales
(comme forward-backward [94]). Dans ce qui suit, nous présentons tout d’abord I'al-
gorithme proximal standard permettant de résoudre le probléme [95]], puis I'al-
gorithme FISTA [96] qui est usuellement considéré comme une version accélérée du
premier algorithme.

4.2.1 Itération proximale standard et version accélérée

En premier lieu, une solution du probléme générique (4.2.1)) est présentée, suivi de
I'application a notre probleme Blind-SIM joint pénalisé.

4.2.2 Probleme générique

Prenons q¥) une solution initiale arbitraire. Pour minimiser le critére convexe f, la
mise a jour proximale standard s’écrit [95, 97, 98]

g* — P (¢® —1Vg(a™)) (4.2.2)
ou P, est 'opérateur proximal de la fonction A [99, p.339] défini par

P.n(q) := argmin |h(x) + in —q|*|. (4.2.3)
zeRN 2’}/

Malgré la définition implicite de cette opérateur, une forme explicite existe pour de
trés nombreuses fonctions rencontrées dans le domaine du traitement du signal et de
I'image, voir par exemple [98, Table 10.2]. La constant de Lipschitz L postulée pour Vg
joue un role important dans la convergence des itérations (4.2.2)). Plus précisément, la
convergence globale vers une solution de (4.2.2)) est garantie tant que le pas -y est choisi
tel que 0 < v < 2/L. Cependant, la vitesse de convergence est habituellement lente,
ainsi la version accélérée nommeée FISTA [96] lui est souvent préférée :

q(k+1) — P (w(k) _ WVg(w(k))) (4.2.4a)
Wkt R z_;;(q(kﬂ) _ q(k)), (4.2.4b)

La vitesse de convergence vers min, f(q) de est de O(1/k?), ce qui est souvent
considéré comme un gain substantiel par rapport a la vitesse de convergence en O(1/k)
de T'algorithme proximal standard présenté précédemment. Il est important de noter
que FISTA n’améliore pas systématiquement la vitesse de convergence en comparaison
a l'algorithme standard, voir [[98, Fig. 10.2]. Pour ce qui est de notre probleme Blind-
SIM de minimisation sous contraintes, FISTA permet une nette accélération de la vitesse
de convergence, voir Fig. Enfin, on notera que la convergence de ((4.2.4]) est garantie
si0 <y <1/L.
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4.2.3 Solution du m-eme probleme Blind-SIM joint

En ce qui concerne le probleme Blind-SIM joint pénalisé considéré dans ce chapitre,
le probleme de minimisation (4.1.5) [avec la penalité (4.1.6)] prend la forme (4.2.1])
suivante

9(a) = |ly — Hqll* + 8llall? (4.2.5a)
hig) = a)_ é(gn) (4.2.5b)
avec ¢ : R — R U {400} de la forme suivante
iu>0.
o ={" ner (1250)

Le gradient de la partie réguliere de notre séparation

Vy(q) =2 [H'(Hq —y) + 3q| (4.2.6)

est L-Lipschitz avec L = 2 (Amax(H'H) + ) ol Apax(A) est la plus grande valeur propre
de la matrice A. De plus, I'opérateur proximal (4.2.3) avec h définie comme (|4.2.5D))
conduit a une forme explicite appelée seuillage doux (ou soft-thresholding) [100} [101]]

P.n(q) = vect (max{g, — va,0}). (4.2.7)

D'un point de vue pratique, la version proximale (4.2.2]) et sa contrepartie accélérée
(4.2.4) sont facilement implémentables avec une faible complexité algorithmique['|grace
aux relations and (4.2.7). Cependant on peut remarquer que, visuellement, la
super-résolution de I'estimé n’apparait qu’apres quelques centaines d’itérations FISTA, il
faut donc plusieurs dizaines de secondes pour reconstruire une image Blind-SIM super-
résolue telle que présentée en Fig.[4.5[(B) ou M = 200 sous-probléemes doivent étre réso-
lus. Pour aller plus loin, on peut voir en Fig.[4.7|(a-c) les reconstructions a partir de 10,
50 et 1000 iterations FISTA. L’objectif est de réussir a obtenir la qualité de reconstruc-
tion obtenue « a convergence » en utilisant le moins de temps possible. La prochaine
section introduit une nouvelle stratégie d’optimisation appelée PPDS (preconditioned
primal-dual splitting ) permettant une vitesse de convergence bien plus importante,
comme illustré ici Fig. [4.7|(right).

4.2.4 Pré-conditionnement et séparation primal-dual

Utiliser un pré-conditionneur [46, p. 69] est formellement équivalent a résoudre
le probléme initial en ayant effectué un changement de variable linéaire q :=
Pv, avec P € R™" une matrice symétrique strictement définie positive. Il n’y a pas
de difficulté formelle a écrire un algorithme proximal similaire a (4.2.2)) et basé sur
ce préconditionnement. Cependant, hormis dans le cas ot P est une matrice diago-
nal [103] (104, [105} [106], I'opérateur proximal #(v) := h(Pwv) ne peut étre obtenu

14. Comme H et une matrice de convolution, le calcul du gradient (4.2.6)) peut étre effectué en utilisant
uniquement des transformées de Fourier rapides et des produits scalaires, voir [102] Sec. 5.2.3].
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4.2. Algorithme joint

(¢) FISTA 1000 it. (f) PPDS 1000 it.

FIGURE 4.7 — Reconstruction d’une cible fluorescente a partir de données Blind-SIM
en éclairement de speckles, réalisé en minimisant le critere avec 10, 50 ou 1000
itérations FISTA (abc) ou PPDS(def). Pour toutes ces simulations, I’estimée initiale est
g = 0 et les parametres ont pour valeurs (o = 0.3, = 1079). Les itérations PPDS
utilisent le pré-conditionneur donné en avec C = H'H et a = 1, (voir Sec

pour plus de détail).

de maniere explicite et doit donc étre calculé de maniere numérique. Cela implique
de résoudre a chaque itération un probléme imbriqué, ce qui augmente le cofit de
calcul et introduit une incertitude sur la convergence, puisque le nombre de sous-
itérations est limité en pratique [105, [107]. Malgré cette difficulté, les techniques de
pré-conditionnement sont tres largement reconnues pour accélérer la vitesse de conver-
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gence de nombreux algorithmes proximaux. Par la suite, nous allons utiliser un nouvel
algorithme proximal pré-conditionnée proposé par [[83, [108, [94] sans aucun probleme
imbriqué a résoudre. Cette nouvelle approche pré-conditionné est présentée pour une
formulation générique du probleme d’optimisation (4.2.1). En premier lieu, on effectue
le changement de variable linéaire sur le critere f.

f(Pv) = G(v) + h(Pv) (4.2.8)

avec G(v) := g(Pwv). Le critére ci-dessus étant une forme particuliere du probléme
considéré dans [83], Eq. (45)], on peut optimiser celui-ci grace a l'algorithme primal-
dual [83] Eq. (55)] s’écrivant ainsi

) ) _ grd® (4.2.9a)
WD H®) L gA® (4.2.9b)
avec
d® .= vGu®) + Pu® (4.2.10a)
AW =P (W + o P(v® - 27rdW)) — w® (4.2.10b)

ou l'opérateur proximal de h*, le conjugué de Fenchel de la fonction h, est facilement
obtenu en utilisant la relation

Pons(w) = w — 0Ppso(w/o). (4.2.11)
La mise a jour primale (4.2.9a)) peut aussi étre réécrite en fonction des variables q :
g ) «— g™ — 9rB¢® (4.2.12)

avec ¢ = Vg(qg®) + w® et B := PP. Comme la mise 4 jour (4.2.12) est trés proche
d’une descente de gradient pré-conditionné, on peut s’attendre a ce qu'un choix adapté
de matrice B apporte une accélération significative de la convergence. De plus, on peut

noter que la quantité a® := w® 4 ¢ P(v®) — 27d®) impliquée dans I'itération duale
via (4.2.10b)) peut aussi s’écrire
a® = w® 4 5(g®™ —2rB¢W). (4.2.13)

La pair primale-duale de mise a jour (4.2.9b) et (4.2.12) est appelée preconditioned
primal-dual splitting (PPDS). D’apres [I83] Theorem 5.1], la convergence des itérations
PPDS est assurée si certaines conditions sont respectées pour les paramétres (6, 7,0).
Plus précisément, la mise a jour primale (4.2.12)) converge vers un minimum global du

critere (4.2.8)) si

c>0,7>0,0>0 (4.2.14a)
Vo € [1, 2) (4214b)
Vro >0 (4.2.14c)

avec v,, =2 —7[1 — Tcr)\maX(B)]*l L/2, ou L est la constante de Lipschitz continue
de VG, voir Eq. (4.2.8)). Dans ce domaine défini par (4.2.14)), le réglages des parametres
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1/L 2/L T

FIGURE 4.8 — Domaine admissible pour (7,0) assurant la convergence globale des
itérations PPDS avec 0 € (0; 1), voir relation (4.2.15)).

(0, 7,0) est critique, en effet la vitesse de convergence est nettement influencée par ce
réglage. Nous proposons un réglage de ces parametres pour lequel un bon comporte-
ment de l'algorithme est observé. Dans un premier temps, on peut noter que le pas 7
n’apparait que dans le pas primal alors que o lui n’apparait que dans le pas dual
via A®. De plus le parameétre de relaxation 6 permet d’agir conjointement sur
le pas primal et dual (4.2.9). Si'on considére uniquement le cas sous-relaxé (i.e., 6 < 1),
la condition (4.2.14d)) n’est alors plus nécessaire et peut étre reformulée ainsi

c<o with 7:=(1/7 = L/2) \jax(B). (4.2.15)

Cette relation définit un domaine admissible pour (7,0) sous la condition ¢ < 1, voir
Fig. Notre stratégie définit 7 comme le seul paramétre a régler de notre algorithme
PPDS, le parametre o étant alors réglé pour maximiser le pas dual :

0<7<7, o=0 et §=0.99, (4.2.16)

avec 7 := 2/L. Enfin, on donne a # une valeur arbitrairement proche de 1, en effet empi-
riquement on observe qu'une sous-relaxation réduit la vitesse de convergence. L’évalua-
tion numérique des bornes 7 et & est dépendante de 'application puisqu’elles dépendent
de L et Anax(B).

4.2.5 Résolution du sous probleme Blind-SIM joint

Pour notre probleme spécifique, 'implémentation de I’algorithme PPDS requiert le
conjugué de la fonction (4.2.11)) : avec h définie par (4.2.5b)), la fonction conjuguée de
Fenchel s’écrit alors

Pops (w) = veet (min {w,,, a}). (4.2.17)

Les mises a jour de PPDS s’écrivent alors
gt «— q® —grB¢™ (4.2.18a)
Wk W™ L gA®) (4.2.18b)

avec A®) = vect(min{a”, a}) —w® et al}” 1a n-me composante du vecteur a*) définie
par (4.2.13). On peut noter que la contrainte de positivité n’est pas appliquée dans le
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pas primal ([£.2.184). La contrainte de positivité est donc appliquée asymptotiquement,
grace a la convergence globale de la séquence vers le minimum global du critére
([4.2.5). Comparé a FISTA, ce comportement peut étre considéré comme un inconvénient
de 'algorithme PPDS. Cependant, nous pensons que le « transfert » de la contrainte dure
du pas primal au pas dual est précisément ce qui permet I'accélération fournie par le
pré-conditionnement. Evidemment, une telle accélération requiert un choix judicieux
du pré-conditionneur B. Pour notre probléme, la matrice de pré-conditionnement est
celle de la construction semi-quadratique de Geman and Yang [[109], [110, Eq. (6)]

B = % (C+ B 1/a)”" (4.2.19)

ou I, est la matrice identité et a > 0 est un parametre du pré-conditionneur. On a choisi
C dans la classe des matrices semi-définies positives avec une structure BCCB (Block
Circulant with Circulant Block) [102, Sec. 5.2.5]. Ce choix implique que la matrice B est
aussi BCCB ce qui permet de réduire le colit algorithmique : (i) B peut étre stockée de
maniere efﬁcaceet (i7) le produit matrice vecteur B¢®) apparaissant dans (4.2.13a))
peut étre calculé avec une complexité en O(N log N) en utilisant la transformée de
Fourier rapide (FFT). Evidemment, si le modele d’observation H est aussi un matrice
BCCB construite a partir de la discrétisation de 'OTF, le choix C = H'H pour (4.2.19))
nous emmene a la forme B = (V?g)~! pour a = 1. On s’attend & ce qu'un tel pré-
conditionneur apporte une convergence asymptotique tres rapide puisqu’il permet de
corriger les anisotropies de courbure de la partie réguliére g du critére dans (4.2.1). Le
pseudo-code PPDS utilisé pour résoudre le probleme Blind-SIM joint est donné dans
Algorithme |1} Ce pseudo-code nécessite la connaissance de £ et Ap.x(B) pour pouvoir

régler les parametres (4.2.16) : On a
Amax(B) = 1/ Amin(B™1) = a(28)7! (4.2.20a)

car H est de rang déficient dans notre contexte, et puisque la constante de Lipschitz
sécrit £ = A\max(B V?g), on peut simplifier cette expression sous la forme

a sia > 1
k= { (Ymax + B) (Ymax + ﬁ/a>_1 sinon, (4.2.20b)

avec Ymax la valeur maximum du carré de la valeur absolue des composantes de 'OTF.
Grace au pseudo-code, on peut remarquer que la mise a jour primale (4.2.18a) reste
dans le domaine de Fourier pendant I'itération PPDS, voir line Avec cette stratégie,
(possible parce que Vg est une fonction linéaire), le colt algorithmique par itérations
PPDS[™ est dominé par le cofit d’une transformée de Fourier directe et d’une inverse,
i.e., PPDS et FISTA partage un cofit algorithmique équivalent.

Nous allons maintenant illustrer la minimisation numérique par les itérations PPDS du

17. Toute matrice BCCB peut s’écrire B = FTAF avec F la matrice unitaire représentant la trans-
formée de Fourier discrete, 1’ 'opérateur conjugué transpose et A := Diag(b) ou b := vect(b,,) sont les
valeurs propres de B, voir [102, Sec. 5.2.5].

18. L’implémentation MATLAB du pseudo-code Algorithme requiert moins de 6 ms par itération sur
un ordinateur portable standard (Intel Core M 1.3 GHz). Pour comparaison, une itération FISTA prend
approximativement 5 ms sur le méme ordinateur.
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20
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22
23
24

25

Données initial :

PSF h, images {y,,}2/_,, Intensité moyenne E, € RY
Parametres de régularisations : 3, € R ;

Parametres PPDS : a € R ;0 € (0,1); 7 € (0,2L); kpax € N;

Estimation initial : {qﬁ,?),wm 1

p<—0;0+—7;
h+—FFT(h);y+— h*®h;b<+— (29 +28/a);

// Boucle extérieur : traitement de chaque images y,,...
form=1---M do

§+— FFT(y,); §© «— FFT(qw); @ «— FFT(wy);

// Boucle intérieur : minimisation PPDS ...
for k=0-- -k, do

// Le pas primal (domaine de Fourier)...

dv — (270 g% —h®y+6)+w’“)) >b;
g+t «— g® — grd®)

// Le pas dual (domaine direct)...

a® «— FFT! (a}”“) +o(gh — 2Tc?<k>));

wk+) (1 - ) w® + fvect(min{a', a});
// Préparation de la prochaine iteration PPDS...

Ej(k) - a(k:—i—l) : a}(k) « FFT(w(kH));
end

// Création de 'estimation Blind-SIM jointe ...
B p+ LFFT(G") o By
end

Résultat final : L'éstimation Blind-SIM jointe est stockée dans p

Algorithme 1 : Pseudo-code de 'algorithme Blind-SIM PPDS, sous I’hypothese H est
une matrice BCCB et C = H'H. Le symbole ® et @ sont respectivement, le produit
et la division terme a terme. Pour rester le plus simple possible, ce pseudo-code utilise
un critere d’arret basé sur un nombre d’itération a effectuer, voir ligne [11} En pratique,
un critére d’arrét plus élaboré peux étre utilisé en suivant ’évolution de la norme ||¢*)]|
définie par en effet celle-ci tend vers zero quand ¢'*) atteint asymptotiquement
la solution contrainte du probleme.

critére impliqué dans la reconstruction Blind-SIM joint montrée en Fig.[4.7} (droite). Ces
simulations sont effectuées avec une implémentation MATLAB standard du pseudo-code
présenté Algorithm 1} On regle a = 1 de telle sorte que le pré-conditionneur B soit I'in-
verse de la matrice hessienne de ¢ dans (4.2.5)). Avec ce réglage, on s’attend a ce que les
itérations PPDS bénéficie de la vitesse de convergence la plus favorable, dés lors que les
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FIGURE 4.9 — Valeur du critere (graphique du haut) et distance au minimiseur (graphique
du bas) en fonction du nombre d’itérations PPDS pour le probleme de reconstruction
considéré pour la Fig. . L’estimée initial choisi est ¢(® = 0 pour les variables primales
et w® —Vg(q) pour les variables dual. Le parametre du pré-conditionneur prend
pour Valeur a =1cet (0,7,0) sont réglés selon la regle . Pour étre complet, les
courbes concernant les itérations FISTA et PDS (i.e., algorithme PPDS avec pour pré-
conditionner la matrice identité B = I,;) sont aussi tracées.

contraintes sont correctement identifiées. En commencant avec une estimé initiale gros-
siere, q°) = 0 (la variable duale étant initialisée en utilisant w(® = —Vg(q?), voir par
exemple [46], Sec. 3.3]), la valeur du critere pour les itérations PPDS tracé en Fig. -
montre une convergence asymptotique pouvant étre considérée comme super-linéaire.
D’autres réglages pour le parametre o ont été testés (non présentés ici) et montrent une
réduction de la vitesse asymptotique de convergence.

Le rdle central du pré-conditionneur dans I'amélioration de la vitesse de convergence
et mis en valeur par le fait que l'algorithme PPDS devient aussi lent que 'algorithme
proximal standard si 'on utilise B = 1, voir la courbe PDS de la Fig. De plus,
il est important de noter que les composantes hautes fréquences (i.e., la super réso-
lution) apparaissent deés les premieres itérations. En pratique, une fois les parametres
PPDS proprement réglés, on observe une accélération significative par rapport aux ité-
rations FISTA (ou au proximal standard). Finalement, on rappelle que les simulations
numeériques présentées utilisent une matrice de convolution H de structure BCCB. Dans
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certains cas, ’hypothése implicite de périodicité['] associée & ces matrices n’est pas ap-
propriée et un modele de convolution avec une hypothese de bord nuls (i.e., Dirichlet)
est alors préférable, ce qui conduit a une matrice H avec une structure BTTB (Block
Toeplitz with Toeplitz blocks).

Dans ce cas de figure, le produit d’'un vecteur avec la matrice H' H peut toujours étre ef-
fectué de maniere rapide avec une complexité de O(/N log N) via un algorithme basé sur
la FFT, voir [102, Sec. 5.2.3]. Ceci s’applique au calcul de Vg(q*)) dans le pas primal
(4.2.12)), d’apres (4.2.6). Contrairement au cas précédent, le systéme a résoudre
ne peut étre résolu avec une complexité en O(N log N) si la matrice H a une structure
uniquement BTTB (et non BCCB). Dans une telle situation, il est possible d’utiliser une
matrice C comme une approximation BCCB de H'H, de facon a conserver une matrice
de pré-conditionnement B = (C + 1I,;)~! avec une structure BCCB, tout en s’assurant
que la matrice B(H'H + 1) a un spectre de valeurs propres se concentrant autour de
1 quand la taille NV augmente [111], Th. 4.6].

Finalement, une autre difficulté peut apparaitre lors de I’évaluation de L. Il n’y a pas
d’expression explicite pour (4.2.20b) quand H est BTTB mais pas BCCB. Cependant
d apres (4.2.16)), la convergence globale des itérations PPDS est assurée si 7 < 2/ L avec
£ < L.On pourra par exemple noter que, £ := Amax(B) (||H||s||H||1 +3) est une borne
supérieure de L facile a calculer.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé un algorithme de reconstruction adapté a la
microscopie de fluorescence a éclairements inconnus et pouvant traiter des problemes
de taille réaliste. Le mécanisme de super-résolution derriere cette stratégie, qui n’était
pas expliqué, est maintenant clairement relié a la parcimonie des illuminations. Ceci
établit un lien clair entre 'approche Blind-SIM joint a des techniques de localisation de
particules uniques telles que PALM [65]] ou STORM [66], ces derniéres étant basée sur
un processus d’activation trés parcimonieux (donc tres efficace) créé par la dynamique
de fluorescence marquant I’échantillon. Cette conclusion suggere qu’une illumination
« optimisée » peut étre utilisée pour améliorer la super-résolution de la stratégie Blind-
SIM joint, un exemple étant I'excitation deux photons proposée dans ce chapitre.

Il doit étre remarqué que le mécanisme de super-résolution en Blind-SIM joint differe
tres fortement de celui de la stratégie marginale [[17, |69, 21]] basée sur un critére de
contraste et présentée au chapitre précédent, voir Sec. [3| L’estimation conjointe des
variables de nuisances (les illuminations) du probleme, et surtout la croissance linéaire
du nombre de ces variables en régime asymptotique induit des biais asymptotiques pour
cette stratégie, y compris pour les composantes fréquentielles transmise par I’OTF. Enfin,
si estimateur de contraste est statistiquement convergent (voir Sec. |3 , son cofit de
mise en oeuvre le rend pour le moment inaccessible pour les problemes de tallles réelles
[112].

Une motivation importante de ces travaux est la réduction du temps de calcul d’'une re-

19. Une multiplication matrice-vecteur Hq avec H une matrice BCCB correspond a la convolution
circulaire de g avec le noyau de convolution définit par H.
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construction Blind-SIM joint. La reformulation du probléme original a été une premiere
étape importante en direction de cet objectif. En effet, cette reformulation permet de
décomposer en M sous problemes de structures identiques le probléme initial, voir
Sec/4.1] Le nouvel algorithme pré-conditionné proximal PPDS proposé en Sec. [4.2.4] est
aussi décisif puisqu’il permet de traiter de maniere rapide chaque sous probleme. De
notre point de vue, cet algorithme PPDS est intéressant puisqu’il permet I'utilisation
d’un pré-conditionneur dans un algorithme proximal de maniere simple a implémenter
et a convergence garantie. Pour notre probleme nous avons constaté que PPDS conver-
geait plus rapidement que FISTA vers le minimiseur du critere pénalisé. Nous pensons,
cependant, que l'algorithme PPDS mériterait plus d’investigations théoriques et expéri-
mentales. Notamment, cette stratégie de minimisation devrait étre testée avec d’autres
pénalisations[[113] et d’autre modeles d’observation [114]. Par exemple, le cas d'une
distribution de Poisson lorsque le nombre de photons collectés est faible peut étre pris
en compte. La convergence global et local de PPDS devrait également étre explorée in-
tensivement, en particulier dans le cas ou la matrice de pré-conditionnement change
au cours des itérations. Ce probleme est important si I'on veut obtenir des itérations
quasi-Newton avec PPDS dans un contexte plus général.

Une difficulté attendue dans le traitement des données réelles est la présence d'un fond
lumineux important induit par la lumiére hors-focus, ou bien par un mauvais contraste
des illuminations utilisées. Ces phénomenes empéches I'extinction local des émetteurs
fluorescents, ce qui détruit la super-résolution attendue en Blind-SIM joint. Une esti-
mation de ce fond est proposé plus loin dans ce manuscrit, voir Secl5.2] L'impact de la
présence de ce fond sur la super-résolution peut ainsi étre fortement réduit en enlevant
I'estimation de celui-ci aux images avant la reconstruction par une technique Blind-SIM
joint. Une approche plus naturelle serait de résoudre le probléme en trois dimensions
ce qui est numériquement plus délicat, mais reste une étape nécessaire pour obtenir des
reconstructions 3D [19].
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Chapitre 5

Résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous allons présenter des résultats de reconstruction a partir
d’images réelles de microscope de fluorescence. Les images ont été acquise par Thomas
Mangeat, ingénieur de recherche au LBCMCP. Bien que théoriquement attractive, la
stratégie de reconstruction itérative par minimisation d’une fonction de contraste (voir
Sec. [3)) sera écartée de part son cofit de calcul prohibitif au profit de I'approche jointe
présentée au chapitre précédent. Nous nous focaliserons aussi sur la reconstruction 2D
de I’échantillon de fluorescence dans le plan focal. Pour des échantillons épais, comme
nous le verrons, ce traitement 2D oblige a gérer le probleme de la fluorescence « hors-
focus » qui peut fortement détériorer la (super) résolution finale. Les reconstructions
seront d’abord obtenues sur des objets réels mais calibrés pour estimer une capacité de
super-résolution des techniques Blind-SIM a illuminations de speckles (i.e., des billes de
100 nanometre de diametre, une mire de calibration Argolight), puis nous étudierons
des échantillons biologiques.

5.1 Montage expérimental

Le microscope de fluorescence a éclairement structuré utilisé pour I'acquisition des
images en figure [5.1] est construit a Toulouse dans le Laboratoire de biologie cellu-
laire et moléculaire du controle de la prolifération (LBCMCP) par Thomas Mangeat. Ce
montage s’'inspire de celui utilisé dans la publication de Lu-Walther [3] ou la vitesse
d’acquisition de la technique SIM a éclairements harmonique est nettement améliorée.
La fréquence d’acquisition obtenue est de 162 images par seconde en conservant une
région d’intérét de 16,5 x 16,5 um? et sans mouvement mécanique. Pour cela un SLM
(spatial light modulator) est utilisé afin de contrdler de maniére rapide et précise le
motif d’excitation. Une caméra sCMOS est utilisée en mode «free running» pour maxi-
miser la vitesse d’acquisition. Dans le montage réalisé par Thomas Mangeat, plusieurs
longueurs d’onde d’excitation sont utilisables, 405, 445, 488 et 561 nanometres, les
filtres et dichroiques peuvent facilement étre changés, il est donc facile de changer de
longueur d’onde d’excitation et de collection sur ce montage. La aussi un SLM (QXGA-
3DM) est utilisé pour générer les illuminations structurées de speckles ou harmoniques.
Ce SLM a une résolution de 2048 x 1536 pixels, il permet de générer des motifs dif-
férents a un taux de rafraichissement de 4,5 kilohertz. Le taux de remplissage est de
94%, ceci permet d’éviter la présence de structures indésirables dans les illuminations
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FIGURE 5.1 — Microscope de fluorescence pouvant fonctionner avec 4 longueurs d’onde
d’excitation différentes grace a un bloc laser Oxxius. Un SLM QXGA-3DM est utilisé
pour structurer I'illumination au niveau de I’échantillon permettant ainsi de générer des
illuminations de speckle ou des illuminations harmoniques. Différents objectifs sont utilisés
sur ce montage. Ce montage a été réalisé par Thomas Mangeat, ingénieur de recherche au
LBCMCP en se basant sur le montage présenté dans une publication de Lu-Walther [3].

générées. Une mémoire interne permet de stocker 1024 motifs a projeter sur le SLM;
on ne peut donc utiliser que 1024 illuminations de speckle au maximum, ce qui est plus
que suffisant pour notre application. Nous pouvons, grace a ce montage, comparer les
résultats obtenus avec des illuminations harmoniques connues et des illuminations de
speckle inconnues simplement en chargeant a la suite dans le SLM les différents motifs
nécessaires pour générer les illuminations harmoniques puis les illuminations de spe-
ckle. Ce type de montage ouvre en perspective, la possibilité d’essayer d’autres types
d’illuminations aléatoires, avec d’autres statistiques [91]], ou d’autres structures [[115].

5.2 Estimation du fond

Dans cette partie, nous décrivons un pré-traitements dédié aux images Blind-SIM
a illuminations de speckle permettant de réduire I'impact d'un fond lumineux sur la
super-résolution des reconstructions. Ce pré-traitement est incontournable si 'on sou-
haite reconstruire une image 2D dans le plan focal a partir d’échantillons fluorescents
épais (épaisseur plus grande que la taille de la PSF axiale) car ’éclairement produit éga-
lement une excitation de la fluorescence hors du plan focal. Cette fluorescence « hors-
focus » vient se superposer au speckle dans le plan de reconstruction ce qui masque
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5.2. Estimation du fond

I'extinction locale de 'objet. En présence de ce fond, toute parcimonie sur le produit ob-
jet x illumination est empéchée dans le plan focal et par la méme toute super-résolution
finale, voir notamment la Sec. [4.1] et la Fig. [4.2]a ce propos.

Pour prendre en compte les effets d'un fond lumineux, nous proposons de modifier la
modélisation des données afin d’inclure notre modélisation du fond :

Yyn=H[p© (I, +a)] +b+e, (5.2.1)
€. ~ N(0, Diag(c)?) (5.2.2)

ol a modélisera l'effet d'un fond lié a I'objet dans I'observation y,, (induit par le fait
que le contraste du speckle n’est pas maximal), b un fond diffus non 1ié a I'objet et dont
le contenue fréquentiel est supposé inclus dans le support de 'OTF Dpgr. €,, est un bruit
additif décorrélé, centré gaussien et de variance o?.

L’estimation du fond est basée sur une approximation de la loi de probabilité d’'un pixel
des images déconvoluées. En premiere aproximation, on supposera que I'image décon-
voluée peut s’écrire comme la somme de p ® I,,,, d’'une variable liée au fond et d'une
variable aléatoire suivant une loi normale. L’illumination étant un speckle, le signal
[p ® I,,], suit une loi exponentielle, I'hypothése s’écrit donc :

[HYym]| ~ EMG(jin, 00,70 ) Vn (5.2.3a)
avec p, = [pOa+H'b| et 7,=[I,0pl, (5.2.3b)

ol X est la pseudo inverse de X. EMG (Exponentially modified Gaussian distribution
[116]) est la distribution suivie par une somme de deux variables aléatoires indépen-
dantes, la premiere suivant une loi normale et la seconde une loi exponentiel (une
convolution entre la distribution normale et exponentielle). Les parametres sont res-
pectivement, la moyenne et la variance de la loi normale, 1, et o, et 7, le parametre de
la loi exponentielle.

Dans le cas ott H est inversible, cette approximation devient exacte. Evidemment on
ne se trouve pas dans ce cas de figure, mais on peut observer que cette approximation
est en pratique réaliste. La figure illustre la distribution £ MG estimée a partir des
pixels [H"y,,] issues de données réelles provenant de la mire ArgolightE] présentées
en Fig. Un estimateur basé sur les moments statistiques permet d’estimer les pa-
rametres de cette loi pour chaque pixel et notamment le parametre u, qui permet de
remonter a la composante hors-focus que nous cherchons a estimer (voir plus bas) :

~ N\ 1/3
fin = iy, — G (%) Vn (5.2.4)
avec m,, 0, et 7, les estimations empiriques de la moyenne, de I’écart type et de 'asymé-
trie de [H "y,,],,. Nous définissons enfin le fond comme la contribution dans I'acquisition
Ym issues de a et b. Cette contribution peut étre estimée a partir de 'estimateur
empirique de p puisque d’apres (5.2.3b)) et (5.2.4), on a

Hpu~ H(poa)+b (5.2.5)

Nous allons maintenant illustrer les performances de cet estimateur du fond par une

1. http://argolight.com/argo-sim/ voir < pattern L — Stability of resolution >
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FIGURE 5.2 — Histogramme de [HTy,,], )a partir de données réelles (mire Argolight
L) tracé en ligne continue bleu et tracé de la densité de probabilité EMG a partir des
parametres estimés /i, , o et 7,, en trait pointillé rouge.

simulation. Pour cela on considere des illuminations de speckles pleinement développés
dont la corrélation spatiale correspond a la PSF h du microscope. L'objet utilisé (ou
« Vérité terrain ») est une mire en forme d’étoile telle que représentée sur la figure
Fig. [3.2[(a). Un fond lumineux basse fréquence, dont le contenu fréquentiel est inclus
dans le domaine Dpgr de 'OTF, est généré afin de représenter la contribution « hors-
focus » b. Ici, on considere que les illuminations sont parfaitement contrastées (i.e., a =
0), de facon a pouvoir visuellement identifier si la structuration de I'objet apparait dans
I'estimation du fond. Les simulations représentent un microscope de basse résolution,
les images sont ensuite corrompues en ajoutant le fond aux images puis un bruit de
grenaille suivant une distribution de Poisson est utilisé tel que le rapport signal a bruit
(SNR) de ’ensemble des images {y,, }*_, soit de 30 dB. Les résultats présentés montrent
lestimation du fond obtenue Fig. [5.3}(B), & comparer & la vérité terrain utilisée pour
simuler les images Fig. [5.3}(A). On peut voir en comparant les images Fig. [5.3}(E) et
Fig.[5.3}(F) que la soustraction du fond fait disparaitre la structure de ce fond de 'image.
Ceci nous conforte dans la qualité de I'estimation de ce fond. La structure de I'objet est
présente dans l'estimation Fig. [5.3}(B), on peut le voir sur les bords de I'image. Dans le
cas ou I'on connait a priori le support fréquentiel du fond, il est possible de filtrer les
fréquences en dehors de ce domaine pour améliorer I'estimation Fig. [5.3}(C).

5.3 Capacité de super-résolution sur données réelles
Afin d’estimer la capacité de super-résolution d’une technique Blind-SIM appliquée

a la microscopie de fluorescence a illumination de speckle, nous avons utilisé des objets
calibrés. Nous allons dans un premier temps utiliser une partie d’'une mire Argolight[]

2. http://argolight.com/argo-sim/ voir < pattern L — Stability of resolution >
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FIGURE 5.3 — Les images présentées sont obtenues en simulant 500 illuminations de spe-
ckle pleinement développé de corrélation égale a la PSF du microscope simulé. A partir
de cet ensemble d’illuminations, des images de microscopie sont simulées en utilisant
la mire présentée Fig. [3.2(a) comme échantillon de fluorescence. Sur ces données basse
résolution, on ajoute un fond basse fréquence (avec un domaine fréquentiel limité a 0,4 fois
la fréquence de coupure) aux images. Ces images sont ensuite bruitées avec un bruit de
Poisson de tel sorte que le SNR soit de 30 dB (on multiplie par un facteur I'image avant de
procéder au tirage aléatoire). (A) Fond basse fréquence ajouté aux images (vérité terrain)
(B) Estimation du fond & partir de 'estimateur [5.2.4} (C) Estimation du fond filtrée & 0,4
fois la fréquence de coupure. (D) Simulation d’une image en sortie de microscope. Cette
image est la somme du fond simulé avec la convolution de la PSF et du produit objet
fois illumination, cette image est ensuite bruitée avec un bruit de grenaille. (E) Moyenne
des images simulées en présence de fond perturbant la mesure. (D) Moyenne des images
simulées en présence de fond perturbant la mesure apres soustraction du fond estimé (B).

appelée pattern L présentées en Fig. Les mires Argolight sont concues pour éva-
luer les performances de systemes d’imagerie de fluorescence. La mire Argo-SIM est
dédiée au microscope de fluorescence a éclairements structurés (SIM), elle contient
différents motifs permettant d’évaluer différentes caractéristiques du microscope (ré-
solution, aberrations, etc.). Le motif appelé L de la plaquette Argo-SIM a été concue
pour évaluer la résolution, ce motif contient des paires de lignes paralleles produites
par lithographie et dont 'espacement augmente graduellement avec des pas d’envi-
ron 30 nanometres. On va s’intéresser a la distance entre les deux lignes du milieu de
chaque groupe de lignes. Selon la fiche technique, cette distance varie de 30 nanometres
plus ou moins 10 nanometres entre deux groupes de lignes successifs. La précision sur
I'écartement des lignes n’étant pas suffisante, nous utiliserons une estimation de cette
distance grace aux images reconstruites et a la connaissance de la taille des pixels en
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CHAPITRE4

(D)

FIGURE 5.4 — Les images présentées sont obtenues a partir d’'un microscopie de fluo-
rescence (voir montage , I’objet observé est un élément d’une mire Argolight appelé
pattern L. L’objectif utilisé est un X100 avec une ouverture numérique de 1,49 et une
huile dont I'indice optique est de 1,515. L’indice optique du milieu de montage est de 1,49
et la longueur d’onde d’excitation est de 405 nanometres celle de collection est de 520
nanometres. (A) Moyenne des images basse résolution a base d’illuminations de speckle.
(B) Déconvolution de Wiener de 'image (A). La PSF utilisée a été simulée a partir des ca-
ractéristiques expérimentales en utilisant le modele optique de Gibson & Lanni implémenté
dans le plug-in PSF Generator de ICY [4]. (C) Reconstruction Blind-SIM produite par
I’algorithme d’estimation jointe (voir le pseudo-code [1f) & partir de 900 illuminations de
speckle. (D) Idem en soustrayant au préalable 'estimée du fond aux acquisitions.

nanometres.

On peut voir sur la figure que l'utilisation d’illuminations de speckle inconnues
permet de séparer des lignes paralleles distantes d’environ 164 nanometres, alors qu’en
utilisant une illumination uniforme, il est possible de séparer des lignes distantes de
226 nanometres, si 'on néglige I'incertitude sur la distance entre les lignes et que 'on
considere que la séparation de deux lignes proches est un bon critere d’estimation de la
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FIGURE 5.5 — Distance minimum de séparation des lignes pour chaque images présentée

en figure .
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FIGURE 5.6 — Coupes verticales extraites des images (B) et (D) de la figure respec-
tivement en ligne pointillée et en trait plein. L’abscisse indique la distance estimée entre
les lignes.

résolution, le facteur de super-résolution est ici compris entre 1,18 et 1,70. La recons-
truction Fig. [5.4(D), laisse apparaitre des variations le long des lignes. 1l est difficile
d’identifier la provenance de ces variations, elles peuvent venir de I'objet lui méme, du
fait que I'on utilise un nombre limité d’illuminations de speckle. La séparation en deux
lignes nous semble un bon indice de la capacité d’une technique Blind-SIM a identifier
des structures plus petites que la résolution d'un microscope a illumination uniforme.

Nous avons également utilisé un ensemble de billes de 100 nanometres de diametre
pour estimer a partir de quelle distance il est possible de séparer ces billes sur une
image large champ a illumination uniforme et sur la reconstruction Blind-SIM a partir
d’illuminations de speckle. On peut voir en figure|5.7|que certaines billes ne sont pas ré-
solues dans I'image large champ a éclairement uniforme déconvolué, alors que I'on peut
clairement les compter dans 'image reconstruite a partir de 900 images a base d’illumi-
nations de speckle inconnues. La distance minimum de séparation de deux billes obser-
vées est estimée a 134 nanometres dans la reconstruction, contre 234 nanometres dans
la moyenne des images déconvoluées. Le facteur de super-résolution est au minimum
de 1,74. La encore, nous estimons que le fait de pouvoir clairement compter le nombre
de billes dans la reconstructions Blind-SIM est un bon indice de la capacité a observer
des structures de taille inférieure a la limite de diffraction. Il faut cependant noter que
la mire Argolight et les billes sont des objets trés parcimonieux. Comme nous I’avons
vu au chapitre |4}, ces objets exaltent probablement le niveau de super-résolution de la
méthode car ils renforcent la parcimonie du produit objet x illumination. Nous allons
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FIGURE 5.7 — Les images présentées sont obtenues a partir d’'un microscopie de fluo-
rescence (voir montage , I'objet observé est composé de billes de diametre 100 na-
nometres. L’objectif utilisé est un X100 avec une ouverture numérique de 1,49 et une
huile dont I'indice optique est de 1,515. L’indice optique du milieu de montage est de 1,49
et la longueur d’onde d’excitation est de 488 nanometres celle de collection est de 520
nanometres. (A) Moyenne des images basse résolution a base d’illuminations de speckles.
(B) Déconvolution de Wiener de I'image (A). La PSF utilisée a été simulée a partir des ca-
ractéristiques expérimental en utilisant le modele optique de Gibson & Lanni implémenté
dans le plug-in PSE Generator de ICY [4]. (C) Reconstruction Blind-SIM produite par
'algorithme d’estimation jointe (voir le pseudo-code [1)) a partir de 900 illuminations de
speckle. (D) Idem en soustrayant au préalable I'estimée du fond aux acquisitions.

voir cependant que méme pour des objets non parcimonieux, il est possible d’identifier
des structures de taille inférieure a la limite de résolution.
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5.4. Comparaison SIM harmonique et Blind-SIM speckle
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FIGURE 5.8 — Coupes extraites des images (B) et (D) de la figure |5.4| respectivement en
ligne pointillée et en trait plein.

5.4 Comparaison SIM harmonique et Blind-SIM spe-
ckle

En utilisant le montage présenté il est possible de générer différents types d’illu-
minations grace au SLM. On peut donc, par exemple, générer des illuminations harmo-
niques, ainsi que des illuminations de speckles. Grace a cette souplesse, il a été possible
d’acquérir en utilisant exactement le méme objet des images SIM avec illuminations de
speckle et des images avec illuminations harmoniques. Nous présentons ici les résultats
de reconstruction obtenues a partir de ces deux jeux d’images. L'objet utilisé est com-
posé de podosomes. Les podosomes sont des structures submicrométriques de cellules
d’adhésion, formées a la membrane plasmique. Ces podosomes sondent et remodeélent
I'environnement extra-cellulaire. Les podosomes sont formés par des macrophages, des
cellules dendritiques immatures, des ostéoclastes et ils concernent également les struc-
tures protrusives trouvées dans les lymphocytes, les cellules endothéliales, les cellules
tumorales invasives ainsi que dans les neurones [[117, [118]. Un podosomes est donc
une petite structure capable de créer des forces de traction et de compression, une par-
tie du podosome forme un anneau servant a adhérer a la matrice extra-cellulaire, c’est
cet anneau qui est ici marqué avec des fluorophores (Alexa Fluor 488).

Cette fois, I'échantillon n’est pas parcimonieux, on peut voir sur 'image champ large
a illumination uniforme Fig. [5.9(C) que trés peu de zones sont éteintes et donc vides
(cette image est obtenue en prenant la moyenne des images a base d’illuminations de
speckles). Cette image est a comparer a une image a base d’illumination de speckle mon-
trée en Fig.[5.9/(B), on peut constater que I'illumination de speckle vient bien « éteindre »
localement 'objet en de nombreux endroits. Le produit objet fois illumination est donc
« parcimonieux », ce qui explique que I'algorithme joint utilisé pour effectuer les recons-
tructions permet d’obtenir des informations sur des structures plus petites que la limite
de résolution.

L’'image Fig.[5.9((D) correspond a la déconvolution d’une image champ large & illumina-
tion uniforme, elle permet donc de voir quelles détails sont discernables dans une image
obtenue sans illumination structurée. Elle est donc a comparer a I'image Fig. [5.9(F)
obtenue en utilisant une reconstruction a partir des images a base d’illuminations har-
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moniques en supposant les illuminations connues (voir Sec. [2.1.2)). Cet objet étant fin,
il est possible de contrdler les illuminations au plan focal. On peut constater que de
nombreuses structures apparaissent dans 'image reconstruite, ces structures sont en ac-
cord avec les connaissances biologiques que I'on a sur les podosomes, ainsi qu’avec des
images obtenues en STED ou en STORM.

La reconstruction Blind-SIM a partir de 800 illuminations de speckles est affichée en
Fig.[5.9(E). On peut constater que certaines structures apparaissent en comparaison de
l'image champ large déconvoluée Fig.[5.9(D), de plus ces structures sont présentes dans
l'image Fig.[5.9/(F). Ceci nous conforte dans I'idée que I'on est pas en présence d’artefact
mais belle et bien de structure plus petite que la limite de diffraction faisant parti de
'objet.

5.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de montrer sur des données expérimentales I'intérét de ’éclai-
rement de speckle pour améliorer la résolution en microscopie de fluorescence.

Le point crucial du traitement des données réelles réside dans I’élimination du fond de
fluorescence provenant d’objet d’objets hors-focus qui vient détériorer le contraste des
images.

Nous avons proposé une estimation efficace de ce fond en utilisant les propriétés statis-
tiques du speckle. Avec ce prétraitement des résolutions comparables a celles obtenues
en microscopie a éclairements structurés connus ont été obtenues.
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FIGURE 5.9 — Les images présentées sont obtenues a partir d’'un microscopie de fluo-
rescence (voir montage 7 I'objet observé est composé de podosomes dont l’anneau
d’adhésion est marqué avec des fluorophores Alexa Fluor 488. L’objectif utilisé est un
X60 avec un NA de 1,40 et une huile a 1,515. Le milieu de montage est de 1,49. La lon-
gueur d’onde d’excitation est de 488 nm, celle de collection est de 520 nm. (A) Image
obtenue avec une illuminations harmonique, 30 images de ce type sont acquises avec 5
phases et 6 directions différentes. (B) Image obtenue avec une illumination de speckle,
800 illuminations de ce type sont utilisées. (C) Image widefield obtenue en sommant I’en-
semble des images a base de speckles. (D) Image widefield précédente déconvoluée a I’aide
d’un filtre de Wiener. (E) Reconstruction Blind-SIM utilisant le pseudo code [1]a partir des
images a illumination de speckle, une estimation du fond est soustraite aux images
avant reconstruction. (F) Reconstruction SIM a illumination connues a partir des
images a illuminations harmoniques. On peut voir une amélioration de la qualité visuelle
des images en allant de I'image (C) a (F). On retrouve les nouvelles structures apparais-
sant grace a la super-résolution dans I'image Blind-SIM (E) dans I'image (F), ceci nous
conforte dans I'idée que ces nouveaux éléments ne sont pas des artefacts.
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Perspectives et conclusions

Le besoin de voir avec une meilleure résolution des phénomenes biologiques, des
matériaux, pousse a développer de nouvelles techniques d’imageries. La résolution des
imageurs étant limitée, une technique proposée pour améliorer la résolution est d’uti-
liser I'illumination en tant que degré de liberté supplémentaire afin d’améliorer la ca-
pacité de résolution de I'imageur. Dans le cas de la microscopie de fluorescence, un
doublement de la résolution spatiale est permis par la structuration des illuminations
(SIM), une technique proposée par Heintzmann [10] et Gustafsson [43]] au tournant du
21éme siecle. La technique SIM nécessite la connaissance des illuminations utilisées et
donc un contréle précis de celles-ci. Ceci induit un montage plus complexe en nombre
d’éléments et en calibration, et donc un prix élevé de I'instrument.

L’approche proposée au seins de I'Institut Fresnel [2] abandonne définitivement I'idée
de contrdler les illuminations en utilisant des speckles d’intensité. Cette approche Blind-
SIM permet de garder un montage expérimental simple, plus facile a calibrer et moins
couteux. En contrepartie, la reconstruction super-résolue de I'objet est plus complexe.

Dans cette thése nous avons proposé une étude des techniques de super-résolution
Blind-SIM. Notre premier résultat permet notamment de quantifier la capacité de super-
résolution théorique des techniques Blind-SIM applicable a de nombreux imageurs. Pour
un montage en epi-fluorescence, un résultat remarquable de notre analyse est que la ca-
pacité de super-résolution dans le cas d’illuminations harmoniques connues et dans le
cas d’illuminations aléatoires est asymptotiquement la méme.

Ces résultats ont également motivé le développement d’'un estimateur marginal asymp-
totiquement consistant. Dans le cas de la microscopie en epi-fluorescence, pour un
nombre infinie d’illuminations différentes, I'estimation proposée est super-résolue avec
un facteur deux de super-résolution (i.e., les composantes fréquentielles de 'objet sont
identifiées sur un support deux fois plus grand que dans le cas d’'une illumination uni-
forme). De plus pour un nombre d’illumination réaliste (i.e., entre 100 a 1000), I'esti-
mation proposée est super-résolue avec un facteur de super-résolution se rapprochant
de deux lorsque le nombre d’illuminations augmente Fig. La complexité de cette
algorithme ne permet cependant pas de traiter des problemes de taille réaliste. Une ap-
proche a base de patch est actuellement développée a Nantes, au LS2N, par J. Idier et ses
collaborateurs, ceci afin de réduire la complexité algorithmique en gardant de bonnes
propriétés de convergence statistique et une capacité de super-résolution la plus impor-
tante possible. Une autre approche est d’utiliser uniquement la variance et la moyenne
des mesures pour estimer I'objet.

Une autre stratégie de reconstruction est de considérer que les illuminations doivent
également étre estimées, conformément a la démarche adoptée dans Mudry et al. [2].
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Un estimateur joint (Blind-SIM joint) est alors utilisé pour estimer 'objet d’intérét et les
illuminations utilisées. Dans cette theése, nous avons proposé une formulation du pro-
bléeme permettant de traiter indépendamment chaque images basses fréquences. Nous
avons identifié les sources de super-résolution a 'oeuvre dans cette approche en la re-
liant aux travaux sur le Near-Black Object introduit par Donoho [[84]]. Dans ce cadre, la
positivité et la parcimonie du produit objet x illumination sont des éléments clés pour
la super-résolution. Malheureusement, il semble extrémement difficile d’étudier la ca-
pacité de super-résolution théorique d’un tel estimateur.

Cette these aura aussi été 'occasion de développer le PPDS, un algorithme primal-dual
a base d’opérateur proximal et préconditionné. Cet algorithme est une variation de I’al-
gorithme proposé par Condat [83] algorithme 3.1] et permet d’accélérer la vitesse de
convergence par rapport a des stratégies itératives standard (e.g., FISTA) couramment
utilisé pour cette tache. Cet algorithme permet d’accélérer tres sensiblement les recons-
tructions Blind-SIM.

Pour finir, nous avons abordé le cas du traitement des données réelles dans le cas d’illu-
minations de speckle en microscopie de fluorescence. Dans la plupart des cas un fond
provenant de plans hors-focus ou d'un manque de contraste des illuminations utilisées
est présent. Nous avons développé un estimateur de fond dédié a la modalité Blind-SIM
a éclairements de speckle afin de pré-traiter les images issues de I'instrument. Un déve-
loppement envisagé est d’incorporer cette estimation du fond a 'algorithme Blind-SIM
joint, celui-ci estimerait donc conjointement I'objet, les illuminations et le fond.

Des images de microscopie de fluorescence a partir d’illuminations de speckle a deux
photons sont en cours d’acquisition afin de démontrer le gain de super-résolution at-
tendu en présence d’illuminations plus parcimonieuses (voir Sec.[4). Le montage expé-
rimental est réalisé par Hilton Barbosa de Aguiar actuellement rattaché au Laboratoire
Kastler Brossel. La création d’'un montage expérimentale de tomographie de diffraction
utilisant des illuminations de speckle (Champ gaussien complexe circulaires) est éga-
lement envisagé au sein de l'institut Fresnel. Ce travaille devrait permettre de vérifier
les prédictions de la Sec. [3| i.e., la capacité a obtenir avec un montage d’holographie
digitale les mémes performances qu’en tomographie de diffraction optique, ceci simple-
ment en utilisant des illuminations aléatoires.
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Annexe A

Annexe

A.1 Statistiques des illuminations de speckle

Le caractere aléatoire des illuminations utilisées, allié au caractere aléatoire du bruit
de mesure, poussent a voir les images de microscope y (r) comme la réalisation d’'une
variable aléatoire. Sous certaines hypothéeses les moments statistiques de cette variable
aléatoire ont une expression analytique reliée a 'objet d’intérét p. Ces expressions sont
utilisées en section [3.1] ou la capacité de super-résolution en éclairements aléatoires est
démontrée. De plus selon les simulations réalisé en section [4.1]la proportion de 'illumi-
nation proche de zero est un critere important au bon fonctionnement des algorithmes
de reconstruction joint. Dans cette annexe, les propriétés statistiques de différents type
d’illuminations sont calculées a partir d’élément supposés connues du montage optique
la PSF du microscope et la variance de 'amplitude en sortie du diffuseur. Nous
verrons que la distribution statistique en un point spatial de I'illumination peut étre cal-
culée et on peut donc comparer la probabilité de différents type d’illumination a étre
proche de zero. L'illumination la plus facile a générer et une illumination de speckle,
en effet il suffit d’introduire un diffuseur sur le chemin optique du laser pour générer
une figure de speckle au niveau de I’échantillon. On va donc se focaliser sur ce type
d’illumination en champ et en intensité, ainsi que sur le cas d’un speckle au carre pou-
vant étre utilisé dans le cas 2 photons (2PE) [37]. il est intéressant de remarquer que
les illuminations de speckle sont liées a des distributions maximisant I’entropie, ce qui
explique la robustesse et la facilité de générer ce genre d’illuminations.

A.1.1 Lois instantanées

Les statistiques d’une illumination de speckle sont intensivement décrites dans la
littérature et plus particulierement dans le livre de J. W. Goodman [[16]. Un speckle
pleinement développé peut s’écrire comme une somme d’ondes planes dont 'amplitude
suit une loi de probabilité de moyenne et de variance définie et dont la phase suit une
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lois uniforme entre O et 27.

t) = i ag(r, ) e¥miorrt) (A.1.1)
ag(r,t) ~T(r,t; 0) Vk (A.1.2)
or(r,t) ~U(; [0,27]) Yk (A.1.3)

Il est possible de montrer que le champ électromagnétique E.(r,t) suit une lois Gaus-
sienne complexe circulaire centrée N (u1, 0?), de méme on peut montrer que "amplitude
du champ |E.(r,t)| suit une lois de Rayleigh, R (¢?), l'intensité E;(r,t) = |E.(r,t)|?
suit une loi exponentiel &,, (202). Le carré de lintensité |E.(r,t)|* suit une loi de Wei-
bull W (404, 1) see figure |A.1, La distribution exponentiel de I'intensité d’'un speckle
pleinement développé nous indique que l'intensité de I'illumination sera faible en de
nombreux points spatiaux, ce sera d’autant plus le cas pour l'illumination au carre uti-
lisé dans le cas 2 photons [37]].

A.1.2 Moments statistiques d’ordre deux

Dans le montage optique présenté I'illumination passe au travers du microscope
avant d’atteindre I'échantillon. On modélise le microscope par 'équation de convolution
Le champ électromagnétique au niveau de ’échantillon suit la relation suivante :

E.(r) = / h he(r — x)A(x) dx (A.14)

—00

avec h. la PSF en champ du microscope (par exemple dans le cas 3D h. correspond a une
calotte de sphere([1.3), A le champ électromagnétique immédiatement apres le diffuseur.
Si A est un champ gaussien centré, F. I'est aussi. Si 'on considere que I'étendue de la
corrélation du champ A est négligeable [16), p74], A est alors un champ gaussien centré
non corrélé, on peut alors montrer que I'auto-corrélation spatial du champ d’excitation
est :

Up.(r,r") = E(E(r)E(r") ) — E(Ee(r)) E(Ee(r))" (A.1.5)
_ :O /w (r — o) (¢ — @) E( A()A* () Ydwda! (A1)
_ 0% x /+ (r — )¢ — @)da (A17)
— o2 % ho(r — 1) (A.18)

avec £(.) I'opérateur d’espérance statistique. Ici, on a considéré que la transformée de
Fourier de h. est dans notre cas une fonction prenant pour valeur 0 ou 1 (c’est le cas
pour une calotte de sphere en 3D et pour une pupille en 2D), on a donc ff;o he(r —
x)hi(r' —x)dx = h.(r —1').
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La corrélation de I'intensité d’excitation peut elle aussi étre calculée :
Lp(r.r) =E(Ei(r)E(r')) — E(Ei(r)) E(E(r))"
= E( Ee(r)EZ(r)Ec(r") EX(r') ) (A.1.9)
—E(Ee(r)EZ(r) ) E( Ee(r)EZ(r'))
=E(EX(r)Ec(r') ) E( Ee(r)EL(r))

’ 2

(A.1.10)
= 0" x |he(r' —7)
=0 x hi(r' — 1) (A.1.11)
avec h; la PSF en intensité du microscope (voir [2.4pour le cas 2D et[2.5|pour le cas 3D).

L’étape pour passer de la ligne (A.1.9) a (A.1.10) nécessite que le champ soit Gaussien
centré.

De la méme maniere il est possible de calculer la corrélation d'un speckle au carre utilisé
dans le cas de la microscopie 2 photons :

Lpe(r,r') = 40°% x (hi(r' — 1) +4 x hy(r' —7) x h;(0) ) (A.1.12)

Par la suite on supposera que la PSF h du microscope utilisé est connue, les corrélations
calculées précédemment seront elles aussi supposées connues a un facteur prét. On
suppose ici que 'objet observé n’interagit pas avec l'illumination auquel cas ces calculs
ne sont plus valables, on peut cependant retomber sur des illuminations de speckle
avec une corrélation similaire dans le cas ou l'illumination se propage dans un milieu
complexe fortement diffusant, dans ce cas le domaine fréquentiel de l'illumination est
dans certain cas une boule de rayon ﬁ avec \ la longueur d’onde de l'illumination et n
I'indice optique moyen du milieu dans lequel se propage l'illumination [119].

A.2 Statistiques des mesures

Le caractere aléatoire des illuminations utilisées, pousse a voir les images de micro-
scope méme en l'absence de bruit = (r) comme la réalisation d'une variable aléatoire.

=——aq ~ Rayleigh (1) 1007 = T~
x== i ~ Exponential (2) + *
i2 ~ Weibull (4, )
0.5 ¢
1072
104
ol N rememg g | : . : :
0 5 10 -2 -1 0 1 2

FIGURE A.1 — gauche : Distribution de probabilité en un point spatial dans le cas d’une
illumination de speckle pleinement développé, en trait plein pour 'amplitude, en pointillé
pour l'intensité et en trait interrompu pour l'intensité au carre droite : densité spectral
d’une illumination de speckle pleinement développé 1D en échelle logarithmique , en trait
plein pour 'amplitude, en pointillé pour I'intensité et en trait interrompu pour l'intensité
au carre
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Sous certaines hypotheses les moments statistiques de cette variable aléatoire ont une
expression analytique reliée a 'objet d’intérét p. Ces expressions sont utilisées en section
ou la capacité de super-résolution en éclairements aléatoires est démontrée.

A.2.1 Statistiques des mesures sans bruit d’instrument

La distribution suivit par les mesures non bruitées dépend de la nature des illu-
minations utilisées et donc du type de montage considéré, cependant I'expression des
moments statistiques d’ordre deux reste toujours la méme et dépend uniquement de la
PSF h, de la corrélation de Iillumination utilisée ', et de I'objet :

pa(r) =E(x(r) ) (A.2.1)
=& ( / h(r —p) E(p) p(p) dp)

—00

— /Oo h(r —p) E(E(p) ) p(p) dp

o0

= /Oo h(r — p) pe(p) p(p) dp

Dy, #) = £ a(r) 2°() ) — E(o(r)) EG" () (A22)
—6(/ / (r = p) (6"~ ) E(p) E°(5) () "0 dp )
)
/ / (r — ) *(r' — 9) T — 1) p(p) p* (') dp dp

avec £(.) lopérateur d’espérance statistique.

A.2.2 Statistiques des mesures avec bruit d’instrument

L’expression des moments statistiques des mesures y () dépend de la modélisation
du bruit employée, nous allons traiter ici le cas de la microscopie de fluorescence avec un
montage en epi-fluorescence On modélise le bruit de comptage par une distribution
de Poisson et le bruit de lecture par une distribution Gaussienne de parametres supposés
connues :

z(r) = [h® (px E)| (1) (A.2.3)
p(r) ~ P(z(r)) (A.24)
e(r) ~ N (pe(r), oc(r)?) (A.2.5)
y(r) = p(r) +e(r). (A.2.6)
On peut maintenant calculer la moyenne des mesures :

py(r) = E(y(r))

=E(E(y(r) |E))

=&E(x(r) + pe(r) )

— J1a(r) + (1) (A2.7)
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avec

pa(r) = [h@(px pp)](r).

Avant de calculer la corrélation des mesures on commence par calculer la corrélation
de p(r) :

Lp(r,7') =E(E(p(r) p* (') |E)) — E(E(p(r)|E)) EE(p(r)|E))
=<‘3( z(r)z*(r') + z(r) x 6(r — 7)) — E(x(r)) E(z*(r))
Lo(r,7') + E(a(r)) + 0 (r — 1)
La corrélation des mesures y (r) s’écrit alors :
Ly(r,v") =T,(r,7") + D(r,r)
=T, (r,v") + (pa(r) + 0Z(r)) *6(r — 7') (A.2.8)
avec I',(r, ') calculé précédemment (A.2.2).

Remarque 3 St on suppose les deur moments statistiques, p. et o., du bruit additif
connues, il est alors possible d’identifier I'y a partir de I'y et p, en utilisant les relations
(A.2.8) et . Les résultats du chapitre @ sont donc applicables au cas de la micro-
scopie de fluorescence en présence d’un bruit de grenaille que [’on suppose suivre une loi
de Poisson et d’un bruit de lecture que [’on suppose suivre une lot Normale.

A.3 Probleme joint sans contrainte de positivité

Dans cette section, nous allons montrer que le probléme Blind-SIM joint sans péna-
lisation et sans contraintes a une solution analytique, de plus nous allons montrer que
cette solution ne dépend pas du contenue fréquentielle de I'objet en dehors du domaine
de 'OTF Dpsr. On considere donc le probleme a résoudre suivant :

min S0 lym — H (p© L)
p{Im}

sujeta > I, = M x I

Comme on la vu au début de la section (4.1)), on peut reformuler de maniere équivalente
ce probléme, on doit alors résoudre pour chaque images le probléme suivant :

min -y - H g,

En calculant le gradient du critére a minimiser, on peut montrer que les solutions g,
respectent ’équation suivante :
H'H (/I\m =H tym

On peut remarquer a cette étape que le contenue fréquentielle de q,, en dehors du
support de 'OTF n’a pas d’impact sur le respect ou non de 'égalité précédente. On peut
d’ailleurs écrire les solutions sous la forme :

:H+ym+q#_@
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avec (.)* la matrice pseudo inverse et g une variable appartenant a 'ensemble {z, Hx =
0} donc avec un contenue fréquentiel uniquement en dehors de Dpgr et quelconque. On

peut ensuite incorporer ces solutions dans 'étape finale pour obtenir I'expres-

sion (4.1.4a)). Il n’y a donc pas de super résolution dans les solutions du probléme sans

la contrainte de positivité.

A.4 Démonstration de la propriété
Appelons ¢ la réponse impulsionnelle du filtre définie dans le domaine de Fourier

par
q(k) = F}E/z(k) Sik € Dgpec, 0 sinon.

comme pour I'g, ¢ est definie semi-positif, c’est donc une fonction symétrique Hermi-
tienne. On peut donc écrire 1'égalité suivante : ', = ¢2, ainsi que :

Définissons maintenant les noyaux suivant :
f(r,r') = / (r —x)q(r' — x)p(x) de, (A.4.2)
F(r,r") /f r,r" r")dr". (A.4.3)

ainsi que les opérateurs intégraux associés Ky et Kp :
Kep(r / f(r,r")
Kro(r) = /F(r,r’)¢(r') dr’.
Selon l'inégalité de Cauchy-Scwartz on a,

< [latr - @) @ de [ '~ o) le) da

Ce qui a pour conséquence,

[ drar < ( [l ar [ @) dw)Q,

ou p est intégrable, et

1) dr = [ Fotuydu=rs0) < o

On a donc

/ |f(r. )] drdr' < oo,

e, f € L*(R? x R% C), on en déduit que K, est un opérateur intégrale de Hilbert-
Schmidt [120, Proposition 3.4.16]. D’un autre coté, 'opérateur intégrale K est le carré
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de Ky, au sens ou Krp¢ = K;K;¢ quelque soit ¢. Donc Ky est aussi un opérateur
intégrale de Hilbert-Schmidt.

Maintenant allons directement au coeur de la preuve qui se déroule en trois parties. La
premiere étape est de montrer que le noyau de F' est définie de maniére unique a partir
de I',. Dans une deuxiéme étape, on établie le fait que f est définie de maniere unique
a partir de F' en sachant (A.4.3)). Arrivé a ce point, on peut conclure que la connaissance
de I', implique celle de f, qui est une fonction linéaire en p (alors que la dépendance
de I', en p est quadratique). La derniére étape consiste a faire une analyse de Fourier de
f, de facon a déterminer quelles composantes spectrales de p sont identifiables grace a
la connaissance de f.

Etape 1) En sachant (A.4.2) et (A.4.1), on a les expressions alternatives suivantes pour
(A.4.3)) :

// p(x)p(x) q(r —x)g(r' — ") Tp(x — x') de dz’. (A4.4)

En comparant cette derniere expression a , il est claire que dans le cas ou ¢ = h on
aF =T,,ie., quand la corrélation du speckle est ®h. Plus généralement, en utilisant
une double transformée de Fourier sur (A.4.4), de la meme facon que I'on a obtenue
(3.1.6) de (3.1.4), on a

F(k,K') = Gk)q(—k")g(k, k')

_ ARGR) F g k) sik, k' € Dypec, (A.4.5)
h(k)h(—k')
=0 sinon. (A.4.6)

On peut remarquer que ﬁ(k) # 0 si k € Dgpe. car on a assumeé Dy, C Dpgp.

Etape 2) Le noyau f est évidemment symétrique. De plus, il est semi-définie positif,
puisque pour toute fonction ¢ de carrée intégrable,

[ seomiawyarar = [l ot @ple) do = o

Il est facile de vérifier que le noyau F’ est aussi semi-définie positif. De plus K est borné,
puisque que c’est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Etant borné et semi-définie positif,
K admet une unique racine carré semi-définie positive [120, Prop. 3.2.11] En d’autres
termes, K, est definie de maniere unique a partir de K, et de maniere équivalente a
partir du noyau F, il existe un unique noyau f qui respecte (A.4.3). Finalement, on a
montré que la connaissance de I', détermine de maniere unique F' grace aux relations

(A.4.5)-(A.4.6), est donc détermine aussi f.

Etape 3) L’équation peut étre écrite de la maniere suivante dans le domaine de
Fourier : _

f(k.E") = q(k) g(—K') p(k + K'). (A.4.7)
Cette derniere expression est tres similaire a (3.1.11)) obtenue pour le cas d’'un speckle
dé-corrélé. De maniere similaire on peut déduire que les composantes fréquentielle p(k)
sont identifiable a partir du noyau f, et donc a partir de la corrélation des données sans
bruit I',;, pour tout k € Dypec © Dypec-
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A.5 Gradient de la divergence de Kullback-Leibler

On commence par remarquer que I'équation ([3.2.7) s’écrit aussi
1 1 -1
D(p) = 3 logdet T, + mTr (r,'VVv') +C (A5.1)
ou C est un terme constant qui n’a ici pas d’importance, et
V= (v - |oy) avec vy, =yn —p, (A.5.2)

Les formules de dérivations [121) Sec. 2] suivantes vont étre utiles pour calculer 1'ex-
pression du gradient de (A.5.1)) :

Vologdet A =Tr (A7'(VyA))
Vo(A™H) = —-A"1(VyA)A™! (A.5.3)
Vyo(AB) = (VyA)B + A(V,yB)
VeTr(A) = Tr (V4A)
Vo(A") = (VyA)"
ou A et B sont deux matrices dépendantes d’'un parametre scalaire réel §. A partir de
ces relations on obtient

0,D(p) = %Tr (T, (0aTy))

1 _ _
+ 557 1 ((0,T,YVV' +T,'0,(VV"Y)) (A.5.4)

oud, =V, . Le gradient de (A.5.1) est alors définie par

VD(p) = vect{0,D(p)} (A.5.5)

ouvect {v,} = (v| - |on)". D’apreés (A.5.4) et (A.5.3), l'expression de 0,T', et 9,(VV?)
sont requises. Appelons e, le néme vecteur de la base canonique, h,, la néme colonne
de la matrice H et 1 = (1---1)". on obtient en utilisant ([3.2.4)) et (3.2.5)

et avec ((A.5.2) :
O, (VV') = —Ey (V1h + (V1h})"). (A.5.7)

On peut maintenant calculer les trois termes de (A.5.4)). Dans un premier temps de
simple manipulations impliquant 'operateur trace permettent de voir que

Tr (T, (9,T,)) = 2e,Wh, (A.5.8)

a partir de (A.5.6), avec W = I‘EAHtI‘y_l. Dans un second temps, on a d’apres (A.5.3)

ET (£5.0) :
Tr ((0,T,")VV') = —2e,(WVV'T, Hh, (A.5.9)

90



A.6. Démonstration de la convergence uniforme de Jy; (@) vers J(0*,0)

et d’apres ((A.5.7) :
Tr (T,'0,(VV")) = —2E hiT,'V1. (A.5.10)

Selon (A.5.4) et (4.2.6)), on doit vectoriser les relations (A.5.8)), (A.5.9) et (A.5.10) pour
obtenir le gradient final (A.5.1]). D’apres la formule,

((ADiag(p)B") o I)1 = (Ao B)p, (A.5.11)

on déduit avec que
vect {Tr (T, '(9,I'y))} =2(WH)oI)1
=2((H'T,'H) o T'g)p. (A.5.12)

De la méme maniere, on obtient a 'aide de quelques opérations
1
Jvect {Tr ((0,.T,HVV")} = —%((Qtvvtn) olg)p (A5.13)
et 1 9
Tvect {Tr (T,'0,(VV"Y))} = —5 BV (A.5.14)
ou 2 =T, ' H. En résultats final, l'expression du gradient (A.5.4) s'écrit

VD(p) =
— ([ ivvt—ry Q)olg p—iEOQVL (A.5.15)
(2 (57 ))ers)e g

ou finalement, les relations suivantes sont utilisées :
V=(2—p|zu—p)+48,1"

1 ~
VYV =T, +4,3,

cette formulation du gradient permet de calculer I'expression du gradient de (3.2.10)),
en sachant que V.J(p) = VD(p) + Bp.

A.6 Démonstration de la convergence uniforme de
Jy(0) vers J(0*,0)

Pour montrer la convergence uniforme de J,,(0) vers J(6*,0), on peut noter que :

Dy(p) — D*(p) = Tx(T,! (fy - 1“;;) ) + log % (A.6.1)

Ty

Comme la matrice de covariance H Diag(p) I'r Diag(p)! H' est semi-définie positive,
on peut appliquer I'inégalité de Weyl [122] a la formule , ce qui donne :
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ou A\nin(A) représente la plus petite valeur propre de la matrice A. Comme I,/ ! est une
matrice symétrique, sa norme peut étre définie comme sa plus grande valeur propre :

,1 L1

v )= @) = o (A.6.2)

—1
||Fy H = )‘maZ(F

avec 0% = A\, (T'.). En combinant (3.2.6)) (A.6.1)) (A.6.2)), on obtient :

sup |Dy(p) — D*(p)| — 0

peERN
En restreignant le domaine de Dy, (p) a {p|p = S76,0 € O}, on obtient :

sup | Dy (8T0) — D*(870)| — 0
0co

On a donc que J,,(0) converge uniformément vers J(6",0).
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